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Prefácio 


Filosofia A primeira edição deste livro nasceu do material contido nos Capítulos 17 a 20 do livro Ad- 
vanced Engineeriug Mathematics , Third Edition [Matemática Avançada para Engenharia, Terceira Edição] 
publicado pela Joncs and Bartlett Publisliers, em 2006, de Dennis G. Zill e do falecido Michael R. Cul- 
len. Esta segunda edição representa uma expansão e revisão do material original o destina-se a cursos de 
um semestre ou trimestre de duração. Seu objetivo é apresentar princípios básicos e aplicações de análise 
complexa a estudantes de cursos de graduação sem conhecimento do assunto. A escrita é direta e reflete 
o estilo descomplicado de Advanced Enginctnng Mathematics. 

A motivação para adaptá-lo e torná-lo um texto independente adveio de uma insatisfação com os di- 
versos livros-texto que vínhamos utilizando há anos em cursos de graduação sobre análise complexa ofere- 
cidos por nosso departamento. A experiência mostrou-nos que livros considerados acessíveis a estudantes 
de graduação são, em geral, escritos em um nível demasiado elevado para nossa audiência. A “audiência" 
de nossos cursos introdutórios consiste em alguns estudantes de matemática, outros de física e. princi- 
pahncnte, em estudantes de engenharia elétrica e de ciência da computação. Em nossa universidade, um 
estudante típico de ciências ou engenharia não é obrigado a fazer cursos de matemática voltados para a 
teoria, como métodos de prova, álgebra linear, álgebra abstrata, cálculo avançado ou princípios de análise 
real. O único pré-requisito do curso de graduação em análise complexa é que o estudante tenha comple- 
tado o terceiro semestre da sequência de cálculo. Portanto, na maior parte, cálculo é tudo que admitimos 
como preparação para que o estudante use este livro, embora algum conhecimento prático de equações 
diferenciais seja útil nas seções dedicadas às aplicações. Neste texto, mantivemos a teoria em um nível 
que esperamos ser tratável e concentramo-nos naquilo que consideramos necessário a um curso introdu- 
tório. Muitos princípios são apresentados em um estilo informal e conceituai, em vez do formato conven- 
cional de definição / teorema / prova. Parece-nos justo tomar este texto como uma continuação do estudo 
de cálculo, mas desta vez como o estudo do cálculo de funções de uma variável complexa. Todavia, não 
interpretem essa informação erroneamente: não trocamos a teoria por uni "livro de receitas". São apre- 
sentadas provas de resultados importantes, e a terminologia-padrão é usada ao longo de todo o texto. Na 
verdade, há muitos problemas em que o estudante deve provar algo. Acreditamos que qualquer estudante 
não apenas o de matemática - pode adquirir alguma maturidade matemática e entendimento ao tentar 
provar algo. No entanto, t ambém sabemos que a maioria deles não tem ideia de como iniciar uma prova. 
Por conseguinte, em alguns de nossos problemas de “prova 1 ' o leitor é guiado nos passos iniciais ou recebe 
uma boa indicação de como prosseguir. 


Alterações Feitas Nesta Edição Primeiro, falemos sobre o que não foi modificado nesta edição: 

• A filosofia básica original, a quantidade de capítulos e a ordem das seções em cada capítulo são as 
mesmas da primeira edição. Mantivemos, propositalmente, o número de capítulos deste texto cm 
sete. Isso foi feito por dois motivos: proporcionar um volume adequado de material, de modo que a 
maior parte do mesmo possa ser coberta, de forma razoável, em um único curso e. ao mesmo tempo, 
minimizar o custo. 

Nosso principal objetivo para esta segunda edição foi reforçar os aspectos positivos do texto original. Para 
isto, fizemos o seguinte: 

• Diversos problemas novos, especialmente de caráter conceituai, foram adicionados. Além disto, al- 
guns dos problemas existentes foram aprimorados, enquanto outros, avaliados como ineficazes, foram 
forçados à aposentadoria precoce. 

• Uma parte do texto e diversos exemplos foram reescritos, para esclarecer ou expandir tópico- em 
discussão. Em alguns casos, percebemos que a clareza da exposição podia ser melhorada com a ado- 
ção da atitude “menos é mais". 


IX 
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• Erros e falhas dc digitação da primeira edição foram corrigidos. 

• A numeração das figuras, teoremas e definições foi modificada. Adotamos um sistema de d :: 
meração decimal. Por exemplo, a interpretação de “Figura 1.2.3” é 

Capítulo -| Seção 

1 .2.3- — Terceira figura na seção 


Parece-nos que esse tipo de numeração facilitara a localizaçao de fi guias, teoicinas e dormi 
serem citadas em seções ou capítulos posteriores. 

Características do Texto Mantivemos muitas das características da edição anterior. C ada 
inicia com sua própria página de abertura, que inclui um índice e urna breve introdução sobre 
tratado no capítulo. Além disso, o início de cada seção em um capítulo apresenta comentai ios i. 
rios a respeito de tópicos específicos cobertos na seção. A maioria das seções termina com o que cL 
de Observações, onde alertamos o estudante a respeito de áreas em que cálculos real e compiex 
ou discutimos tópicos adicionais de interesse (como a esfera e as superíícies de Rieniann) i< . .. 
seção, mas não necessariamente nela cobertos. Muitas das seções mais longas foram di\idida.- > in 
ções. embora permaneçam unificadas pelo assunto; isso foi feito para facilitar a apresentação d» 
ao longo de várias aulas. Os correspondentes conjuntos de exercícios foram divididos da mesm 
para auxiliar a precisão de trabalhos de casa. Comentários, classificações e algumas advertêne: 
palhados em abundância ao longo do t exto na forma de notas de margem. 

Apresentamos numerosos exemplos e tentamos, com afinco, fornecer todos os detalhes da- - . - 
Corno, com frequência, aplicações de análise complexa são reunidas em um único capítulo p< - 
no fim do texto, pode não sobrar tempo para que os professores as discutam no curso. Anális* 
é uma ferramenta poderosa, na matemática aplicada. Para auxiliar a exposição desse belo asjx 
sunto, decidimos encerrar cada capítulo com uma seção dedicada às aplicações. 

Os conjuntos de exercícios foram elaborados cm um estilo piramidal, c cm cada conjunto há. p-.- 
duas partes. A primeira parte de um conjunto de exercícios consiste em uma generosa porção de pr 
de treinamento dc praxe; a segunda parte consiste em problemas conceituais, literais e geouu" : 
muitos conjuntos de exercícios há uma terceira parte dedicada ao uso de tecnologia. Como o moa 
de operação de todos os sistemas algébricos computacionais é a análise complexa, enfatizamos e- 
software. Embora discutamos o uso de Mathematica® no texto, os problemas são genéricos em x 

Cada capítulo se encerra com um Questionário de Revisão do Capítulo. Achamos que algo ix 
ceitual despertaria um pouco mais de interesse do que a repetição de velhos problemas dados : - 
cionais Exercícios de Revisão do Capítulo. 

As respostas a problemas selecionados dc ordem ímpar são dadas 110 final do texto. Já qu<- 
conceituais também podem ser usados como temas dc discussão em sala do aula, decidimos i. 
suas respectivas respostas. 

Agradecimentos Gostaríamos de expressar nossa gratidão aos colegas da Loyola Marymouii 
sity (LMU) que fizeram uso do texto em seus cursos e aos professores que se deram ao trabaix 
contatar, por suas palavras de incentivo, críticas, correções e sugestões cuidadosas. Reconlw .m 
pecial é reservado à colega Lily Khadjavi. que forneceu valiosas sugestões- para as duas odiço- - 
Desejamos expressar, ainda, nossa gratidão pelo valioso retorno recebido dos alunos da LA 11 . 
este livro nas versões preliminar e impressa. Por fim, um sincero “muito obrigado aos seguiir 
que contribuíram para a primeira edição do livro: 

Nicolae II. Pavel, Ohio University 
Marcos Jardim, Pennsylvania University 
Ilia A. Binder, Harvard University 

E outro “muito obrigado” aos revisores desta segunda edição: 

Joyat.i Debnath. Winona State University 
Rich Mikula, William Paterson University de Nova Jersey 
Jirn Vance, Wriglit State University 
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Chris Masters, Doane College 
George J. Miei, University of Nevada, Las Vogas 
Jcffrey Lawson, Western Carolina University 
Javad Namazi, Fairleigh Dickinson University 
Irl Bivens, Davidson College 


Por último, gostaríamos de agradecer ao nosso editor, Tini Anderson. 
do departamento de produção, por mais um trabalho benfeito. 


por sua pressão afável, e à equipe 


Solicitação Filial A composição de um texto de matemática, mesmo de tamanho modesto como este, 
envolve a manipulação de milhares de palavras e símbolos. A experiência, nos ensinou que erros de di- 
gitação ou erros verdadeiros parecem ser um inevitável produto colateral do esforço de escrever livros- 
texto. Desculpamo-nos antecipadamente por quaisquer erros que venham a ser encontrados, e solicitamos 
que os mesmos nos sejam informados. Isso pode ser feito por meio da editora. 


Dennis G. Zill 


Patrick D. Shanahan 
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Números Compiexos 
e o Piano Complexo 

índice do Capítulo 

1.1 Números Complexos e Suas Propriedades 

1.2 Plano Complexo 

1 .3 Forma Polar de Números Complexos 

1 .4 Potências e Raízes 

1.5 Conjuntos de Pontos no Plano Complexo 

1 .6 Aplicações 

Questionário de Revisão do Capítulo 1 

introdução Em cursos básicos, o aluno toma conhecimen- 
to da existência de números complexos e de algumas de 
suas propriedades. Contudo, nos cursos de cálculo é muito 
provável que nada veja de números complexos. Neste texto 
estudamos apenas números complexos e o cálculo de fun- 
ções de uma variável complexa. 

Iniciamos com uma análise abrangente da aritmética e 
da álgebra de números complexos. 



Superfície de Rierríann para arg(z). Veja 
Capítulo 2 , Figura 2.4.19. 
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1.1 Números Complexos e Suas Propriedades 

Ninguém inventou os “números complexos", mas no século XVI já havia controvérsias a respeito da 
utilidade desses números. Na tentativa de resolver equações polinomiais por meio de fórmulas que en- 
volviam radicais, os pioneiros da matemática foram forçados a. admitir a existência de outros tipos de 
números, além dos inteir os positiv os. Eq uações co mo x 2 — 2x +2 = 0 e :t? = 6./: + 4, que tinham como 
“soluções' 1 + x/— T e \j'2 + \Z— 5 + \/2 — \/— ^ , causavam particular aflição à comunidade de inex- 
perientes estudiosos, pois todos sabiam que não existiam números corno >/— T e y/—2, números cujo 
quadrado é negativo. Estes “números" existem apenas na imaginação das pessoas ou, como disse um 
filósofo, “o imaginário, (este) favorito do misticismo complexo". 1 Ao longo do tempo, “números imagi- 
nários" não desapareceram, principalmente porque os matemáticos são obstinados e alguns chegam a. 
ser práticos. Um famoso matemático defendia que embora “existam ern nossa imaginação... nada nos 
impede... de usá-los em cálculos". 2 Os matemáticos também detestam descartar alguma coisa. Afinal, 
havia ainda uma lembrança de que números negativos foram, de início, taxados como “fictícios". O 
conceito de número evoluiu ao longo dos séculos; de forma gradual, o conjunto dos números deixou 
de conter apenas inteiros positivos e passou a incluir números racionais, negativos e irracionais. Con- 
tudo, no século XVIII o conceito de número deu um gigantesco passo à frente quando o matemático 
alemão Cari Friedrieli Gauss deu aos assim chamados números imaginários ou números complexos. 
como passavam a ser denominados um formato lógico e consistente, tratando-os como uma extensão 
do sistema de números reais. 

Nosso objetivo nesta primeira seção 6 discutir algumas definições básicas e a aritmética de números 
complexos. 


A Unidade Imaginária Mesmo após ganhar larga respeitabilidade, por meio do trabalho seminal 
de Cari Fricdrich Gauss e do matemático francês Augustin Louis Gauchy, a desafortunada, denominação 
“imaginário” sobreviveu através dos séculos. O símbolo i foi originalmente empregado como um disfarce 
para o embaraçoso símbolo %/— 1. Hoje. dizemos que i c a unidade imaginária, definida pela propriedade 
1. Com o uso da unidade imaginária construímos um número complexo genérico a partir de dois 
números reais. 


Definição 1.1.1 Número Complexo 

Um número complexo é qualquer número da forma n- — ib , onde ae b são números reais e i. a uni- 
dade imaginária. 


t parte 
; í rí i J de 
\U. é í.i 
!.)/. 


Terminologia As notações a + ib e a + bi são usadas indiscriminadamente. O número real a em 
z = a + ib é chamado parte real de z: o número real b é chamado parte imaginária de z. As partes 
real e imaginária de um número complexo z são abreviadas por Ue( :) e Inn :), respectivamente. Por 
exemplo, sc z = 4 9 L então Re(z) = 4 e Im(z) = -9. O produto de uma constante real pela unida- 

de imaginária é chamado de um número imaginário puro. Por exemplo, z — 6£.é um número imaginário 
puro. Dois números complexos são iguais se suas correspondentes partes reais e imaginárias forem iguais. 
Como este conceito é útil, formalizamos a última asserção na próxima definição. 


Definição 1 .1 .2 Igualdade 

Os números complexos Zj = a, + ib, e q. = a 2 + ib 2 são iguais, z, = z>, st 1 e 


'Os autores citam Eugcn Dülirin (1833 1921). controverso filósofo, economista, jurista e cientista político aleinao. Em 188 í . em sua 
obra Kritische Gtsehuhte der allgemcinen Prinzipien der Mechanik [História C 'rítica dos Princípios l ni versais da Mecânica] criticou 


os matemáticos pelo uso <le números imaginários. (N.T.) 

-Lconard Euler (1707 1783). em Elementos de Álgebra. O suíço Euler foi um dos mais influentes e prolíficos matemáticos dc todos 
os tempos. (N.T.) 
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Em termos dos símbolos Rc(^) e Im(z), a Definição 1 . 1.2 estabelece que z x — z 2 se Re(^ 1 ) = Re(^) e 
Im(^) = 1111 ( 22 ). 

A totalidade de números complexos ou o conjunto de números complexos é, em geral, denotado pelo 
símbolo C. Como qualquer' número real a pode ser escrito como 2 = a 4 Oi, observamos que o conjunto 
de números reais R é um subconjunto de C. 


Operações Aritméticas Números complexos podem ser somados, subtraídos, multiplicados e dividi- 
dos. Se 2, — rzj 4 ib 1 e z^ — a 2 4 ib 2 , essas operações são definidas da seguinte forma: 

Adição : z\ Z2 — (0,1 4 ib \ ) -1- ( a 2 4 zò 2 ) = (ai 4 0-2) 4 i{b\ 4 62) 

Subtração: 21—22 = (a 1 4 - ib\) — (a-2 4 zò 2 ) = («1 — a-2) 4 i(b\ — 62) 

Multiplicação: zi • zo — (ai 4 dq )(a 2 4 (b 2 ) 

= aia 2 — bib 2 4 z(ãia 2 4 aií> 2 ) 

zi a 1 4 iãi , 7 / n 

Divisão: — = — , a 2 4 ü, ou b 2 4 d 

2 2 a 2 4 z»2 

aia 2 4 b\b 2 .feia? — a\b 2 

= «2 + 62 +i al + ò| 

As familiares leis comutativa, associativa e distributiva são válidas para números complexos: 


Leis comutativas: 


Le is associai i 1 ■ as : 


2 i 4 22 = 2 2 4 


2i2 2 = 2 2 Z\ 


z\ 4 (22 4 23 ) — (21 4 z 2 ) 4 23 


21(2223) — (2122)23 
Lei distributiva : 21 (22 4 23 ) = 21 22 4 2123 


Com estas leis não há necessidade de memorizar as definições de adição, subtração e multiplicação. 


Adição , Subtração e Multiplicação 


(*) 

(?:•?:) 


Para somar (subtrair) dois números complexos . òasía somar (subtrair) as correspondentes partes 
reais e imaginárias. 

Para multiplicar dois números complexos . basta usar a lei distributiva, t o fato de. que r — — 1. 


A definição de divisão exige um pouco mais de elaboração, de modo que adiaremos um pouco a discussão 
detalhada desta operação. 


EXEMPLO 1 Adição e Multiplicação 

Se 2, = 2 4 4 i e z 2 = - 3 4 Si, determinemos (a) 2 , 4 2 2 e (b ) z l z 2 . 

Solução (a) Somando as partes reais e imaginárias, a adição dos números complexos z x e 2 > c 

Z! 4 22 = (2 4 Ai) 4 (-3 4 Si) = (2 - 3) 4 (4 4 8 )i = -1 4 12i 

(b) Pela lei distributiva, e corno r = 1, o produto de 2, e z, é 

Z\Z 2 = (2 4 Ai) (—3 4 8 z) = (2 4 Ai) (—3) 4 (2 4 Ai) (Si) 

= -6 - 12z 4 16z 4 32z 2 
= (—6 - 32) 4 (16 - 12)z = -38 4 Ai- 

□ 
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/(VO f Unidade No sistema de números complexos o zero é o número 0 + 0/ e a unidade, 1 + üz. O 
zero e a unidade são denotados por Gel, respectivamente. O zero é a identidade aditiva do sistema de 
números complexos, pois para qualquer número complexo z = a + ib temos 2+0 = 2 . Para comprovar 
isso. usemos a definição de adição: 

2 + 0 = (a + ib) + (0 + 0/i) = a + 0 + i(b + 0 ) = a + ib = 2 . 

De modo similar, a unidade é a identidade multiplicativa do sistema de números complexos, pois para 
qualquer número complexo 2 temos 2 • 1 = 2 ■ (1 + 0 z) = 2 . 

Conjugado Se 2 for um número complexo, o número obtido pela mudança do sinal de sua parte ima- 
ginária é chamado de complexo conjugado, ou simplesmente conjugado, de 2 , e 6 denotado pelo símbolo 
2 . :1 Em outras palavras, se a 4 +, seu conjugado é 2 <1 ib. Por exemplo, se 2 = 6 + 3«, então 2 = 

6 - 3/: se 2 = -5 - i, então 2 = -5 + i. Se 2 for um número real, digamos, 2=7, então 2 = 7. A partir 
das definições de adição c subtração de números complexos mostramos prontamente que o conjugado do 
uma soma ou de uma diferença de dois números complexos é a soma ou a diferença dos conjugados, res- 
pectivamente: 


2'i +22 — 2i + 22, Z\ — 22 — 2 \ — 22- 

Além disso, temos as três propriedades adicionais: 


U~2 — 21+2, 


2 1 
^2 


21 

22 


(i) 


( 2 ) 


Obviamente, o conjugado de qualquer soma (produto) finita(o) de números complexos é a soma (produ- 
to) dos conjugados. 

As definições de adição e de multiplicação mostram que a soma c o produto de um número complexo 
2 c seu conjugado 2 são números reais: 


(a + ib) + (a — ib) — 2a 

(3) 

(a + ib)(a — ib) — a 2 — i 2 b 2 — a 2 + b 2 . 

(4) 


A diferença entre um número complexo ze seu conjugado 2 é um número imaginário puro: 

2 — 2 — (a + ib) — (a — ib) = 2 ib. 

Como a = Re( 2 ) e b = Im(z), (3) e (5) fornecem duas fórmulas úteis: 

+ 2 


Re(2) = 


1111 ( 2 ) 


(5) 


(fi) 


2 ' ' 2i 

Contudo, (4) é a relação importante nesta discussão, pois permite uma abordagem prática para a divi- 


são. 


Divisão 

Paru dividir z } por z,. multiplicamos o numerador e o denominador de z l /z 2 pelo conjugado de z,. 
Ou seja. 

Zp _ 24 £2 Z\ Zo 

22 22 Z‘2 2o 22 

e usamos 0 fato de que z.,z 2 é a soma dos quadrados das partes ■ real e imaginária de 2 ,. 

O procedimento descrito em (7) é ilustrado 110 próximo exemplo. 


A nota+u) z é igualmentc utilizada para represeuiar o complexo conjugado do z. (N.T.) 
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ÍAíAlPbO 2 Divisão 

Para 2 , — 2 — 3?" e — 4 + 6?, calculemos z Y j z 2 . 

Solução Multiplicamos numerador e denominador pelo conjugado z — 4 6/ c. a seguir, usamos (4): 


z 1 _ 2 -3i 2 - Si 4-6 i 8 - 12? - 12? + 18?: 2 -10 - 24? 

Z‘2 ~ 4 + 6? _ 4 + 6? 4 - 6? “ 4 2 + 6 2 “ 52~ 


Como desejamos uma resposta na forma a + 6?, reescrevemos o último resultado dividindo as partes real 
c imaginária do numerador 10 24 i por 52 e simplificamos as frações: 


11 


10 

52 


24 

52 


5 


6 




26 13 


•?• 


□ 


Inversos No sistema de números complexos, todo número z tem um único inverso aditivo. Como no 
sistema de números reais, o inverso aditivo de z= a + ib é seu negativo z, onde z = a bi. Para qual- 
quer número complexo 2 . temos 2 + ( 2 ) — 0. De modo similar, todo número complexo não nulo 2 tem 
um inverso multiplicativo. Em símbolos, para 2 ^ 0 existe um e somente um número complexo não nulo 
2 1 tal que 22 1 = 1. O inverso multiplicativo 2 1 é o mesmo que o recíproco 1 / 2 . 


EXEMPLO 3 Recíproco 

Determinemos o recíproco de 2=2 3?. 

Solução Usando a definição de divisão, obtemos 


1 


1 2 + 3? 2 + 3? 2 + 3 i 


2 -Si 2-3 i 2 + 3 i 4 + 9 


13 


Ou seja, 


1 , 2 3 . 

- - £ 1 = — + — i- 


13 13 

Vale a pena gastar alguns segundos e efetuar a multiplicação 

zz-' = ( 2-3*) + + +) 


= 1 


□ 


Observações 


Comparação com Análise Real 


(?) Várias das propriedades do sistema de números reais R. permanecem válidas 110 sistema de nú- 
meros complexos C, mas liá algumas diferenças notáveis. Por exemplo, o conceito de ordem, do 
sistema de números reais não se aplica ao sistema de números complexos. Em outras palavras, 
não podemos comparar dois números complexos z { = a x + ib u b x ^ 0 , c + — a 2 + ib 2 . b 2 ^ 0 , 
por meio de desigualdades. Asserções corno 2 , + ou 2 > > 2 , não tem qualquer significado em 

C. exceto nos casos especiais em que z 1 e z 2 forem números reais. O Problema 55 do Conjunto 
de Exercícios 1.1 trata disso. Portanto, em uma asserção do tipo 2 t = n ;,. o 0 fica implícito 
da desigualdade a 0 que o símbolo a representa um número real. 

( ii) Algumas coisas que sabemos ser impossíveis 11 a análise real. como e" — -2 e sen x - 5, quando 
x é uma variável real. são perfeitamente corretas e corriqueiras na análise complexa, quando o 
símbolo x é interpretado como uma variável complexa, como discutido no Exemplo 3 da Seção 
4.1 e no Exemplo 2 da Seção 4.3. 

Continuaremos a ressaltar outras diferenças entre as análises real e complexa ao longo do restante 
do texto. 




6 


Capítulo Um 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 1.1 (Veja Soluções dc Problemas Selecionados de Ordem Impa-. 

1. Determine as seguintes potências de i 
(a)-/ 8 (b)i u 


r ao 


w> 




105 




2. Escreva o número dado na forma a + ib. 


(a) 2i 3 - 3i 2 + 5 i 

(b) 3 i 5 - i 4 + 7 i 3 - 10z 2 - 9 

, , 5 2 20 

< c > i + JS - jls 

(d) 2 i 6 + í — — 12 i 


Nos Problemas 3 20, escreva o número dado na forma a + ib. 


3. (5 - 90 + (2 - 40 

4. 

5. i(5 + 70 

6. 

7. (2-30(4 + 0 

8. 

9. 3i + 

2 — i 

10. 

n. 2 ~ 4i 

3 + 5 i 

12. 

13 (3-i)(2 + 3i) 

1 + i 

14. 

(5 - 40 - (3 + 70 
(4 + 20 + (2 — 30 

16. 

17. *(1-0(2-0(2 + 60 

18. 

19. (3 + 60 + (4 - 0(3 + 50 + 

V. — 7 . 

20. 


1 +i 

10 - 5 i 
6 + 2 i 

(1 + 0(1 -2») 
(2 + i)(4 - 30 

(4 + 50 + 2?: :i 


(2 + O 2 


2 — i 
1 + 2z 


Nos Problemas 21-24. use o teorema binomial* 


(A + B) n = A n + ^A n ~ l B + + . . . 

+ n(n ~ l)(n - 2) • • ■ (n - A: + 1) ^n-k B k f 
k\ 

onde n = 1, 2, 3, ..., para escrever o número dado na forma a + ib. 


+ B n , 


(2 + 30 2 

22. (l-ii) 

(-2 + 20 5 

24. (l + i) s 


Nos Problemas 25 e 26, determine Ro(0 e lm(0- 


25. 2 = 


1 


26. 2 = 


1 


.3 -ij \2 + 3 ij (1 + 0(1-20(1+30 

Nos Problemas 27 30, z = x + iy. Expresse a quantidade dada em termos de x e y. 


28. R.e(z 2 ) 

30. Im (z 2 + z' 2 ) 


27. Re(l/z) 

29. Im(2z + 4 z — 40 

Nos Problemas 31-34, z — x + iy. Expresse a quantidade dada em termos dos símbolos Re(0 e lm(0 


31. R.e(Í2:) 

32. Im (iz) 

33. Im((l + 0<0 

34. Re( 2 2 ) 


! Os coeficientes das expansões (.4 + fí)-. (.4 + U) A etc. podem ser obtidos com o uso do triângulo de Pascal. 


final do 
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Nos Problemas 35 e 36, mostre que os números indicados satisfazem a equação dada. Em cada caso, explique por que 
soluções adicionais podem ser encontradas. 

/2 /Õ 

35. z 1 +i — 0, z\ — — + — i. Determine uma solução adicional, Z 2 . 

36. z l = —4; z\ — 1 + i, Z 2 = —1 + i. Determine duas soluções adicionais, zi e z\. 

Nos Problemas 37 42, use a Definição 1.1.2 para resolver cada equação para z = a + ib. 

37. 2z = i( 2 + 9i) 38. 2 - 2z + 7 - 6i = 0 


39. z 2 = i 
41. z + 2z = 


2 — i 


40. z = 4z 

z 


42. 


= 3 + 4 i 


1 + 3?: 1 + 2 

Nos Problemas 43 e 44. resolva o dado sistema de equações para 2 , e z,. 
43. izi - ÍZ 2 = 2+ 10 ; 44. izi + (1 + i)z 2 = 1+2 i 

—Zi + (1 — i)z 2 ~= 3 — 5 i (2 — i)z\ + 2iz 2 = 4 i 


Foco em Conceitos 


45. O que pode ser dito sobre o número complexo 2 , se 2 = 2 ? E se (z) 2 — ( 2 )-? 

46 . Pense em uma solução alternativa para o Problema 24. Então, sem efetuar muitas contas, determine o valor de 
(1 + í) 5404 . 

47. Para um inteiro não negativo n, i n pode ter um de quatro valores: 1 . i. -1 e i. Em cada um dos quatro casos 
seguintes, expresse o expoente inteiro n em termos do símbolo k. onde k = 0, 1. 2. 3. ... 

(a) i a = 1 (b) T = i 

(c) i n = -1 (d)i n = -i- 

48. Existe uma alternativa ao procedimento dado cm (v ). Por exemplo, o quociente (5 -I 6/)/(l + i) deve sei expics- 
so 11a forma a + ib: 


5 + 6'i 
1 + i 


= a + ib. 


Logo, 5 + 6i = (1 + i)(a + ib). Use este resultado e a Definição 1.1.2 para determinar o quociente dado. Use 
este método para determinar o recíproco de 3 4i 

49. Admita, por um momento, que y/l + i tem algum significado no sistema de números complexos. Como você de- 
monsuaria a validade da igualdade 


Vi + * = \J è + 


50. Suponha que z x e z 2 sejam números complexos. O que pode ser dito de z, e z> se z x z, — 0? 

51. Suponha que o produto z x z^ de dois números complexos seja uma constante real não nula. Mostre que z, = kz x , 
onde k é um número real. 

52. Sem efetuar muitos cálculos, explique por que um resultado imediato de (2) e de (3) é 2 , 2 ., + z x z 2 = 2Re(z,z._,). 

53. Matemáticos gostam de provar que certas “coisas' em um sistema matemático são únicas. Por exemplo, a prova 
dc uma proposição como “A unidade 110 sistema de números complexos é única" em geral se inicia com a hipó- 
tese cie que existem duas unidades diferentes digamos, /, e 1, e prossegue com a demonstração de que esta 
hipótese leva a alguma contradição. Dê uma contradição, caso se admita que existem duas unidades diferentes. 

54. Siga o procedimento indicado no Problema 53 para provar a proposição "O zero no sistema de números comple- 
xos é único”. 

55. Um sistema de números é definido como um sistema ordenado se contiver um subconjunto P com as seguintes 
propriedades: 

Primeira, para Qualquer número não nulo x no sistema, x ou x (apenas um deles) está em 1 . 

Segunda, se x e y forem números em P. então xy e x 4 y estão em P. 
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\o sistema de números reais, o conjunto P 6 o conjunto de números positivos. No sistema de números reais, di- 
zemos que x é maior que y. denotado por x y. se e somente se x - y estiver cm P. Discuta por que uao existe 
um tal conjunto P no sistema dc números complexos. [Sugestão: considere i e i] 


1.2 Plano Complexo 

Um número complexo z = x + iy é determinado dc forma única por um par ordenado de números reais 
y). A primeira o a segunda entradas do par ordenado correspondem às partes real c imaginái ia do 
número complexo, respectivamente. Por exemplo, o par ordenado (2, 3) conesponde ao númeio c om- 
plexo z — 2 3 i Reciprocamente, z — 2 3 i determina o par ordenado (2, 3). Os números 7. i e -oi 
são equivalentes a (7. 0), (0. 1) e (0. 5). respectivamente. Dessa forma, podemos associar um número 
complexo ao ponto em uni plano coordenado. 


eixo imaginário 


= x + iy ou 
A ,V) 



Plano Complexo Devido à correspondência entre um número complexo z— a + 
ib e um e somente um ponto (x, y) em um plano coordenado, podemos usar os termos 
número complexo e ponto de forma indiscriminada. O plano coordenado ilustrado na 
Figura 1.2.1 é chamado de plano complexo ou, simplesmente, plano 2 . O eixo hori- 
zontal ou eixo x c chamado eixo real. pois cada ponto neste eixo é urn número real. O 
eixo vertical ou eixo y é chamado de eixo imaginário, pois cada ponto neste eixo é um 
número imaginário puro. 


eixo rea! 


Figura 1.2.1 Piano z 


:-x + iy 

m 

À 

/ 


/ 


Vetores Em outros cursos o aluno, sem dúvida, viu que os números em um pai 01 
denado de números reais podem ser interpretados como as componentes de um vetor. 
Assim, um número complexo z — x -t -iy também pode ser visto como um vetor de posição bidi- 
mensional, ou soja. um vetor cujo ponto inicial é a origem do sistema de eixos e cuja extremidade 
c o ponto (x, y), como indicado na Figura 1.2.2. Esta interpretação vetorial nos leva a definir o 
comprimento do vetor z como a distância y/x 2 + y 2 da origem ao ponto (x. y). Este compiimento 
recebe uma denominação especial. 

Definição 1.2.1 Módulo 


Figura 1 .2.2 z como 
um vetor dc posição 


O módulo de um número complexo z = x -f iy é 0 número real 


kl = s/x 2 í- y 2 ' 


(i) 


O módulo k| de um número complexo z também é chamado de valor absoluto de 
mos, de forma indiscriminada, os termos módulo e valor absoluto. 


Neste livro usare- 


EXEút p LO i Módulo de um Número Complexo 

Se z = 2 — 3i então de (1) determinamos que o modulo do número deve ser kl = \f^~ A (—3)- = \/Í3. Se 
z = -9i, (1) fornece |— 9i| = / (— 9) 2 = 9. ^ 

Propriedades Para qualquer número complexo z = x + iy recordemos de (4), da Seção 1.1, que 0 pro- 
duto zz é um número real; de modo mais específico, zz é a soma dos quadrados das partes ieal e imagi- 
nária de 2 : 22 = :P + -jf. Uma inspeção de (1) nos mostra que | z\~ = x a + tf . Essas relações 

3 kl = /rã (2) 


— 4 - 


merecem ser memorizadas. O módulo de um número complexo 2 tem as seguintes propriedades adicio- 


nais: 
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Zi I 

21 1 

\Z\ Z‘2 j — 1-1 1 

c 

Z‘2 1 

--2 



Notemos que quando z { — z 2 — 2 , a primeira propriedade em (3) mostra que 



(4) 



(a) Adição de vetores 


y 



(b) Subtração de vetores 
n- * .2.3 Xdição e subtração de 


A propriedade \z l z 2 j = \ z x \ \z 2 \ pode ser provada com o uso de (2) e é deixada como um 
exercício (Problema 49 do Conjunto de Exercícios 1.2). 

Distância, de novo A adição dos números complexos z x — x { y { e z 2 — x 2 + y. 2 
dada na Seção 1.1, ao ser posta em termos de pares ordenados, 

(zi , y i ) + (&'2, 1J2 ) = (xi + .x'2, y i + 2/2 ) 

recai na definição da adição de vetores em termos de componentes. A interpretação ve- 
torial da soma z x + z, é o vetor mostrado na Figura 1.2.3(a) como a diagonal principal 
dc' um paralelogramo cujo ponto inicial 6 a origem e a extremidade, o ponto ( x x + x 2 . 
y 1 d- y 2 ). A diferença z ] - z 2 pode ser desenhada com início em z i e extremidade em z 2 
ou como o vetor posição com início na origem e extremidade no ponto (.q x 2 . y { y. 2 ). 

como na Figura 1.2.3(b). No caso z = z x z 2 , segue de (1) o da Figura 1.2.3(b) que a 
distância entre dois pontos 2 , = x x + iy } c z 2 = x 2 + iy 2 no plano complexo 6 igual à 
distância entre a origem e o ponto (r, x>, y l y. 2 )\ ou seja, \z\ = \z x zj = |(.q x 2 ) + 

KV\ ~ tól ou 

\Z2 ~ -li = \/{x2 ~ a ; i ) 2 : I/C • (5) 

Quando z x = 0, vemos mais uma vez que o módulo \z 2 \ representa a distância entre a 
origem e o ponto Z 2 . 


KXEMPiO 2 Conjmito de Pontos 110 Plano Complexo 

Descrevamos o conjunto de pontos 2110 plano complexo que satisfazem \z\ = \z i\ . 

Solução Podemos interpretar a equação dada como uma igualdade de distâncias: a distância de um pon- 
to zà origem é igual à distância de 2 ao ponto i. Geometricamente, da Figura 1.2.4, parece plausível que 
o conjunto de pontos 2 esteja em uma reta horizontal. Para determinar isso analiticamente 
usamos (1) e (5) para escrever \z\ = 1 2 - i\ como 


z-il 


I z I 


y/x 2 -h y 2 = y/x 2 + (y — l) 2 
x 2 + y 2 =x 2 + {y-l) 2 
+ y~ — x 2 + y 2 — 2 y -(- 1. 


x 


ra 2.4 Reta horizontal 
jnto de pontos 
2 m |z| = |z - /j 


A última equação fornece y = Como a igualdade é válida para x arbitrário, y = 4 é a equa- 
ção da reta horizontal colorida mostrada 11 a Figura 1.2.4. Números complexos que satisfazem 




zj podem, portanto, ser escritos como 


x 4- (■ 




Desigualdades Nas Observações 110 fim da seção anterior ressaltamos que no sistema de números com- 
plexos não é possível definir qualquer relação de ordem. Contudo, como \z\ é um número real, podemos 
comparar os valores absolutos de dois números complexos. Por exemplo, se 2 , = 3 + 4z e z 2 - - 5 z, 
então | z\ | = %/25 = 5 e 1 22 1 - \/26; por conseguinte, | 2 ,| \z 2 \. Devido a (1), uma interpretação geo- 
métrica desta desigualdade é simples: o ponto (3, 4) é mais próximo da origem que o ponto (5, 1). 

Consideremos, agora, o triângulo ilustrado na Figura 1.2.5, com vértices na origem, em 2 , e em 
2 , + Z). Sabemos, da geometria, que o comprimento do lado do triângulo correspondente ao vetor 
2 , + 2 ; não pode ser maior que a soma dos outros dois lados. Em símbolos, podemos expressar esta 
observação pela desigualdade 

i 

4 + x ■ ■ q| í -2 1- 


(6) 
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C) resultado em (6) é conhecido como desigualdade triangular. Da identidade z, = z l + z 2 4- ( z 2 ). 
(6) fornece 

|zi| = \zi + z 2 4- ( — 22)1 < \z\ + 22 1 + I — 22 1. 


Figura 1.2.5 Triângulo equação anterior para | z l 4- z 2 1 obtemos outra desigualdade importante: 
com lados vetoriais , 


— \zo\ < 2 1 + 


( 7 ) 


Dl I 

No entanto, como z l + ^ = 2> 4- z u (7) pode ser escrita na forma alternativa | z 1 4- z 2 \ = | ^ 4- z x \ > 
\z,\ - |zj = -{\z x \ a combinação deste resultado com (7) fornece: 

| \Z[\ - M | < l-L + 22 1. (8) 

Substituindo z 2 por (6) também implica que |z, + (-2>)| < \z l \ + |( z 2 ) | = \z x \ 4- \z 2 \. Este resultado 
c o mesmo que 

|2i - 2 2 1 < \Z\\ + |Z 2 |. (9) 

A partir de (8) com a substituição de z 2 por z 2l também encontramos 

| | Z\ | - j Z-2 1 | < \Z\ ~ Z‘2 1. (10) 

Para finalizar, ressaltamos que a desigualdade triangular (6) se aplica a qualquer soma finita de números 
complexos: 

\z\ 4- Z 2 + Z ‘3 4- • • • 4- z n \ < \z \ | 4" |^ 2 1 4- | - 2 ^ 3 1 4“ ‘ * 4- \z n \. (11) 

As desigualdades (6), (8) e (10) se mostrarão importantes quando trabalharmos com integrais nos ( apí- 
tulos 5 e 6. 


EXEMPLO 3 Limitante Superior 

Determinemos um limitante superior para 


-1 


z 4 + 3z 2 4- 2 


, quando \z\ = 2. 


Solução Pelo segundo resultado em (3), o valor absoluto de um quociente é o quociente dos valores abso- 
lutos. Portanto, com | 1| = 1, desejamos determinar um número real positivo M tal que 


|z 4 4- 3z 2 -f 2| 


< M. 


Para garantir isto, necessitamos do menor denominador possível. Como t' 4- 3zr 4- 2 — (z 4- -4 2). 

podemos usar o primeiro resultado cm (3) em conjunto com (8) para escrever 


|z 4 4- 3z 2 4- 2 

Usando \z 2 \ = 2, (12) fornece 

|z 4 + 3z 2 4- 2l > 


ji 


4~ 1 


- 1 


4- 2 1 > \ \z 2 — 1 


Por conseguinte, para \ zo\ — 2, temos 


-1 


z 4 4- 3z 2 + 2 


-2\ = \\z\ 2 - 1 

= | 4 - 1 |-| 4 - 2 | 
= 6 . 


1 

< 


z! 2 - 2 


D 4- 3z 2 4- 2| 6 


( 12 ) 


Mi 


•M 


Vimos que a desigualdade triangular |z, + z,| < |z,| + \h\ indica que o comprimento do vetor z, + 
z, não pode exceder a soma dos comprimentos dos vetores individuais z, e z>. Os resultados em (3 
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são interessantes. O produto z,z 2 e o quociente zj % (% ^ d) são números complexos e são vetores no 
plano complexo. As igualdades \z 1 z 2 \ = |^!|^ 2 ! e \ z \/h\ — kil/l^! indicam que os comprimentos dos 
vetores z,z 3 e zj z 2 são exatamente iguais ao produto dos comprimentos e ao quociente dos compri- 
mentos, re.spectivainente. dos vetores individuais Zj e z 2 . 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 1 .2 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao fmal do livro). 
Nos Problemas 1-4. interprete z } e z, como vetores. Desenhe z í , z 2 , as somas e diferenças indicadas como vetores. 


1. z\ = 4 + 2 i, Z 2 = —2 + 5 z; z-[ -|- z 2 , z\ — z 2 

2» 4} — 1 Z, Z2 — 1 I Z, a>] I ^2] | *2 

3. z-i — 5 -+- 4z, Z 2 — — 3z; 3zi + 5z 2 , zi — 2z 2 

4. zi = 4 - 3 z, z 2 = -2 + 3z; 2si + 4z 2 , zi - s 2 

5. Dado que z 1 — 5 2 z e z 2 = -1 z, determine um vetor ^ na mesma direção de z, -f z,, mas quatro vezes mais 

longo. 

6. (a) Posicione os pontos z, — -2 - 8z, z 2 = 3z, z, = -6 5/ no plano complexo. 

(b) Os pontos na parte (a) determinam um triângulo com vértices em z n z 2 e z 3 , respectivamente. Expresse cada 

lado do triângulo como uma diferença de vetores. 

7. No Problema 6. determine se os pontos z 1 . z 2 e z 3 são vértices de um triângulo retângulo. 

8. Os três pontos z 1 = 1 + 5 z, z 2 = -4 i, z 3 = 3 4- i são vértices de um triângulo. Determine o comprimento da 
mediana de z l ao lado z 3 z 2 . 

Nos Problemas 9-12. determine o módulo do número complexo dado. 

9. (1-z) 2 10. z(2-z) -4(1+ \i) 


11 . 


2 i 

3 — Ai 


12 . 


1-2 i 2-z 

1 - 1-2 1 — 2 


Nos Problemas 13 e 14, escreva z = x + iy. Expresse a quantidade especificada em termos de x e de y. 

13. |z-l-3z| 2 14. \z + 5z\ 

Nos Problemas 15 e 16, determine qual dos dois números complexos dados está mais próximo da origem. Qual está 
mais próximo de 1 + z? 

15. 10 + 8z\ 11 — 6z 16. | — |z, | + Iz 

Nos Problemas 1 7-26. descreva o conjunto de pontos z no plano complexo que satisfazem a equação dada. 


17. 

Rc((l + i)z — 1) = 0 

18. 

flm(zz)] 2 = 2 

19. 

\z-i\ = \z- 1| 

20. 

z = z 

.-1 

21. 

Im(z 2 ) = 2 

22. 

Re(z : 

2 ) = | v/3 — i| 

23. 

\z-l\ = 1 

24. 

\z — 1 

:| = 2 |z - 1| 

25. 

\z-2\= Re(z) 

26. 

I z\ = 

Rc(z) 


Nos Problemas 27 e 28. comprove as desigualdades simultâneas dadas. 

27. Se \z\ = 2, então 8 < \z + 6 + 8z[ < 12. 

28. Se \z\ — 1, então 2 < \z 2 - 3| <4. 

29. Determine um limitante superior para o modulo de 3zr -b 2z + 1 , quando \z\ < 1 . 

30. Determine limitantes superior e inferior para o recíproco do modulo de Z 1 5 zr + 6. quando \z\ = 2. \ Sugestão: 

r* 52? + 6 = (z 2 - 3) (2 a - 2).] 

Nos Problemas 31 e 32, determine um número 2 que satisfaça a equação dada. 

31. \z\ — z — 2 + 2 32. \z\~ + 1 + 12z = 6z 


33. (a) Posicione o par de pontos 2 — a + ib e 2 = a ib no plano complexo, com a 0, b 0: a 0, b 0: a 

0, b > 0; a < ü. b < 0. 

(b) Em geral, como você descreveria, geometricamente, a relação entre um número complexo z = a + ib e .se 
conjugado 2 = a ib ? 

(c) Descreva, geometricamente, a relação entre 2 = a 4- ib e z x = a 4- ib. 

34. Como você descreveria, geometricamente, a relação entre um número complexo não nulo 2 = a + ib 0 seu 

(a) negativo, 2 ? 

(b) inverso. 2 '? [Sugestão: reveja o Problema 33 e escreva 2 1 = 2 /I 2 I 2 .] 

35. Considere os números complexos z 1 = 4 + d z, = -2 + i. z A = 2 2i. 2 4 = 3 5 i. 

(a) Use quatro desenhos distintos para posicionar os quatro pares de pontos z l , zãp z 2 . iz 2 : 2 V( , iz{, 2 ,. iz A no piam 
complexo. 

(b) Em geral, como você descreveria, geometricamente, o efeito de multiplicar um número complexo 2 — x 4- 
por /? E por /? 

36. Qual é o único número complexo com módulo 0? 

37. Em que circunstâncias \z x 4- z 2 \ — \z x \ 4- \z 2 \? 

38. Usando a variável complexa 2 , determine uma equação de um círculo no plano complexo, de raio 5 c centrar.- 

em 3 6/’. [Sugestão: use (5).] 

39. Descreva o conjunto de pontos 2 110 plano complexo que satisfazem 2 = cos 9 4- isen 6. sendo 0 medido em in- 
dianos, a. partir do eixo x positivo. 

40. Usando a variável complexa 2 , determine uma equação de uma elipse no plano complexo, com focos nos pont< - 

2 4- i e 2 4- i c eixo principal com 8 unidades de comprimento. 

41. Considere 2 = x 4- iy- Em (6) da Seção 1.1. vimos que x e y podem ser expressos em termos de 2 e de 2 . Use es- 
ses resultados para expressar as seguintes equações cartesianas na forma complexa: 

(a) x = 3 (b) y = 10 

(c) y = x (d) x -f 2 y = 8 

42. Usando notação complexa, determine uma equação paramétrica para o segmento de reta que, no plano complexo, 
une dois números complexos distintos quaisquer z x e 2 _>. 

43. Suponha que 2 l7 2 , e % sejam três pontos distintos no plano complexo e que k seja um número real. Tnterprct- 

2 , 2 , = k(zy 2 j) geometricamente. 

44. Considere z, z,. Interprete H.e(z,z 2 ) = 0 geometricamente em termos de vetores z l e 2 ,. 

45. C onsidere w = z/z. Sem efetuar contas, explique por que pH — 1. 

46. Sem efetuar contas, explique por que as desigualdades jRo( 2 )( < | 2 | e |Im(2)| < I 2 ] são válidas para qualquer nú 
mero complexo 2 . 

47. Mostre que 

(a) |z| = \-z\ (b) \z\ = \z\. 

48. Para quaisquer dois números complexos 2 , e 2 ,, mostre que 

|2l 4 - 2 2 | 2 + \zi - 22 1 2 = 2 (|21 | 2 4 - |2 2 ) 2 ) . 

49. Neste problema, indicaremos a você como começar a prov a da pr imeira propriedade em (3), \z l z 2 \ — | 2 ,| | 2 ,j. D. 

primeiro resultado em (2), podemos escrever — (z x z 2 )(ziZ 2 )- Agora, use a primeira propriedade em (2) 

Seção 1.1 para dar prosseguimento à prova. 

50. Neste problema, guiaremos você cm uma prova analítica da desigualdade triangular (6). 

Como 1 2 , + 2 , | c 1 2 , | 4- 1 2 ) | são números reais positivos, temos que \z x 4- z 2 \ < \z x \ + \z,\ se e somente - 
l-i + 2 >|" < ( 1 2 , | 4- \z 2 \)‘-. Por conseguinte, basta mostrar que 1 2 , 4- 2 , |- < (| 2 ,| 4- \z > |) 2 . 

(a) Explique por que | 4- 2>| 2 = |2,| 2 4- 2Re(2,2 2 ) 4- \z,\~. 

(b) Explique por que (| 2 ,| -I- \z 2 \)' 2 = |2,| 2 4- 2| z x z.,\ 4- |^ 2 | 2 - 

(c) Use as partes (a) e (b) em conjunto com os resultados do Problema 46 para obter (G). 
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1.3 Forma Polar de Números Complexos 

Recordemos do cálculo que um ponto P no plano, de coordenadas retangulares (x. //), também pode 
ser descrito em termos de coordenadas polares. O sistema de coordenadas polares, inventado por Isa- 
ac Nowton, consiste no ponto O. chamado polo ou origem, e na semirreta horizontal orientada com 
extremidade 0, chamada eixo polar. Sc r for uma distância direcionada do polo ao ponto P e 9 , um 
ângulo de inclinação (em radianos) medido do eixo polar ao segmento de reta OP. então P pode ser 
descrito pelo par de coordenadas ( r, 9), chamadas de coordenadas polares de P. A Figura 1.3.1 ilustra 
os conceitos. 


eixo 

polar 

T 2 1.3.1 Coordenadas 

155 


ra 

ke 


I \\ I. 


P(r, 0) Forma Polar Suponhamos, como indicado na Figura 1.3.2, que um sistema de coordenadas 
polares seja superposto ao plano complexo, de modo que o eixo polar coincida com o eixo x 
positivo e o polo O. com a origem. Então, x, y. r e 9 se relacionam por x—r cos 0, y — r sen 
9. Estas equações nos permitem expressar um número complexo não nulo z = x + iy como 
^ z = (r cos 9) + i(r sen 9) ou 

z - r (cos 9 + ? se li 9). (1) 

Dizemos qite (1) é a forma polar ou a representação pokir do número complexo 2 . De novo, da 
Figura 1.3.2. vemos que a coordenada r pode ser interpretada como a distância da origem ao 
ponto (x, y). Em outras palavras, adotaremos a convenção de que r jamais é negativo *, fie 
(r, e) ou (x, y) modo que sempre possamos tomar r como o módulo de 2 . ou seja, r . O ângulo 0 de 

inclinação do vetor 2 , que sempre será medido e.m radianos a partir do eixo real positivo, 
é positivo quando medido 110 sentido trigonométrico e negativo quando medido no sentido 
horário. O ângulo 9 é chamado um argumento de 2 e denotado como 9 ar.u . Um ar- 
gumento 9 dc um número complexo deve satisfazer as equações cos 9 = x/r e seu 9 = y/r. 
Um argumento dc um número complexo 2 não c único, pois cos 9 e sen 9 são funções pe- 
riódicas. de período 2 tt. Em outras palavras, se 9 0 for um argumento de 2 , então, obrigato- 
riamente, os ângulos 9 0 ± 2i r, 9 U ± 4 tt, ... também são argumentos dc 2 . Na prática, usamos 
tan 0 = y/x para determinar 9. No entanto, como tan 9 é periódica, de período devemos 
ser cuidadosos ao usar a última equação. Uma calculadora fornecerá apenas ângulos que 
satisfazem tt/ 2 < tan 1 ( y /x) < tt/2. 011 seja, ângulos 110 primeiro e no quarto quadrantes. Devemos 
escolher 9 dc forma consistente com o quadrante cm que 2 se encontra; isso pode exigir a soma 011 
subtração de tt a tan l (y/x). quando necessário. O seguinte exemplo ilustra como isto c feito. 



1.3.2 Coordenadas 
- no plano complexo 


EXEMPLO 1 Um Número Complexo em Forma Polar 

Expressemos \/3 - i 11 a forma polar. 

Solução Com x = \/3 e y = - i, obtemos 


vum .<• - v - - y - ... i r = |*| = Y (-V3) 2 + (-1) 2 == 2. Como y/x - -l/(-\/3) - 

l/v/3, uma calculadora nos fornece tan 1 (l/v/3) = 7 r/6, que é um ângulo no primeiro quadrante. Contu- 
do, como o ponto \/3 7 está no terceiro quadrante, tomamos a solução de tan 

9 = -l/(-%/3) = 1 /y/S como 9 - arg( 2 ) = 7r/C + 7r = 77 t/G (Figura 1.3.3). De (1), 
a forma polar do número dado é 



-X 


, 7tt . ?7r 

= 2 I cos — + « sen — 


( 2 ) 

□ 


■ra 1.3.3 arg \/3 - 


Argumento Principal O símbolo arg( 2 ) representa um conjunto de valores; 
contudo, um argumento 9 de um número complexo que ocorra no intervalo tt 
9 7 T c chamado de valor principal de arg(z) ou argumento principal de 2 . O argu- 
mento principal dc zé único c representado pelo símbolo Arg( 2 ), ou seja. 


*Eni geral, na descrição polar (?\ 9) dc mn ponto P no plano cartesiano podemos ter r > 0 ou r 0. 
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tf < Arg(z) < 


Por exemplo, se 2 =■ L vemos na Figura 1.3.4 que alguns valores de arg(z) são 7 t/2, ott/2, 3tt/ 2 e assii 
por diante, mas Arg(z) = tt/2. Da mesma forma, vemos na Figura 1.3.5 que o argumento de -V3 i qi 
ocorre no intervalo ( tt. tt], o argumento principal de z, é Arg(z) = tt/G tt = 57r/6. Usando Arg(z), p( 
demos expressar o número complexo em (2) na forma polar alternativa: 


z — 2 


t>7T , 

cos 1 — — ) + 1 sen 


57T 


Em geral, arg(z) e Arg(z) se relacionam por 

arg(z) = Arg(z) + 2n7T, n = 0. ±1, ±2, . . . 


(í 


7T 

Por exemplo, arg(z) = — + 2??.7r. Para as escolhas n = 0 c n = — 1, (3) fornece arg(z) = Arg(z) = tt/2 

jL 1 


arg(z) = 3 tt/ 2, respectivamente. 


Multiplicação o Divisão A forma polar de um número complexo é especialmente útil na multiplic? 
ção e na divisão de números complexos. Consideremos 

z\ = rq (cos 9 1 + i sen G\) e Z 2 — r 2 (cos 9 2 + i sen 9 2 ) , 
quando 9 { e 0. 2 são quaisquer argumentos de z, e de z 2 , respectivamente. Então, 

z\ Z ‘2 = rir 2 [cos 0\ cos O 2 — sen 9 \ sen 9 2 + i (sen 9i cos 9 2 + cos 9\ sen 9 2 )\ (- 

e, para z, ^ 0, 

zi r 1 


— — — [cos 9 1 cos 9 2 + sen 9\ sen 9 2 + i (sen 9\ cos 9 2 — cos 9 l sen Ô 2 )] . 
Z ‘2 r 2 


(l 


Das fórmulas para o cosseno e para o seno da soma e da subtração de arcos,* (4) e (5) podem ser rcc 
cri tas como 


'2 = r \r 2 [cos {9\ 4- 9 2 ) H- -/ sen(0j + 9 2 )j 


« 


e 



— = — [cos (0i — 9 2 ) + ísen(l?i — 9 2 )\. 

Zo ?'• » 


(' 


Uma inspeção das expressões em (6) e (7) e da Figura 1.3.6 mostra que os comprimei 
tos dos dois vetores z ] z 2 e zjz 2 são iguais ao produto dos comprimentos de z, e de z_ 
ao quociente dos comprimentos de z, e de z>, respectivamente, segundo (3) da Seção 1 
Além disso, os argumentos de z x z> e de z x j z 2 são dados por 


,z/x/. / & ) — ) + ^%i-y ; e zgíy —) — arg/jj ) >- 


/i 


Figura 7 .3.6 arg{z^z,) - + Ü 2 


"ros( .4 ± B) = cos A cos B ■+■ sen .4 sen D e sen (A ± B) — sen A cos B ± cos A sen B. 
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EXEMPLO 2 Argumentos de um Produto e de um Quociente 

Acabamos de ver que para z, = i e z, = \/3 i, Arg(jz 1 ) = tt/ 2 e Arg(z,) = 5 tt/ 6. Portanto, os argumen- 
tos do produto e do quociente 

z i z 2 = i{— V3 — i) = 1 \/3 i e — = 

podem ser obtidos de (8): 


__1 y/ã. 

z 2 -y/ã — i 4 4 


71 


arg(2i2 2 ) = ^ + 


57T 


6 


7 r Z 1 \ 7T 

3 6 arg UJ = 2 


Õ7T 


6 


4tt 

T 


Valores adicionais de arg(^,z 2 ) e de arg(z,/z 2 ) podem ser determinados com a adição de múltiplos inteiros 
de 2 t r a tt/ 3 e a 47 t/ 3, respectivamente. □ 

Potências Inteiras de z Podemos calcular potências inteiras de um número complexo z usando os re- 
sultados em (6) e (T). Por exemplo, se z = r(cos 0 4- i sen 6). substituindo z l = z 2 = z em (6), obtemos 

z 2 = r 2 [cos (6 V 6) + i sen (6 4- 0)] = r 2 (cos 26 4- «sen 26) . 

Como £ = zrz , temos 

z 3 — r 3 (cos 36 + i sen 3(9) , 

e assim por diante. Além disso, se tomarmos arg(l) = 0, (7) fornece 


— i 


z ~ = - = - [cos(0 — 6) 4- i sen (0 — 0)] = r 1 [cos (—6) 4- zsen(— (9)] . 

Z 1 

Prosseguindo desse modo. obtemos uma fórmula para a. n ésima potência de z, para qualquer inteiro n: 

z n = r n (cos n& 4- i sen n0). (9) 

(guando n = 0, temos o familiar resultado zP = 1. 


E (EATPLO 3 Potência de um Número Complexo 

Calculemos z\ com z = -y/ã - i. 

Solução Em (2) do Exemplo 1, vimos que uma forma polar do número dado c z= 2[cos(7tt/6) 4- iscn(77r/6)]. 
Usando (9) com r = 2, 6 = 7tt/G e n = 3, obtemos 

(-s/ã-i)'* = 2 3 

pois cos(7tt/2) = 0e sen(77r/2) = — 1. □ 


/ o 7?r 1 , • ( o 7?r 

cos 1 3 — 1 4 - 1 sen I 3 — 


= 8 


7tt 7n 

cos — - 4- i sen — 
2 2 


= —Si 


Notemos no Exemplo 3 que, se quisermos também calcular o valor de z :i , podemos fazê-lo de duas for- 
mas: calcular o recíproco de z ] — Si ou usar (9) com n = 3. 

Fórmula de de Moivre Quando 2 = cos 6 + i sen 6 , temos \z\ = 1, de modo que (9) fornece 

(cos 0 isci\6) n = cos n6 4 isenn6. (10) 

Este último resultado é conhecido como fórmula de de Moivre 1 e é útil na dedução de algumas identidades 
trigonométricas que envolvem cos nO e sen 11 B. Veja Problemas 33 e 34 do Conjunto de Exercícios 1.3. 


Esta fórmula, devida ao matemático francês Abraham de Moivre (1607 1754), é igualmente referida, no Brasil, como fórmula de 
Moivre. (N.T.) 


16 


Capítulo Um 



í aí VíPLO i Fórmula de de Moivre 

De (10), com 9 = 7 r/6, cos 9 — y/3/ 2 e sen 9 = 1/2: 

y/3 1 . 


1 — i = cos 3 9 -f- i sen 3 9 = cos 3 • — ) +i sen 3 ■ — 


7T 


6 


7T 


6 


7T , 7T . 

= cos — + i sen — =i. 


□ 


Observações 


Comparação com Análise Real 


(i) No Exemplo 2, vale observar que embora tenhamos usado os argumentos principais de z x e de 
z 2 , arg (z x Jz^) — 4w/3 ^ Ar g(z í /z 2 ). Embora (8) seja válida para quaisquer argumentos de z x e 
de q,. em geral não é verdade que Axg(z x z/) = Arg (z x ) + Arg( z/) e que Arg (z x / z/j — Arg(q) 
Arg(z>). Veja Problemas 37 e 38 do Conjunto de Exercícios 1.3. 

(li) Um argumento pode ser associado a qualquer número complexo não nulo z. Contudo, para z = 
0 não é possível dar a arg ( 2 ) qualquer definição que faça sentido. 

(Ui) Se tomarmos arg ( 2 ) no intervalo ( tt. tt] . a relação entre um número complexo ze seu argumen- 
to é unívoca; ou seja, todo número complexo não nulo tem precisamente um ângulo em ( tt, tt]. 
Contudo, o intervalo ( tt, tt] nada tem de especial: também estabelecemos uma relação unívoca 
se usarmos o intervalo (0. 2 tt] para definir o valor principal do argumento de Para o intervalo 
( 7 r. tt] . o eixo real negativo é análogo a uma barreira que decidimos não cruzar; a denominação 
técnica dessa barreira é corte de ramo ou linha de corte de ramo ( branch cut). Se usarmos (0, 
2?r], o corte de ramo é o eixo real positivo. O conceito de corte de ràrno é importante, e será 
examinado de forma mais detalhada ao estudarmos funções nos Capítulos 2 e 4. 

(iv) A parte “cosseno i seno" da forma polar dc um número complexo é, às vezes, abreviada por 
cis; ou seja, 

z — r (cos 9 + i sen 9) =r cis 0. 

Esta notação, empregada principalmente na engenharia, não será utilizada neste texto. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 1.3 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar <10 fi nal do lin 
Nos Problemas 1 10, escreva o número complexo dado na forma polar; primeiro, use um argumento 0 ^ Arg(.) <. 


seguir, use 6 = Arg(A- 



1. 2 

2 . 

-10 

3. —3 * 

4 . 

6/ 

5. 1 + i 

6. 

5 - 5i 

7. -y/3 + Í 

8. 

-2-2 

3 

n 

10. 

12 

J • 

— 1 + 1 

\/3 + i 


Nos Problemas 11 c 12, use uma calculadora para escrever o dado número complexo 11 a forma polar: primeiro, uh 
um argumento 9 * Arg(z) e, a seguir, use 9 = Arg (z). 

11 . — y/Õ. + y/li 12 . —12 — 5 i 

Nos Problemas 13 e 14, escreva 11 a forma a + ib o número complexo cujas coordenadas polares (r, 9) sao dadas, 
uma calculadora, se necessário. 

13. (4, — 5tt/3) 


14. (2, 2) 
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Nos Problemas 15 18. escreva na forma a 4- ib o número complexo cuja forma polar é dada. Use uma calculadora, 
se necessário. 


f 7 tv . 7tt 

15. z = 5 cos H «sen — 

V 6 6 


r ( Ü7T . 1 1 7T 

16. z = 8\/2 cos — - — b i sen — — 
V 4 4 


„ / 7T 7 r\ „ „ / 7T. 7T\ 

17. z = 6 cos — b «sen — ) 18. 2 = 10 cos — 4 % sen — ) 

V 8 8/ V 5 5/ 

Nos Problemas 19 e 20, use (6) e (7) para determinar z,z_, e zj z,. Escreva o número na forma a 4 ib. 

/ 7T . 7T \ . / 3tt . 3?r\ 

19. zi =2 ^cos - + 1 sen- J , z 2 = 4 I cos — 4 1 sen ^ 1 

20. 21 = y/2 ^cos — 4 isen - J , z 2 = V 3 (cos — 4 isen— J 

Nos Problemas 21-24. escreva cada número complexo na forma polar. A seguir, use (6) ou (7) para determinar a for- 
ma polar do número dado. Por fim. escreva a forma polar no formato a 4 ib. 

21. (3-3?:)(5 4 5v37) 


23. 


—1 


22. (4 4 4«)( — 1 4 i) 

v/24 VGi 

24. 


1 4 i — 1 4 \/3 i 

Nos Problemas 25-30, use (9) para calcular as potências indicadas. 

25. (1 + V3 i) 9 26. (2 — 2?.) 5 

27. (2 4 |*) lü 28. {-V 2 +VÜÍ ) 4 

12 \ 2tt . 2tt n 

30. V3 I cos — 4 i sen — 


29. 


n 71 
2cOS 8 + 


i\/2sen^ 


Nos Problemas 31 e .32, escreva o dado número complexo na forma polar e, a seguir, na forma a 4 ib. 


\ 12 Tr 

, / n 

, . 7T\] 

) P 

1 cos — 

4 i sen — 

/ L 

V 6 

64 


32. 


, . 3n . 3 tt 
8 ( cos — 4 1 sen— 

O O 


2 ( cos 4 i sen ^ ) 


^cos 


7T 

16 


10 


33. Use a fórmula de de Moivre (10) com n = 2 para determinar identidades trigonométricas para cos 20 e sen 20. 

34. Use a fórmula de de Moivre (10) com n = 3 para determinar identidades trigonométricas para cos 30 e sen 30. 
Nos Problemas 35 c 36, determine um inteiro positivo n para o qual a igualdade é verdadeira. 

35 . (^4|z) n = -i 36. (-^ 4 = 1 

37. Para os números complexos 2 , = 1 e 2 , = 5 i, comprove que: 

(a) Arg(zi 22 ) ^ Arg(zi) 4 Arg(z 2 ) 

(b) Arg(— 22 / zi) 4 Arg( z 2 ) - Arg(zi). 

38. Para os números complexos dados no Problema 37. comprove que: 

(a) arg(ziz 2 ) = arg( 2 i) 4 arg(z 2 ) 

(b) arg(— 22 / z\ ) = arg (~z 2 ) - arg( 2 i). 


Foco em Conceitos 


39. Considere 2 = r (cos 0 4 i sen 0). Descreva geometricamente o efeito de multiplicar 2 por um número complexo 
da forma z, = cos a 4 i sen o, quando a 0 e quando o < 0. 

40. Considere 2 = cos 0 4 i sen 0. Se n for um inteiro, calcule 2 “ 4 2 " c 2 " - 2 ". 

41. Escreva uma equação que relacione arg ( 2 ) a arg(l/z), 2 ^ 0. 
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42. Existem casos especiais em que Arg (z ] z 2 ) = Arg(z,) + Arg(z>)? Prove suas afirmações. 

43. Qual é a relação entre os números complexos z v e z 2 se arg(,q) -f arg( 2 >)? 

44. Descreva o conjunto cie pontos z no plano complexo que satisfazem arg(z) = tt/4. 

45. A aluna A diz que. embora não consiga encontrar uma comprovação no texto, pensa que arg(i) — arg(~). Poi 
exemplo, diz ela, se z — 1 -f i. então z — 1 i e arg ( 2 ) = 7t/4 e arg(F) = 7t/4. O aluno B discorda, pois acha 
que tem um contraexemplo: sc z = i, então z = i: podemos tomar arg(i) = 7r/2 e arg( i) = 3tt/ 2, de modo que 
arg(i) ^ arg( /). Escolha um dos lados e defenda seu ponto de vista. 

46. Suponha que z,, z> c z t z 2 sejam números complexos no primeiro quadrante c que os pontos z — 0, z — 1, z L , z 2 . z,z 
sejam rotulados O. A, B. Ce D. respectivamente. Estude a fórmula em (6) e. a seguir, discuta a relação entre 
os triângulos OAB e O CD. 

47. Considere z 1 = r,(cos 0, + i sen 0 } ) e z, = r.,(cos 0., + i sen 0 2 ). Se z t = z>, qual é a relação entre r, e r>? E entre 
0 , e 6Ç. 

48. Suponha que z l esteja no primeiro quadrante. Para cada z 2 , determine em que quadrante z,z, está posicionado. 


, v 1 v/3, 

(a) 22 = - + — / 


y/ 3 , 1 . 

(b) Z 2 = — + -t 


(c) Z2 = -i (d) Z2 = -1 

49. (a) Para z ^ 1. comprove a identidade 


1 + z + z 2 + --- + z n = 


1 — z 


n+1 


1 — Z 


(b) Use a parte (a) em conjunto com resultados apropriados desta seção e comprove 

1 scnírc+D# 

1 + cos 9 + cos 26 + • • • + cos nO = - -\ — 

2 2sen§6> 

para 0 < 0 2tt. Esta resultado é conhecido como identidade de Lagrange, e é útil na teoria de série d- 
Fourier. 

50. Suponha que z v z,. z } e z 4 sejam quatro números complexos distintos. Interprete geometricamente: 

21 - Z2 \ 7T 


arg 


Z3 Z 4 


1.4 Potências e Raízes 

A álgebra, nos diz que 2 e 2 sâo as raízes quadradas do número 4, pois ( 2) 2 = 4 e. (2) 2 = 4. Em outras 
palavras, as duas raízes quadradas de 4 são soluções distintas da. equação w* = 4. Da mesma forma, di- 
zemos que w ~ 3 c a raiz cúbica de 27 , pois u? = 3 ;i = 27 . Esta última equação nos remete às variáveis 
complexas, pois qualquer número real tem apenas uma raiz cúbica real e duas raízes cúbicas complexas. 
Em geral, dizemos que um número é uma raiz n-ésima ou de ordem n de um número complexo nã< 
nulo z se , onde n é um inteiro positivo. Por exemplo. W\ — ~\/2 -j- ^y/2, i e w> — 

sao as duas raízes quadradas do número complexo z = i, pois w\ = i c w\ — i. Veja Problema 39 d« 
Conjunto de Exercícios 1.1. : 

Agora, demonstraremos que há exatamente n soluções da equação uf = z. 


s Suponhamos que z — /‘(cos 0 4- i sen 0) e w — p (cos <p -E 1 sen <f>) sejam as formas polares c 

números complexos ze w. Portanto, usando (9) da Seção 1.3, a equação w n = z fica escrita como 


p n (cos n<p -b ísen nep) = r(cos 0 + isen 0). 


De (1). podemos concluir que 


■ 
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cos nty 4 i sen n<p = cos 9 4 i sen 9. 


( 3 ) 


Veja Problema 47 do Conjunto de Exercícios 1.3. 

De (2), definimos P = \/r como a única raiz n-ésima positiva do número real r. De (3), a definição da 
igualdade de dois números complexos implica 

cos ncj) — cos 0 e sen n(f) = sen0. 

Estas igualdades, por sua vez, indicam que os argumentos 9 c cj estão relacionados por mj> — 9 4- 2 hzr. 
onde k é um inteiro. Assim, 

9 4 2kn 


V = 


n 


> 'y 


A medida que k assume valores inteiros k = 0, 1,2 n 1. obtemos n distintas raízes n-ésimas de 

estas raízes têm o mesmo módulo y/r e argumentos diferentes. Notemos que, para k > n, obtemos as mes- 
mas raízes, pois seno e cosseno são funções periódicas, de período 27 t. Para comprovar isso. suponhamos 
k = n 4 m, onde m = 0, 1,2, ... Então, 

. ^ + 2(n + m)7r 9 + 2m,n 

ó = = (- 2tt 


n 


n 


( 9 -T 2mir 
sen <p = sen • 


cos (p — cos 


9 4 2mir 


\ n / \ n 

Resumamos este resultado. As raízes n-ésimas de um número complexo não nulo z — r(cos 9 4- i sen 
9) são dadas por 


w k = tfr 


onde k =0, 1. 2. ..., n 1. 


9 -p 2A'7 t \ . f 9 2/itt 

cos | I 4 - 1 seu 


n 


n 


( 4 ) 


EXEMPLO 1 Raízes Cúbicas de um Número Complexo 

Determinemos as três raízes cúbicas d e z — i. 

Solução Ressaltemos que, basicamente, resolveremos a equação ui- — i. Com r= 1, 9 = arg (i) = 7 t/ 2, uma 
forma polar do número dado é escrita como z = cos(tt/2) 4 i sen(7r/2). De (4), com n = 3, obtemos 

/ tt/ 2 -h 2A*7r\ . /7r/2 4 2A:?r \ 1 

CO y j 1 —1— n con I i l~ — O 1 O 

Por conseguinte, as três raízes são: 

k = 0, 

k = 1, 
k = 2, 

□ 


3 




3 


**' C/í 


7 t . 7 r V3 1 

wq = cos — |- «sen — = 1 — i 

6 6 2 2 

57 r . Õ7T \/3 1 

tci = cos — 4 i sen — = — — 4 -i 
6 6 2 2 

37T . 37T 

W ’2 ----- cos — 4 i sen — = — i. 

2 2 



^27 
«inmlrndit 
de 4 

íbic.n 

de 27. 
mioiiU*. 


Raiz íírésima Principal Na Seção 1.3 ressaltamos que o símbolo arg(z), na verdade, representa um 
conjunto de argumentos para um número complexo z. Dito de outra forma, para um dado número com- 
plexo 2^0, arg (z) tem um número infinito de valores. De modo similar, z x 71 tem n valores; ou seja, o 
símbolo z x " representa o conjunto de n raízes //-ésinias w k de z. A única raiz de um número complexo 
2 (obtida com o uso do valor principal de arg(z) com k - Ü) é referida como raiz n-ésima principal 
dc w. No Exemplo 1, como Arg(^) = tt/2, vemos que w Q = ±\/3 4 é a principal raiz cúbica de i. 
A escolha dc 9 — Arg (2) e k — 0 garante que quando 2 é um número real positivo r a raiz n-ésima 
principal seja y/r. 
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Figura 1.4.1 Três raízes cúbicas 
de / 


Como as raízes dadas por (4) têm o mesmo módulo, as n raízes n-csimas de um mi- 
mero complexo não nulo z estão localizadas na circunferência de raio t/r e centro m 
origem no plano complexo. Além disso, como a diferença entre os argumentos de quais 
quer duas raízes sucessivas w k e i%n 6 27T /n, as n raízes //-ésimas de z estão igualmeiiP 
espaçadas nesta circunferência, começando com a raiz cujo argumento é O/n. A 4 igur; 
1.4.1 mostra as três raízes cúbicas de i obtidas no Exemplo 1, espaçadas por iguais in 
tervalos angulares de 2 tt/ 3 na circunferôiicia de um círculo unitário, começando com ; 
raiz w u cujo argumento é 7t/6. 

Como mostra o próximo exemplo, as raízes de um número complexo não são. uecessa 
riamente, números ‘‘bonitos" como no Exemplo 1. 


L \ E \ 1 P 1,0 2 Raízes Quartas de um Número Complexo 

Determinemos as raízes quartas de z = 1 + i. 

Solução Neste caso, r = \Í2 c 0 = arg( 2 :) = 7r/4. De (4). com n = 4. obtemos 


w k 


.. = \/2 


7T / 4 H- 2A*7T \ . / 7r/4 + 2fc7T 

cos I — + i sen 


4 


, k = 0, 1, 2, 3. 


7 r • . 7 r 

cos h i sen — 

16 16 



Com o auxílio de uma calculadora, determinamos 

k = 0, Wo = s/2 

k = í, Wl = n 

k = 2, «,>2 = s/2 

k = 3, w 3 = s/2, 


97f . 9tt 

c °s — + i sen — 
16 16 


1 7 7T . 177T 

cos _ + , S en — 


25tt 25tt 

cos __ + zsen __ 


1.0696 + 0.2127?: 
-0,2127+ 1.0696? 
^-1.0696 - 0,2127i 
« 0,2127 - 1.0696?:-. 


Como mostrado na Figura 1.4.2, as quatro raízes estão localizadas na circunferênci 
de raio r - \/2 ~ 1,09 e centro na origem, espaçadas por iguais intervalos angulares d 


I + i 


7t/ 4, a raiz quarta principal c w íy 


í 


Observações 


Comparação com Análise Real 


(*) 

(m) 


Como uma consequência de (4), podemos dizer que o sistema de números complexos é fechado 
sob a operação de extração de raízes. Isso significa que para qualquer z em C, z 1 " também está 
em C. O sistema de números reais não possui uma propriedade de fechamento similar, pois se 
x está em R, +-" não está necessariamente em R. 


Do ponto de vista geométrico, as n raízes ??-ésimas de um número complexo z também podem 
ser interpretadas como os vértices de um polígono regular com n lados que está inscrito cm uma 
circunferência de raio \fr e centro na origem. A plausibilidade deste fato pode ser comprova- 
da por uma reinspeção das Figuras 1.4.1 e 1.4.2. Veja Problema 19 do Conjunto de Exercícios 
1.4. 


(iii) Quando rn e n são inteiros positivos sem fator comum. (4) nos permite definir uma potência 
racional de z. ou seja. z”' ". Pode ser mostrado que o conjunto de valores (z 1 é igual ao con- 
junto de valores (z 1 Este conjunto de n valores comuns é definido como z'" ". Veja Problemas 
25 e 26 do Conjunto de Exercícios 1.4. 
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).\ JUNTO DE EXERCÍCIOS 1.4 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 


' Problemas 1 14, use (4) para calcular todas as raízes, 
as raízes w u . •«;, w, hl em uma circunterência apropr 


Em cada caso, determine a raiz n-ésima principal, 
iada e centrada na origem. 


Posi- 


1. 

8) 1 ' 3 

2 . 


3. 

-9)V2 

4 . 

(-125) 1 / 3 

5. 

(i)V 2 

6 . 

H) 1/3 

i 1 

-i + j)V> 

8. 

(i + j) 1/5 

9. 

1-14- \/3 i) 1/2 

10 . 

(-1 - V5 i)U‘ 

11. 

1 3 + 4 7) 1 / 2 

12 . 

(5 4- 127) V 2 


( 167 \ 1/8 

14 . 

( 1 + 4 V /6 

13. 


\Vz + i) 


15. (a) Comprove que (4 4- 3 i) 2 — 7 + 24 i. 

(b) Use a parte (a) para determinar os dois valores de (7 4- 247) J . 

16. Refaça o Problema 15 com o uso de (4). 

17. Determino todas as soluções da equação i' + 1 = 0. 

18. Use o fat o de que Si — (2 4- 27) 2 para determinar todas as soluções da equação 

z 2 — 8z 4- lf> = 87. 


As n dist intas raízes n-ésimas da unidade são as soluções da equação w" — 1. 
Os Problemas 19-24 tratam das raízes da unidade. 

19. (a) Mostre que as n raízes n-ésimas da unidade são dadas por 


2Á'77 


2^71 


(l) 1/n = cos— + i sen — — , k = 0,1,2,... ,n - 1. 
n n 

( b ) Determine n raízes n-ésimas da unidade para n = 3, n = 4en = 5. 

(c) No plano complexo, posicione as raízes da unidade determinadas na parte (b). Desenhe os polígonos íegu- 
lares que têm as raízes como vértices. [Sugestão: veja o item (77) das Observações.] 

20. Suponha, que w seja uma raiz cúbica da unidade correspondente a k = 1- Veja o Problema 19(a). 

(a) Qual é a relação entre w e tr? 

(b) Comprove por cálculo direto que 

1 -4- w 4- w 2 = 0. 

(c) Explique por que o resultado da parte (b) advém da definição básica de que w é uma raiz cúbica de 1, ou 
seja, uf — 1. [Sugestão: fatore.] 

21. Para um dado n, se tomarmos k = 1 no Problema 19(a), obtemos a raiz 


27T . 27T 

w n = cos Vi sen — . 

n n 


Explique por que as n raízes n-ésimas da unidade podem, então, ser escritas como 


1 ,w n ,wl,wi. 


■ ,U) r 


22. Considere a equação (z + 2)" + 2 " = 0, onde n é um inteiro positivo. Resolva, da forma que preferir, a equação 
para z quando n = 1. E, também, quando n = 2. 


23 . Considere a equação do Problema 22. 

(a) No plano complexo, determine a localização de todas as soluções 2 quando n = 5. ( Sugestão : escreva a equa- 
ção na forma [{z +2)/(-z)] r> = 1 e use a parte (a) do Problema 19.] 

(b) Reexamine as soluções da equação do Problema 22 para n = 1 e n = 2. Forme uma conjectura quanto à 
localização dc todas as soluções dc (z 4- 2)" + z" = 0 no plano complexo. 


. 
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1 + w n + w n + W n -! h W, 

2 . 3 . . ...n 1 


24. Para as n raízes n-ésimas da unidade especificadas no Problema 21, mostre que 

= 0 . 

[Sugestão: multiplique a soma 1 + w n 4- wf r + »„ + •■■ + w n por w„ - 1 .] 

Antes de iniciar os Problemas 25 a 2G, leia o item ( iií) das Observações. Sc wi e n forem intciios positivos som tato 
comum, os n valores da potência racional z m/ " sao 

Wk — Vr 771 cos — (0 4- 2At7T ) 4- i seu — (d 4- 2k.7r) , (o 

n n 

com k = 0, 1. 2, ..., ri - 1. Os termos w k são as n soluções distintas de w n = z m . 

25. (a) Calcule, primeiro, o conjunto de valores i x, ~ usando (4). A seguir, calcule (í 1 2 ) á usando (9) da Seção 1.3. 
(b) Calcule, agora. %k A seguir, calcule (f) 1/2 usando (4). 'Compare estes valores com os encontrados na part 


(b). 


(c) Por fim, calcule k ri usando a fórmula (5). 

26. Use (5) para calcular todas as soluções de w 2 — (-1 + i) '. 


Foco em Conceitos 



27. O vetor dado na Figura 1.4.3 representa um valor de z 1 Usando apenas a figura e a trigonc 
metria ou seja, sem usar a fórmula (4) determine os valores restantes de z 1 quando n 
3. Refaça os cálculos para n = 4 e n = 5. 

28. Suponha que n seja um inteiro não negativo. Determine os valores de n de modo que z" = 
possua apenas soluções reais. Justifique sua resposta matematicamente. 

29. (a) Prossiga como no Exemplo 2 e determine valores aproximados para as duas raízes qu 

dradas w u e u >, de 1 + i. 

(b) Mostre que os valores exatos das raízes na parte (a) são 


Figura 1.4.3 Figura para o 
Problema 27 

y 


l-fv/2 , . U 2-1 
wu = \l — h i\l — - — , 


l + v/2 


2 


2 


2 


- '4 


y/2 — 1 



30. Qual é o significado geométrico do resultado do Problema 24? 

31.. Um número real pode ter uma raiz n-ésima complexa. Pode um número complexo ter uil 
raiz 7?-ésiina real? 


32. Suponha que w seja localizado no primeiro quadrante e seja uma raiz cúbica de um núm- - 
complexo z. Pode existir uma segunda raiz cúbica de z localizada no primeiro quadrante? .1 
tifique sua resposta matematicamente. 


Figura 1.4.4 Figura para o 
Problema 34 


33. Suponha que z seja um número complexo com uma raiz quarta w que não é real ou imagins: 
puro. Explique por que as outras raízes quartas não são reais ou imaginários puros. 

34. Os vetores na Figura 1.4.4 representam as raízes quartas de um número complexo z. Usa: i 
apenas esta figura, você é capaz de determinar a raiz quarta principal de z? 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 35-40, use um SAC‘ para, primeiro, calcular z" = w, para os dados número complexo e valor de 
seguir, usando a saída e o mesmo valor de n, determine se w ]/n = (z") l/n = z. Se não, explique por quê. 


35. z = 2.5 — i; n = 10 
37. z = 1 + 3i; n = 8 
39. z = i; n — 21 


36. z = —0.5 4 ü.3í; n = 5 
38. z = 2 + 2í; n = 12 
40. z = — l + \/3í; n = 11 


*Ao longo do texto, usaremos o acrônimo SAC para designar um “sistema algébrico computacional". 
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1.5 Conjuntos de Pontos no Plano Complexo 


Nas seções anteriores analisamos alguns rudimentos da álgebra e da geometria de números complexos. 
Contudo, nem sequer arranhamos a superfície do tema conhecido como análise complexa; a maior parte 
de nosso estudo está por vir. Nos capítulos seguintes, objetivamos a análise de (unções de uma única 
variável complexa 2 = x -F iy e o cálculo de tais funções. 

Antes de introduzir a noção de função 110 Capítulo 2, precisamos apresentar algumas definições es- 
senciais e a terminologia a respeito de conjuntos 110 plano complexo. 



irciinferências Consideremos Zq = x X) + iy (t . Como \z — zq\ = \J(x- ato ) 2 + (y — yo ) 2 representa a 
distância entre os pontos z = x -T iy e z i) =' x u + iy 0 , os pontos z — x + iy que satisfazem a equação 

- = p, p > 0, (1) 

estão localizados na circunferência de raio centrada no ponto z (] , como ilustrado na Figura 1.5.1. 


X X E A í P ; A ) 1 Duas Circunferências 


(a) \z\ = 1 é uma equação de uma circunferência unitária centrada na origem. 

(b) Reescrevendo \z 1 + 3i| = 5 como | z- (1 3/)| = 5. vemos de (1) que esta equação descreve uma 

circunferência de raio 5 e centro no ponto z l , = 1 - 3 i. 


□ 


DiSCOS e Vizinhanças Os pontos z que satisfazem a desigualdade | z z^\ < p podem est ar na circunfe- 
rência \z Zq I = p ou no interior da circunferência. Dizemos que o conjunto de pontos definido por 
> é um disco de. raio p e centro 110 ponto z [) . Os pontos 2 que satisfazem a desigualdade estrita 
) estão no interior do círculo de raio p e centro no ponto Zq, e não em sua circunferência. Este conjunto 
de pontos é chamado de uma vizinhança de z [j . Ocasionalmente, será necessário usar uma vizinhança de 
^ que exclua z {) . Esta vizinhança ó definida pelas desigualdades simultâneas 0 | : , / e chamada 

de uma vizinhança deíetada de Zq. Por exemplo, \z\ < 1 define uma vizinhança da origem, enquanto 0 
\z\ 1 define uma vizinhança deíetada da origem; \z 3 d- 4z| < 0,01 define uma vizinhança de 3 - 4 i, 

enquanto a desigualdade 0 < \z- 3 4- 4i\ < 0,01 define uma vizinhança deíetada de 3 4 i. 

Conjuntos Abertos Um ponto z li é denominado ponto interior de um conjunto S do plano complexo 
se existir alguma vizinhança de z,, que esteja inteiramente contida em S. Se todo ponto z de um conjunto 
S for um ponto interior, então S é denominado conjunto aberto. A Figura 1.5.2 ilustra o conceito. Por 
exemplo, a desigualdade Re ( 2 ) > 1 define um stmiplano direito , que é urn conjunto aberto. Todos os nu- 
meros complexos 2 — x + iy para os quais x > 1 estão neste conjunto. Se, por exemplo, escolhermos Zq = 
1,1 + 2 z, uma vizinhança de 2 inteiramente contida neste conjunto é definida por 1 2 - (1,1 + 2i)\ 0,05, 

como ilustrado 11 a Figura 1.5.3. Contudo, o conjunto S de ])ontos 110 plano complexo definido por Re( 2 ) 
> 1 não é aberto, pois qualquer vizinhança de um ponto na reta x = 1 conterá pontos que estão em S e 
pontos que não estão em S (Figura 1.5.4). 


Iz- (1,1 + 2i)l< 0,05 


I • i 





? ura 1.5.2 Conjunto aborto 


Figura 1.5.3 Conjunto aberto com uma vista 
ampliada de um ponto próximo de x = 1 


Figura 1.5.4 Conjunto 5 não aberto 
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.1/ 


X 


(a) Im(z) < 0; semipiano inferior (b) -1 < Re(z) < 1; lita vertical infinita 





(c) Izl >1; exterior da circunferência unitária (d) I C 2: interior de um anel circular 


Figura 1.5.5 Quatro exemplos cie conjuntos abertos 


L Alguns Conjuntos Abertos 

A Figura 1.5.5 ilustra alguns conjuntos abertos. 


□ 


Exterior 



Figura 1.5.6 Interior, fronteira e 
exterior cie um conjunto 5 


Sc toda vizinhança cie um ponto 2 ,, de um conjunto S contiver pelo menos um ponto 
que está cm Se pelo menos um ponto que não está em S, então % é denominado ponto 
de fronteira de S. Para 0 conjunto de pontos definido por Re(z) > 1, os pontos na rela 
vertical x = 1 são pontos de fronteira. Os pontos que estão 11 a circunferência |z - «] - 
2 são pontos de fronteira para o disco 1 2 í| < 2 e para a vizinhança |z t| 2 de 
• = i A coleção dc pontos de fronteira de um conjunto Sé chamada de fronteira de h. 
A circunferência \z - i\ = 2 é fronteira tanto do disco |z >| < 2 como «la vizinhança 
u ,1 2 de z = i Um ponto z que não é um ponto interior nem um ponto de irou 

teira de um conjunto S é denominado ponto exterior dc S: em outras palavras. A, «' 
ponto exterior dc um conjunto S se existir alguma vizinhança dc * que não contém qualquer ponto de S. 
A Figura 1.5.6 mostra um conjunto típico S. com interior, exterior e fronteira. 

Um conjunto aberto S pode ser algo tão simples como o plano complexo com um umeo ponto A, exc in- 
do A fronteira deste “plano perfurado” é a,, e o único candidato a ponto exterior e a,- Xo entanto, • - 

teu, ponto exterior, pois nenhuma vizinhança de a, está livre dc pontos do plano. 


Am ' O conjunto S, de pontos (pie satisfazem a desigualdade Pl < |z A.I «da localizado m * 

circulo de raio o e centro em Ar enquanto o conjunto S 2 de pontos que satisfazem |z A,l - contra 
“Í interior do circulo dc raio p 2 c centro em Ar Por conseguinte, se 0 < P , < * ontao o conjunto de 
pontos que satisfazem as desigualdades simultâneas 

( 2 ) 


P 1 < 


P2 




Figura 1.5.7 Conjunlo 

:i >nexo 


é a interseção dos conjuntos S , c &. Essa interseção é um anel circular aberto com «witroom Ar O 
conjunto de pontos definido por (2) é chamado de anel circular aberto. Se tomai mos / , 
mos uma vizinhança deletada de q-,. 

•• lomíllio Sc um par qualquer dc pontos z, e 2 , de um conjunto S puder ser ligado por uma hnlia 
poligonal que consiste em segmentos de reta conectados e inteiramente contidos no conjn S e 
denominado um conjunto conexo. A Figura 1.5.7 ilustra o conceito. Um conjunto conexo abe to • 
denominado domínio. Cada um dos conjuntos abertos da Figura 1.5.5 e conexo, ou seja, c<« < 
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*.5.8 Kegião 
_ anel 


deles é um domínio. O conjunto de números z que satisfazem Re(z) ^ 4 é um conjunto aberto, mas 
não é conexo, pois não c possível conectar dois pontos em lados distintos da reta vertical x — 1 por 
uma linha poligonal sem sair do conjunto (tenhamos em mente que os pontos na reta x — 4 não es- 
tão no conjunto). Uma vizinhança de um ponto z {] é um conjunto conexo. 

Regiões Uma região é um domínio no plano complexo juntamente com todos, alguns ou nenhum 
de seus pontos de fronteira. Como um conjunto aberto não contém qualquer ponto de fronteira, au- 
tomaticamente é uma região. Um conjunto que contém todos seus pontos de fronteira é denominado 
fechado. 0 disco definido por \z z l) \ < p é um exemplo de uma região fechada, denominada disco fe- 


chado. Uma vizinhança de um ponto z,, definida por | z 




p é um conjunto aberto ou uma região 


aberta, e denominado disco aberto. Se o centro z, for deletado de um disco fechado ou de um disco 


aberto, as regiões definidas 0 < \z z i \ < p ou 0 


~l!| 


[) são denominadas discos perfurados. 



\ 

\ 


1 

1 

i 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

^''\z\< R 




Um disco aberto perfurado c o mesmo que ama vizinhança detetada de z„ Uma região pode 

3 contém 
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•- 1.5.9 O conjunto 
- ado, pois alguma 
a da origem contém 
mento 


não ser fechada ou aberta; a região anelar definida pela desigualdade 1 < 
apenas alguns dos pontos de fronteira (os pontos localizados em | z 5| = 1), e não é fechada 
nem aberta. Em (2). definimos uma região anelar circular; cm uma interpretação mais geral, 
uma região anelar ou anel pode ter a aparência mostrada na Figura 1.5.8. 

Coiijimí os Limitados Por fim, dizemos que um conjunto S no plano complexo é limita- 
do se existir um número R 0 tal que \z\ R. para todo 2 em S. Ou seja, S é limitado se 
puder ser inteiramente contido em alguma vizinhança da origem. Na Figura 1.5.9. o conjunto 
S mostrado em cor é limitado, pois é inteiramente contido na vizinhança circular da origem 
indicada pela linha tracejada. Um conjunto é ilimitado se não for limitado. Por exemplo, o 
conjunto da Figura 1.5.5(d) é limitado, enquanto os conjuntos nas Figuras 1.5.5(a), 1.5.5(b) 
c 1.5.5(c) são ilimitados. 


Observações 


Comparação com Análise Real 


No estudo de matemática é provável que o aluno tenha se deparado com o conceito de infinito. Por 
exemplo, em um curso de cálculo o aluno deve ter estudado limites no infinito, quando o comporta- 
mento de funções é examinado à medida que x aumenta ou diminui indefinidamente. Como há exa- 
tamerite duas direções em uma reta. de números, é conveniente representar as noções de “aumentar 
iiidefinidameiite" e ‘diminuir indefinidamente” de forma simbólica por x — > -j-oo e x— > oo. respec- 
tivamente. Contudo, podemos nos sair muito bem sem a designação ±oo usando um “ponto ideal" 
denominado ponto no infinito e denotado simplesmente oo. Para isso. associamos qualquer número 
real a a um ponto (;ç,. y u ) na circunferência unitária x, P y, — 1 da seguinte forma: t raçamos uma 
reta do ponto ( a , 0), no eixo x ou reta horizontal de números, ao ponto (0,1), na circunferência. O 
ponto (.r,„ yfi) na circunferência é a interseção da linha reta e da circunferência (Problema 47 do 
Conjunto de Exercícios 1.5). A Figura 1.5.10(a) deixa claro qu«' quanto mais distante o ponto (a. 0) 
estiver da origem, mais próximo (.?;,. yfj se torna de (0,1). O único ponto na circunferência que não 
corresponde a um número real a é (0,1). Para completar a correspondência com todos os pontos na 
circunferência, (0,1) é associado a oc. O conjunto que consiste nos números reais R. acrescido de oc 
é denominado sistema de números reais estendido. 

Em nosso estudo, o análogo à reta de números é o plano complexo. Recordemos que como C não 
é ordenado, a noção de "aumento" ou "diminuição" de 2 não faz sentido. Contudo, sabemos que 
se aumentarmos o módulo \z\ de um número complexo z o número se distancia da origem. Se per- 
mitirmos que \z\ cresça indefinidamente, digamos ao longo do eixo real ao do eixo imaginário, não 
precisaremos distinguir "direções" ao longo desses eixos, como 2 > foc. — > oc. 2 > H-zoc ou 

2 — > zoo. Em análise complexa usamos apenas uma noção de oo. pois podemos estender o sistema 
de número complexos C de forma análoga à que acabamos de descrever para 0 sistema de números 
reais R. Contudo, agora associamos um número complexo a um ponto na superfície de uma esfera de 
raio unitário, denominada esfera de Riemann. Ao desenhar uma reta do número 2 = a + ib no plano 
complexo, representado por (a. b. 0). ao polo norte (0. 0, 1) da esfera .r + t f 4 dr = 1, determina- 
mos um único ponto (x u , y Q . ufi na superfície da esfera unitária. C 01110 mostra a Figura 1.5.10(b). 
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um número complexo de módulo muito grande está distante de origem (ü, 0. 0) e, por conseguinte, 
o ponto ( % %, %) está próximo de (0, 0, 1). Assim, cada número complexo 6 associado a um umeo 
ponto na superfície da esfera (Problemas 48 50 do Conjunto de Exercícios Lo). C omo o ponto (0. 
0. 1 ) não está associado a qualquer número ~ no plano, o associamos a oc. O resultante sislemn que 
consiste em C e no “ponto ideal” oc 6 denominado sistema de números complexos estendido. 

Esta forma de associar ou mapear os números complexos a uma esfera com polo norte em (0, 
0,1) c denominada projeção estereográfica. 

Para um número finito 2. temos z fe oc = oc + z = oc e, para 2 5 * 0. 2 • oc ■ = oc • 2 . = 00 . Adicio- 
nal mente, para 2 * 0, escrevemos 2/0 = oó e. para 2 ^ oc, 2/00 - 0. Expressões como oc 00 ; 00 / 00 , 
oc" e L v não podem ser definidas e são denominadas indetermmações ou formas indetei minadas. 



CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 1.5 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao fmaí do hvro. 


Nos 

Problemas 1 U 

2, esboce, no plano complexo, o gráfico da equação 

1. 

(z — 4 -f- 3i| — 5 

2. |z + 2 + 2i| =2 

3. 

|z + 3?j = 2 

4. |2z — 1| = 4 

5. 

Re(z) = 5 

6. Im(z) = —2 

7. 

Im(z -f 3i) = 6 

8. Im(z — i) = Re (2 + 4 — 3i) 

9. 

|Re(l + iz)l = 3 

10. z 2 + z 2 = 2 

11. 

Re(z 2 ) = 1 

12. arg(z) = 7 t/4 


Nos Problemas 13 24. desenhe o conjunto S de pontos no plano complexo que satisfazem a desigualdade dada. De- 
termine se o conjunto é (a) aberto, (b) fechado, (c) um domínio, (d) limitado ou (e) conexo. 


13. Re(z) < -1 

15. Im(z) > 3 

17. 2 < Re(z - 1) < 4 

19. R.e(z 2 ) > ü 

21. \z-i\ > 1 

23. 1 < \z - 1 - *1 < 2 


14. |Re ( 2 ) | > 2 
16. Re((2 + t)* + l) >0 
18. — 1 < Im(z) < 4 
20. lm(z) < Re(z) 

22. 2 < \z - i\ < 3 


24. 2 < \z - 3 + 4t| < 5 

25. Determine os pontos de fronteira dos conjuntos nos Problemas 13 24. 

26. Considere o conjunto Sque consiste no plano complexo com o círculo M = 5 deletado. Determine os ponto- 
fronteira dc S. Este conjunto ó conexo? 

Nos Problemas 27 e 28, desenhe o conjunto de pontos no plano complexo que satisfazem a desigualdade dada. 

27. ü < arg(z) < vr/6 28. -tt < arg(z) < tt/2 

Nos Problemas 29 e 30, usando arg(z) e uma desigualdade, descreva o conjunto hachurado na figura dada. 
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29. 30. 



Figura 1.5.11 Figura para o Problema 29 Figura 1.5.12 Figura para o Problema 30 

Nos Problemas 31 e 32. resolva o dado par do equações simultâneas. 

31. \z\ = 2, \z — 2| = 2 32. |z — i| = 5, arg(z) — -tt/4 


Foco em Conceitos 


33. Quando definimos região anelar, afirmamos que se p, > 0 o conjunto de pontos que satisfazem \z q,| é ex- 
teiioi ao cíiculo de raio p, e centro em q,. Em geral, descreva o conjunto correspondente a p, = 0. Em particular, 
descreva o conjunto definido por \z + 2 - 5i| > 0. 

34. (a) Quais são os pontos de fronteira de uma vizinhança deletada de q,? 

(b) Quais são os pontos de fronteira do plano complexo? 

(c) Dê vários exemplos, sem incluir o dado anteriormente, de conjuntos S que não são abertos nem fechados. 

35. Use a notação complexa e desigualdades nas partes (a) e (b). 

(a) Faça uma lista de cinco conjuntos no plano complexo que são conexos. 

(b) Faça uma lista de cinco conjuntos no plano complexo que não são conexos. 

36. ( onsidere um disco centrado em q, e definido por \z - q,| < p. Demonstre que este conjunto é limitado; para 
isso, determine um número real R > 0 tal que todos os pontos 2 no disco satisfazem |z| < R. [ Sugestão: veja a 
discussão de desigualdades na Seção 1.2.] 


37. Suponha que 2, e z, sejam pontos distintos. Usando apenas o conceito de distância, descreva, com palavras, o 
conjunto de pontos 2 no plano complexo que satisfazem \z - q,| = \z - z,|. 

38. I sando apenas o conceito de distância, descreva, com palavras, 0 conjunto de pontos 2 no plano complexo que 
satisfazem \z- i| + \z +i| = 1 . 


Nos Problemas 39 e 40. descreva o conjunto ilustrado na figura: para isso. preencha as linhas em branco na repre- 
sentação do conjunto 


{2: 


c/ou 


} 


Utilize a notação complexa para equações ou desigualdades e uma das palavras e ou ou. 



Figura 1.5.13 Figura para o Problema 39 


40. 



Figura 1.5.14 Figura para o Problema 40 
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41. Considere o conjunto S de pontos no plano complexo definido por {i/n}, n - 1, 2, 3. ... Qual(is) dos seguintes 
termos se aplica(m) a S : fronteiro., aberto, fechado, conexo . limitado ? 

42. Considere um conjunto finito S de números complexos {z x , £„ ..., z„}. S é necessariamente limitado? Justifique 

sua resposta matematicamente. 

43. Um conjunto Sé denominado convexo se todo par de pontos P e Q em S puder sei conectado poi um segnu nto 
de reta PQe todos os pontos no segmento de reta também estiverem cm S. Determine que conjuntos S no plano 
complexo definidos a seguir são convexos: 

(a) |z — 2 -H| <3 (b) 1 < |z| < 2 

(c) x > 2, y < — 1 (d) y < x 2 

(e) Re{z) < 5 (f) Re(«) A 0 

44. Um conjunto convexo, como definido no Problema 43. c necessai iamente conexo: 

45. Analise e decida se o conjunto vazio 0 é um conjunto aberto. 

46. Suponha que Sj e S 2 sejam conjuntos abertos no plano complexo. 

(a) A união SjüS? é um conjunto aberto? Se achar que a resposta é sim, tente prová-la. Se achar que a resposta 

c não. dê um contraexemplo. 

(b) Repita a parte (a) para a interseção 6, O S 2 . 

Antes de resolver os Problemas 47-50, releia as Observações no final desta seçao. 

47. Determine os pontos (a^, y 0 ) na circunferência unitária que correspondem a cada um dos seguintes números reais: 
- 4> 5, -3, 1, 10. Veja a Figura 1.5.10(a). 

48. Determine o ponto (jj, <*,) na superfície da esfera unitária que corresponde ao número complexo 2 + 5 i Veja 
a Figura 1.5.10(b). 

49. Descreva o conjunto dc pontos na superfície da esfera unitária que corresponde a cada um dos seguintes conjun- 
tos no plano complexo: 

(a) os números na circunferência unitária \z\ = 1 

(b) os números no interior do disco aberto \z\ 1 

(c) os números exteriores à circunferência unitária, ou seja-, |z[ -1. 

50. Expresse as coordenadas do ponto (:r„, y„, uf) na superfície da esfera unitária na Figura 1.5.10(b) em termos da- 
coordenadas do ponto (a, b, 0) no ponto complexo. Use estas fórmulas para comprovar sua resposta ao Prol dem 
48. \ Sugestão-, primeiro, mostre que todos os pontos na reta que contém os pontos (0. 0, 1) e (a, b. ü) sao da to: 

ma (ta, ib , 1 - £).] 


1.6 Aplicações 

Nesta seção, examinaremos algumas aplicações simples de números complexos. Na discussão a seguir 
admitiremos que o leitor tem alguma familiaridade com métodos de solução de equações diferenciai- 

ordinárias elementares. 

Na Seção 1.4 vimos como determinar raízes de números complexos. Com essa informação estamos 
aptos a examinar o problema de como resolver uma equação quadrática com coeficientes complexos, 
usando a versão complexa da fórmula quadrática, A seguir, examinaremos como números complexos e 
a exponencial complexa são usados em equações diferenciais. Esta última discussão nos levará, à lonin - 
la dc Euler e a uma nova e compacta maneira de escrever a forma polar de um númeio complexo. 1. o 
fim. exploraremos alguns modos em que números complexos sao utilizados em engenharia elétrica. 


Álgebra É provável que o primeiro encontro do aluno com números complexos tenha se dado em 
curso introdutório dc álgebra, onde deve ter aprendido que as raízes de uma equação polinomial poe 
ser complexas ou reais. Por exemplo, qualquer equação polinomial do segundo grau, ou equação qiiau 
tica, pode ser resolvida completando o quadrado. No caso geral az 2 + bx + c = 0, onde os coeficien: 
a 0 b e c são reais, a completação do quadrado cm x resulta na fórmula quadrática: 
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x = 


-b ± y/b 2 — 4 ac 


2a 


(D 


Quando o discriminante Ir - 4 ac.é negativo, as raízes da equação são complexas. Por exemplo, de (1), as 
duas raízes de ar -2x + 10 = 0 são 


x 


_ -(-2) ± V(-2) 2 -4(l)(10) = 2 ± \/— 36 
2 ( 1 ) 2 


( 2 ) 


?: ;us raizes 2, e £_> 

..[inns miiiplexos ^T os cursos introdutórios a unidade imaginária i é escrita como i = y/—l, e é feit a a hipótese de 
que as leis dos expoentes permanecem válidas, de modo que um número possa ser escri- 

,'<'l iJs í.y. T'" to corno = x/ãÕv^ = 6». Denotemos as duas raízes complexas em (2) por * = 1 + 3t e 

Z-2 — 1 - 3 i. 

Fórmula Quadrática A fórmula quadrática é perfeitamente válida quando os coeficientes a ^ 0, b e c 
de uma equação polinomial quadrática oa? + bx + c = 0 são números complexos. Embora a fórmula possa 
ser expressa exatamente na mesma forma como (1), preferimos escrever o resultado como 

— b + ( b 2 — 4 ac) 1 / 2 


(3) 


la 


ní-str texto * representa a raiz não negativa do número real a > 0. O exemplo a seguir ilustra o uso de (3). 


Vale notar que o numerador no lado direito dc (3) tem uma aparência um pouco diferente da tradicional 
— b ± y/b 2 - 4Õc dada em (1). Tenhamos em mente que, quando b 1 4 ac *= 0, o símbolo {b 2 4ac)' ' repre- 

senta o conjunto de duas raízes quadradas do número complexo b 2 4 ac. Por conseguinte, (3) fornece duas 
soluções complexas. De aqui em diante, usaremos o símbolo \f para números reais, de modo que y/a 


EXEMPLO 1 Uso da Fórmula Quadrática 

Resolvamos a equação quadrática ir + (1 - i)z -3« = 0. 

Solução Dc (3), com a = 1, b — 1 - í e c = 3 z, temos 

— (1 — t) + [(1 - i) 2 ~ 4(— 3?')] 1/2 = 1 
2 “ 2 2 

Para calcular (10i) ,/2 usamos (4) da Seção 1.4, com r = y/l M = w/2 e n = 2. As duas raízes quadradas 


-1 + i + (10?) 


1/2 


(4) 


de 10?' são: 


wq = VTÕ ^cos ^ + isen^) = v/TÕ + -j= - Vb + y/òi 


t — ( 5tt 

W\ = v 10 I cos — — bis 


se„^=vW-4-AÓ=-V5- 


Portanto, (4) fornece dois valores: 


1 


51 = 


— 1 + i T ( y/E + y/ò i 


V y /2 y /2 


5 i. 


Z2 = 


1 
2 L 


. as raizes .: <* nao 

Essas soluções da equação original, escritas na forma z = a + ib, são 


1 + i + f-\/5 - V5í 




□ 


Fatoração de um Polinómio Quadrático Para determinar todas as raízes de uma equação polino- 
mial podemos fatorar o polinómio completamente. Esta afirmação representa um coroláiio de um impor- 
tante teorema que provaremos na Seção 5.5. Por ora, notemos que se z í e z 2 forem as duas raízes definidas 
por (3), o polinómio quadrático az 1 + bz + c pode ser fatorado como 
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az ' 2 + bz + <■ = a( z ~ -i)(- - Z2 ^ ^ 

Por exemplo, já usamos (2) para mostrar que a equaçao 1 +^0 mando números complexos: 

c - = 1 31 Com a = 1, (5) nos permite tatorar o polmomio .<• a ■ ‘o 

** _ 2x . + 10 = [ X _ (1 + 3i)] [* - (1 - 31)] = (* - 1 - «)(* - 1 + :ií) - 

De modo similar, a fatoração do polinómio quadrático # + (1 - 0* “ 3i ’ do Exeinplo C 6 
Z~ “b (1 


z -i(V5-l)-|(v / 5 + 1 )* 
£í 


z + \{^0 + l) + Í(\/5-l)l 


elétrica. 


Equações Diferenciais O primeiro passo na solução do u na eq C homogênea as- 

ordem af + V + cy = X*) “na coeficientes reais a e c = = ^.Vara comprovar isso. 

suciada af + bf + cy = 0. Esta última equaçao pos u soluçada tonna y 

substituímos y = jf = « / =« re ~ em “SÍ + í,;,/ + ° V ~ " , „ 

oV » + by’ + cy = am?e mx + bme mI + ce"“ = e mI («» 2 + bm + e) = 0. 


| * 0/ 

, 1 • ... flBw p nma solução da equação homogênea sempre 

De e’" f (amr + bm + c) = 0 po emos conc im ' 2 bm + c _ 0 Esta última equação quadrática 6 de- 
que m for uma solução da equaçao po moui • c • i à equação homogênea. Quando os coefi- 

noininada equação característica ou equaçao auxdnu W J ou seja . 

cientes de uma equação polinomial sao reais, a equaçao n^ pode terjpen^^ ^ ^ (;aractcrís . 

raízes complexas sempre devem ocoirem em ^ soluções de af + hj + cy = 0 são fuu- 

tica possuir raizes complexas + - = (a , flx Para ob ter soluções reais da equaçao diferencial, 

ções exponenciais complexas y - e e y 

usamos a fórmula de Euler 


e lü — cos 9 -f iacuO, 


(6 


onde 9 é real. Substituindo 0 alternadamente por /3 e -f), usamos (6) para escrever 

e („+i/3)i _ e ax e ii3x _ e <**(cos/3x + isen/3:r) e e M)* = e M e *=« (cos, ir l3en 

Como a equação diferencial é homogênea, as combinações lineares 


1 r 


yi = 2 


p (a-t-i/U x _j_ g(a 0)x 


2/2 


2 i 


e 


(«+i/3)x _ e (o c-i0)x 


também são soluções. Contudo, devido a (7), estas duas expressões são funções reais: 

= e ax cos f3x e 2/2 = e“ x sen (3x. 













(8 


EXEMPLO 2 Solução de uma Equação Diferencial 

Calculemos a solução da equação y" + 2y' + 2y = 0. 

, . , ~ r m 2 j. o™ 4- 2 = 0 e obtemos as raízes com- 

solução ApUcamos a fórniula qiiailratica a i = “ „ = t e ,= \. (8) nos fornece as duas soluçõe 
plexas m, = -1 -r ie m 2 — — -5 

y = c 'cos .r e y. 2 = t sen .r. 


Vale recordar que a chamada solução geral de urna equaçao j íal- 

consiste em uma combinação linear de » so luçoes l-earmeiite n^^nd ^ A X 
lução geral da equação diferencial de segunda ordem em questão ey-c, Jfc + Vj! 
x onde c, e c, 2 são constantes arbitrárias. 


Forma Exponencial de mn Número 

dados em (6) c (7) foram obtidos os mesmos representar am hipóteses, por ç 
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ainda não havia sido definida. Como uma breve antecipação do material nas Seções 2.1 e 4.1, a exponen- 
cial complexa e r é o número complexo definido por 

c~ — e x lfJ — ( ' (cos y -+ isnii/j. 


Embora a prova seja adiada até a Seção 4.1, (9) pode ser usada para mostrar que a familiar lei dos expo- 
entes é válida para números complexos z x e z 2 : 


e Zl e Z2 — e Zl+Z2 , 


(10) 


Devido a (10). os resultados em (7) são válidos. Além disso, notemos que a fórmula de Euler (4) é um 
caso especial de (9) quando 2 é um número puramente imaginário, ou seja, com x = 0 e y substituído por 
6. A fórmula de Euler provê uma notação conveniente para diversos conceitos estudados anteriormente 
neste capítulo. A forma polar de um número complexo z, z= r ( cos 6 + i sen 6) pode ser escrita, de modo 
compacto, como 

i0 


r< 


(ii) 


Esta forma conveniente é denominada forma exponencial de um número complexo z. Por exemplo, i — 
e Tl/ - e 1 + i = y/2(rt\ Adicionalmente, a fórmula para as n raízes rc-ésimas de um número complexo, (4) 
da Seção 1.4, se torna 

z 1/n = •^ e i(8+ 2 M/n fc = 0,1,2 ,... ,n-l. (12) 


Engenharia Elétrica Ao aplicar matemática a .situações físicas, engenheiros e matemáticos muitas 
vezes abordam o problema de formas completamente diferentes. Por exemplo, consideremos o problema 
de determinar a corrente de estado estacionário i (f) em um circuito LRC série, no qual a carga q(t) no 
capacitor é descrita, para tempo t > 0. pela equação diferencial 


r d 2 q n dq 1 _ 

L dfi +R Jt + c 9 = Eomn 'i t 


(13) 


onde as constantes positivas L. R e C são a indutância. a resistência e a capacitáncia, respectivamente. 
Para determinar a corrente de estado estacionário i (t) primeiro determinamos a carga de estado estacio- 
nário no capacitor através do cálculo de uma solução particular q p (t) de (13). Prosseguindo como em um 
curso de equações diferenciais, usaremos 0 método de coeficientes indeterminados para calcular q p (l). Para 
isso, adotamos uma solução particular da forma q p (t) = A sen 7 1 + B cos 7 1 e a substituímos na equação 
diferencial; simplificamos esta última, igualamos os coeficientes de funções semelhantes e resolvemos as 
equações resultantes para as incógnitas A e B. Deixamos como exercício provar que A = E {] X ’/( 7 Z 2 ) e 
B — E 0 R/ (-7Z 2 ), onde as grandezas 


X = Z/y — I/C7 


7= s/x- + ~R 2 


(14) 


são denominadas, respectivamente, reatância e impedância do circuito. Portanto, a solução de estado es- 
tacionário ou carga de estado estacionário no circuito é 


%{t) = 


EnX 


sen 7 1 — 


EnR 


COS 7 1 . 


~(Z 2 1 ~fZ 2 

Desta solução e de i.ft) — (/ (í) obtemos a corrente de estado estacionário: 

. . . E 0 f R X 

bit) = — I - sen 74 - — cos 7 1 


(15) 


Engenheiros eletricistas com frequência usam análise complexa para resolver problemas como este. An- 
tes de mais nada, para evitar confusão com a corrente i um engenheiro eletricista denota a unidade ima- 
ginária i pelo símbolo j: em outras palavras, f = 1. C01110 a corrente está relacionada à carga elétrica q 
por i = dq/dt , a equação diferencial (13) ó 0 mesmo que 


T di 1 

E— - + Ri + —q = E()Sen 7Í. 
dt C 


( 16 ) 


Tendo em vista a. fórmula de Euler (6), st' 0 for substituído pelo símbolo 7 a tensão aplicada E fí sen 7 f é 
o mesmo que Im (E 0 e rt ). Esta última expressão sugere que 110 método de coeficientes indeterminados ten- 
temos uma solução de (16) na forma de um múltiplo constante de uma exponencial complexa, ou seja, 
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iÁO = Substituímos ^ “ de !p/a“ \Tnml antiderivaxla da 

e». O resultado é <*, + « + 1 W = * * ^ “ 

E 0 _ Só (17) 


A = 


R + j\ L ~>~c^ 


R + jX 


\r ’ 


1 V ' a reatância dada era (14) . 0 denominador da última expressão, Z, - R + j{ Li 

impedância complexa do circuito. Como o módulo da impenda — çae ^1 = V +j 

vemos de (14) que a impedância * e a nupedanna complexa if^m m) podemos screver a impedância 
A partir da forma exponencial de um número complexo dada em ( 1 i ) , poü 

complexa como 

Ll — 

Z v = \Z C \ e j0 = Ze j0 onde tan 0 = - 


Cl 


R 


. . r 7 / p !( 7p^ L \ e a corrente de estado estacionário como 

Com isso, (17) fica escrita como A = Ejz r - E,/{Zc ) e a con 


Eü -jejyt 


i p {t) = Im I -7e 


(18) 


Z 


<*—> * 

eqi lação diferencial 


L— + Ri + Í<? = Eo cos 7 1 
dt C 


( 10 ) 


ai ^ ^ , 

^dTfc^Sô íríeícl 1 - ae ( 10 ) como 


i p (t) = Re(f e-»S*) ■ 


LÜÍ 


Comparação com Análise Real 


Nesta seção vimos que. se * for uma raiz complexa de 

lnção, sempre cpie todos os coeficientes do po monno oruni ^ Neste caso. podemos obter um 

i ~ 

tira é válida. Veja Problemas 27 e 28 do Conjunto de Exercícios 1.6. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 1.6 <v& Sduçõe, de PM S. 1 -* * Orí, m hm - ** * '"™ 

Nas Problemas 1 6 , resolva a equação dada usando a fórmula quadrática (.1). A seguir, use U) !>■“* Uoim ° 1 


2. iz 2 - 2 4- i = o 

4 . z 2 _ (i _|_ 9 i) z - 20 + 5i = 0 


nômio. 

1. 2 a + iz — 2 = 0 

3. z 2 — (14- i)z 4- 6 — 3 7i = 0 

6 . I/+(2 - 3i)s - 1 - 3i = 0 [Smjestão: veja o Problema 15 do Conjunto de Exercícios 1.4.; 
Nos Problemas 7 12. expresse o número complexo dado na forma exponencial * = r* 

7. -10 

9 . -4 - 4i 10 ' 

11. (3 — i) 2 


8 . — 2m 
2 


1 + i 

12. (l + i) 2ü 
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, Problemas 13-16, determine soluções da equação diferencial homogênea dada. 

13. y " - Ay' + 13y = 0 14. 3y" 4 2y' 4 y = 0 

1 5. y ”4 i/ 4 y = 0 16 . // , 4 2y' 4 4y = 0 

Problemas 17 20, determine a carga de estado estacionário q p (t) e a corrente de estado estacionário para o 
uto IRC série descrito pela equação diferencial dada. Determine a impedância complexa e a impedância do cir- 
;:to. Use o método complexo discutido anteriormente. 


17. ~ +6i + 25q= lOcosõí 
dt 

19. U -i- i 4 2q = 100 sen I. 
dt 


18 . — 46 ? 4 25 q = lOsenõt 
dt 

20 . — + i + 2q = 100 cosí 
dt 


Foco em Conceitos 


21. Investigue como (3) pode ser usada para determinar as quatro raízes de 2 4 2r 4 1 - 2 i - ü. Implemente suas 
ideias. 

22. Se z x é uma raiz de urna equação polinomial com coeficientes reais, então o conjugado z, = 2 , também é uma 
raiz. Prove este resultado no caso de uma equação quadrática azr 4- bz + c — 0, onde a 0. b e c são leais. Ini- 
cie com as propriedades de conjugados dadas em (1) e (2) da Seção 1.1. 

\ , s Problemas 23 c 24. use o Problema (22) e (5) desta seção para fatorar o polinómio quadrático dado. caso o nú- 
.ero complexo indicado seja uma raiz. 

3 5. 

23. 4 z 2 4 12s 4 34 = 0-, zi = -- 4 -?. 

, 1 \/l9. 

24. 5z 2 - 2z 4 4 = 0; z\ = - 4 -r-» 

5 a 

25. (a) Determine uma equação polinomial quadrática da qual 2 / é uma raiz. 

(b) Sua resposta à parte (a) é única? Explique isso de forma detalhada. 

26. Se Zi for uma raiz de uma equação polinomial com coeficiente principal 1 e pelo menos um coeficiente nao real 
então i, não é uma raiz. Prove este resultado no caso de uma equação quadrática zr + bz + c = 0, onde pelo 
menos um dos coeficientes & e c é um número complexo não nulo. 

Nos Problemas 27 e 28, fatore o polinómio quadrático dado, caso o número complexo indicado seja uma de suas raí- 
zes. [Sugestão: considere o uso de divisão longa ou sintética.] 

27. 3 iz 2 + (9 — 16i)z - 17 - 1 ; z\ =54 2 i 

28. 4z 2 4 (-13 4 18 i)z - 5 - 10?'; z\ = 3 - 4? 

Nos Problemas 29 e 30, comprove a plausibilidade da fórmula de Euler (6) nas duas formas especificadas. 

29. É sabido que a serie de Maclaurin e* = £7=0 4* n = l + * + l í * í + J j * S + -“ converge para todos os valores 

de x. Tomando esta afirmação como verdadeira, substitua x = i6< com 0 real, na série e simplifique as potências 
?". Veja o que resulta quando a série é separada nas partes real e imaginária. 

30. (a) Comprove que y, - cos 0 e y 2 = sen 0 satisfazem a equação diferencial linear e homogênea de segundo grau 

d 2 y 


de 2 


-f -y — 0. Como o conjunto de soluções que consiste em y } e y } é linearmente independente, a solução ge- 


ral da equação diferencial é y = CjCos 0 4- c,sen 0. 

(b) Comprove que y = e‘l onde i é a unidade imaginária e 0 é uma variável real. também satisfaz a equação 
diferencial dada na parte (a). 

(c) Como y = é 0 é uma solução da equação diferencial, deve ser possível obter y da solução geral dada na parte 
(a): em outras palavras, deve haver coeficientes específicos c, e c, tais que e" = Cjcos 0 + A>sen 0. Comprove, 
de y — é'\ que y(0) — 1 e y'( 0) = ?. Use estas duas condições para determinar q e c,,. 

31. Determine uma equação diferencial linear e homogênea do segundo grau da qual y = e " J cos ‘2x seja uma solução. 

32. (a) Diferenciando a Equação (13) em relação a í, mostre que a corrente no circuito IRC série é descrita por 
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_ cri _ di 3 . 

L dê + R j t + c’ = Ea ' tcos ' rt ■ 

(b) Use o método dos coeficientes indeterminados para calcular uma solução particular de i, h {t) = Ae>'" da equa- 
ção diferencial 

• d“Í —dl 1 . r, jyt 

h dT? +Ii dt + c %= L ° le ■ 

(c) Como o resultado da parte (b) pode ser usado para determinar uma solução particular i p (t) da equação di- 
ferencial da parte (a)? Implemente suas ideias e comprove que i p (t) é o mesmo que (15). 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 33 36. use um SAC para auxiliar na faturação do polinómio quadrático dado. 

33. z 2 — 3 iz — 2 34. z 2 — y/Zz — i 

35. iz 2 - (2 + 3i)z + 1 + 5i 36. (3 + i)z 2 + (1 + 7i)z - 10 


Nos Problemas 37 e 38, use um SAC para resolver a equação polinomial dada. Em Mathematica , o comando Solve 
calculará t odas as raízes de equações polinomiais de até quarto grau por meio de uma fórmula. 

37. z 3 - 4z 2 -I- lü = U 38. z 4 + 4iz 2 + 10?' = 0 


Nos Problemas 39 e 40. use um SAC para resolver a equação polinomial dada. Em Mathematica , o comando NSolve 
calculará valores aproximados para todas as raízes de equações polinomiais de grau igual ou superior a cinco. 

39. z 6 - z - 12 = 0 40. z 6 - z 4 + 3 iz 3 -1 = 0 


Projetos 


41. Fórmula Cúbica Neste projeto você deve investigar a solução de uma equação polinomial cúbica por meio de uma 
fórmula que use radicais, ou seja. uma combinação de raízes quadradas e cúbicas de expressões que envolvem os 
coeficientes. 

(a) Para resolver uma equação cúbica geral z 3 + ar + bz + c = 0. basta resolver uma equação cúbica reduzida 
:i? = mx + h. pois a equação cúbica geral pode ser reduzida a este caso especial com a eliminação do termo 
az 2 . Substitua z = x a/3, comprove esta afirmação e determine valores para m e n. 

(b) Use o procedimento delineado na parte (a) para determinar a equação cúbica reduzida para z ! + 3 z 2 3z 
9 = 0. 

(c) A solução dc x l — mx + n é dada por 


x = 


/ „2 

3 \ 1/21 

1/3 


/ 2 3 \ 1/2" 

- + ( ~ 
2 V 4 

rn \ 

+ 

n 

( n rn \ 

' 27/ 

2 ~ 

VT" 27/ 


1 1/3 


Use esta fórmula para resolver a equação cúbica reduzida determinada na parte (b). 

(d) Desenhe os gráficos do polinómio £ d- 3 z 2 - 3z - 9 e do polinómio obtido da equação cúbica reduzida da 
parte (b) e estime a localização dos pontos em que cada curva corta o eixo x. 

(e) Compare seus resultados da parte (d) com as soluções obtidas na parte (c). Explique quaisquer aparentes 
discrepâncias. Determine as três soluções dc z s + 3/? - 3z 9 = 0. 

(f) Faça uma pesquisa de literatura para encontrar deduções com motivação geométrica (usando um quadrado 
c um cubo) da fórmula quadrática, e da fórmula dada na. parte (c) para. a solução da equação cúbica reduzi- 
da. Por que a denominação quadrática é aplicada à fórmula, uma vez que o prefixo quad advém da palavra 
latina para o número quat ro? 


42. Matrizes Complexas Neste projeto, assumimos que o aluno tenha alguma experiência com matrizes ou esteja 
disposto a aprender algo sobre elas. 

Certas matrizes complexas, ou seja, matrizes cujos elementos ou entradas são números complexos, são impor- 
tantes em matemática aplicada. Uma matriz complexa .4 n x n é denominada 


Hermitiana 


Anti-fierrnitiana 


Unitária 


se A t = A, 
seÃ T = -A, 
se Ã T = AT 1 . 
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i ) símbolo .4 representa o conjugado da matriz A, ou seja, a matriz obtida tomando o conjugado de cada 
Cemento de A. A representa a transposta de A: a matriz obtida trocando as linhas pelas colunas de A. O 
negativo -A c a matriz formada tomando o negativo de todos os elementos de A; a matriz /I 1 é o inverso 
multiplicativo de .4. 


a Qual(is) da(s) seguinte(s) matriz(es) á(são) hermitiana(s), anti-hermitiana(s) ou unitária(s)? 


3?: 

10 

-10 - 

-10 

0 

4 + ?: 

10 - 2? 

— 4 + ? 

—5? 


( 1 0 0 


1 

0 

0 

0 

2 + ?: 

-2 + ?: 

\/ÍÕ 

/iõ 

0 

2 4* i 

2 — i 

x/IÕ 

VTõ / 


c = 


2 1 + li — 6 -|- 2 i 

1—7 i 4 1 + i 

-6 — 2 i 1 — i 0 


\ 


(b) O que pode ser dito a respeito dos elementos na diagonal principal de uma matriz hermitiana? Prove sua 
afirmação. 

(c) O que pode ser dito a respeito dos elementos na diagonal principal de uma matriz anti-hermitiana? Prove 
sua afirmação. 

(d) Prove que os autovalores de uma matriz hermitiana são reais. 

(e) Prove que os autovalores de uma matriz anti-hermitiana são imaginários puros ou zero. 

(f) Prove que os autovalores de uma matriz unitária são unimodulares, ou seja, j A| = 1. Indique onde esses au- 

tovalores estão localizados no plano complexo. 

(g) Prove que o módulo de uma matriz unitária é um, ou seja. |det A\ = 1. 

(li) Faça uma pesquisa de literatura para encontrar uma aplicação de cada um desses tipos de matriz. 

(i) Quais são os análogos reais desses três tipos de matriz? 


Questionário de Revisão do Capítulo 1 


(Veja Soluções dc Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 


Nos Problemas 1 22, responda verdadeiro ou falso. Sc a afirmação for falsa, justifique sua resposta explicando por 
que ó falsa ou dê um contraexemplo; se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta provando a afirmação ou 
cite um resultado pertinente do capítulo. 


1. R9.(z 1 z 2 ) = Re(z l )Re(z 2 ) 

2. Im(4 + 7z) = 1% 

3. \ z 1 1 = 1 2 1 1 


4. Se Iin(z) > 0, então Re( \jz) > 0. 


5. i < 10Í 


6. Se z ^ 0, então Arg(z -f z) = 0. 

7. I® + iy\ < \x\ + |?/| 



8. arg(z) = arg 
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9. Se z — z, então z é imaginário puro. 

10. arg(-2 4 10?') = 7 r - tan *(5) + 2n7r, para n inteiro. 

11. Se z for uma raiz de uma equação polinomial a n z" 4- (i u ,z" 1 4 ... a, 2 a 4 o, , 2 ° = 0, então z também é uma raiz. 

12. Para qualquer número complexo não nulo z existe um número infinito de valores para arg(z). 

13. Se | z 2| < 2, então |Arg (z)| < n/2. 

14. O conjunto S de números complexos z — x 4 iy cujas partes real e imaginária estão relacionadas por y = sen x 
é um conjunto limitado. 

15. O conjunto S de números complexos z que satisfazem \z\ < 1 ou \z 3z| < 1 é um domínio. 

16. Considere um conjunto S de números complexos. Se o conjunto A de todas as partes reais dos números em S for 
limitado e o conjunto B de todas as partes imaginárias dos números em S for limitado, então necessariamente o 
conjunto S é limitado. 

17. O setor definido por tt/ 6 < arg(z) < tt/ 6 não é aberto nem fechado. 

18. Para z ^ 0. há exatamente cinco valores de 2 A 5 = (z 3 ) 1A \ 

19. Um ponto de fronteira de um conjunto S é um ponto em S. 

20. O plano complexo com eixos real e imaginário deletados não tem pontos de fronteira. 

21. Im(e4) = sen 0. 

22. A equação z" = 1, sendo n um inteiro positivo, terá apenas soluções reais para n = 1 e n = 2. 

Nos Problemas 23 50, tente preencher os espaços sem recorrer ao texto. 

e b — 


n -L 3 — i 2 — 2 i 

23. Se a 4 10 = „ 4 — , então a = 


24. Se 2 = 


Ai 


2 43 i 1 


Òl 


então \z\ = 


-3 - Ai 
25. Se \z\ = Re(z), então z = 


26. Se z — 3 4 Ai, então Re = 

27. O argumento principal de z = 1 -té 

28. 


ít2 


í A-zl = 


29. arg((l 4 if) 
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/ , K \ 4S3 

• (è + ^0 = 


ia + «ri 


Im((l 4 íY) = 


e Re((l 4 *) H ) = 


31. Se um ponto 2 ; está no segundo quadrante, então iz está no 

32. i 127 — 5i 9 4 2i~ 1 — 


quadrante. 


33. Dos três pontos z, = 2,5 4 l,9i, z 2 = 1,5 2,9? e 2 ^ — -2,4 4 2,2?, c o mais distante da origem. 

34. Se 3 iz - 2z — 6, então z = . 

35. Se 2x - 3 yi 4 9 = -x 4 2 yi 4 5?, então z = x 4 iy — . 

5 

36. Sc z = — : , então Arg(z) = 

— V 3 4 i 

37. Se z ^ 0 for um número real, então 2 4 2 1 é real. Outros números complexos z = x 4 iy para os quais z 4 zr l é 

real são definidos por \z\ = . 

38. O vetor posição de comprimento 10 que passa por (1, -1) é o mesmo que o número complexo z = . 

39. O vetor z = (2 4 2?)(\/3 4 ?) está no quadrante. 

40. A fronteira do conjunto S de números complexos z que satisfazem simultaneamente Im(z) > 0 e |z 3i| > 1 é 

41. Em palavras, a região no plano complexo em que Rc(z) < Im(z) é . 

42. Na região do plano complexo que consiste nos dois discos ]z 4 *| < 1 e |z- ?j < 1 é (conexa/não conexa). 
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43. Suponha que % não seja um número real. As circunferências \z- z í) \ = \z a z^\ e\z- z Q \ = \ Zg 

no eixo (real /imaginário). 

44. Na notação complexa, uma equação do círculo com centro 1 (pie passa por 2 - i 6 . 

45. Um inteiro positivo n para o qual (1 4- i) n — 4096 é n — . 

<4 -sir _ 

(5 + 4i) 058 


z 0 1 se cruzam 


47. De (cos 9 + i sen #) 4 = cos 40 + i sen 40 , obtemos as identidades trigonométricas reais: cos 40 = e sen 

40 - . 

48. Quando z é um ponto no interior do disco aberto definido por \z\ < 4. um limite superior para \z' -2 zr 4 - fiz + 2j 

é dado por . 


49. No Problema 22 do Conjunto de Exercícios 1.6 vimos que se Zy for uma raiz de unia equação polinomial com 

coeficientes reais, então seu conjugado z 2 — também é uma raiz. Admita que a equação polinomial cúbica 
az* 4- bz 1 + cz + d = 0. onde a, b, c e d são reais, tem exatamente três raízes. Uma das raízes deve ser real por- 
que . 

50. (a) Interprete a representação circular para potências positivas inteiras de i dada na Figura 1.R..1. Use esta re- 

presentação para determinar i" para os seguintes valores de n: 

5, 9, 13, 17, 21. ... ; i n = 

6, 10, 14, 18, 22, ; i n = 

7, 11, 15, 19, 23, ... ; i n = 

8, 12, 16, 20, 24, . . . ; i 11 = 

(b) Reexamine os valores de n nas quatro linhas da parte (a) e, então, divida cada um por 4. Com base em sua 
descoberta, deduza uma regra fácil para calcular i" para qualquer inteiro positivo n. Use sua regra para cal- 
cular 


•33 -68 -87 -102 -624 

l = ,í = ,1 = ,t = = 



Figura 1.R.1 Figura para o 
Problema 50 
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Questionário de Revisão do Capítulo 2 


Introdução No último capítulo apresentamos os números 
complexos e examinamos algumas de suas propriedades al- 
gébricas c geométricas. Neste capítulo focaremos o estudo 
de funções de um conjunto de números complexos a outro 
conjunto de números complexos. Veremos que, ao contrário 
das funções estudadas em cálculo elementar, não é possível 
desenhar um gráfico de uma função complexa. Por conse- 
guinte, introduziremos a noção de uma transformação ou 
mapeamento como uma forma alternativa para a represen- 
tação gráfica de uma função complexa. Os conceitos de um 
limite da continuidade de uma função complexa também 
são apresentados neste capítulo. 
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2.1 Funções Complexas 


/ 

Um dos mais importantes conceitos em matemática é o de função. E provável que o aluno ainda se re- 
corde de cursos anteriores que uma função é uma espécie de correspondência, entre dois conjuntos; de 
modo mais específico: 


Uma função f de um conjunto A em um conjunto B é uma regra de correspondência que associa 
ca, da elemento em .4 a um e apenas um elemento em B. 


Com frequência pensamos sobre uma função como sendo uma regra ou máquina que aceita entradas do 
conjunto A e retorna saídas em um conjunto B. Em cálculo elementar, estudamos funções cujas entra- 
das e saídas são números reais. Tais funções são denominadas funções de valores reais de uma variável 
real. Nesta seção iniciamos o estudo de funções cujas entradas e saídas são números complexos. Na- 
turalmente, são denominadas funções complexas dc uma variável complexa ou. simplesmente, funções 
complexas. Como veremos, muitas funções complexas interessantes o úteis são apenas generalizações 
de funções bem conhecidas do cálculo. 


r unções Suponhamos que / seja uma função de um conjunto ,4 no conjunto B. Sc / associar o elemento 
a de ,4 ao elemento b de B. dizemos que b é a imagem dc a sob /. ou o valor de / em a. e escrevemos b 
f (a). 0 conjunto ,4 conjunto das entradas c denominado domínio de /; o conjunto de imagens cm B 

o conjunto das saídas — é denominado imagem de /. Denotamos o domínio e a imagem de urna função 
/ por \)nm(J) e li • [J i, respectivamente. Como um exemplo, consideremos a função “elevar ao quadrado" 
f(x) — a?, definida para a variável real x. Como qualquer número real pode ser elevado ao quadrado, o 
domínio de /6o conjunto R de todos os números reais. Isto é. Dom (f) = .4 = R. A imagem de / consis- 
te em todos os números reais ;r, onde x ê um número real. E óbvio que ar > 0. para todo x real, e c uma 
tarefa simples verificar, do gráfico de /, que a imagem de fé o conjunto de todos os números reais não 
negativos. Por conseguinte, Img (f) é o intervalo [ü. oo). A imagem dc / não precisa ser todo o conjunto B. 
Por exemplo. / pode ser vista como uma função de A = R cm B = Re. neste caso. a imagem está contida 
em B. mas não é o mesmo que B. ‘ 

Como indica a definição a. seguir, uma, função complexa é uma função cujas entradas e saídas são nú- 
meros complexos. 


Definição 2.1.1 Função Complexa 

Unia fimção complexa é uma função / cujos domínio e imagem são subconjuntos do conjunto de nú- 
meros complexo C. 


Uma função complexa também é denominada função de valor complexo de uma variável complexa. 

Na maioria das vezes empregaremos os símbolos usuais /. ge h para denotar funções complexas. Além 
disso, entradas de uma função complexa /serão, em geral, denotadas pela variável ~, e as saídas, pela va- 
riável w = f(z). Quando nos referirmos a uma função complexa, usaremos três notações indistintamente; 
por exemplo, f(z) = z i w = z i ou, apenas, a função z i. Ao longo dc todo o texto, a notação w = 
f(z) denotará sempre uma função complexa, enquanto a notação y = f(x) será reservada para representar 
uma função de valor real de uma variável real x. 


EXEMPLO 1 Função Complexa 

(a) A expressão zr (2 + i)z pode ser calculada para qualquer número complexo z e sempre resultará em 
um único número complexo, de modo que J(z) — r (2 + i)z define uma função complexa. Valores 
de / podem ser calculados com o uso das operações aritméticas para números complexos dadas na 
Seção El. Por exemplo, nos pontos z= ic z = 1 + i obtemos 

O conjunto li ó denominado contradomínio de /e. em geral, representado por C'oDom(/). (N.T.) 
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2.1 Funções Complexas 


/ 

Um dos mais importantes conceitos em matemática é o de função. E provável que o aluno ainda se re- 
corde de cursos anteriores que uma função é uma espécie de correspondência, entre dois conjuntos; de 
modo mais específico: 


Uma função f de um conjunto A em um conjunto B é uma regra de correspondência que associa 
ca, da elemento em .4 a um e apenas um elemento em B. 


Com frequência pensamos sobre uma função como sendo uma regra ou máquina que aceita entradas do 
conjunto A e retorna saídas em um conjunto B. Em cálculo elementar, estudamos funções cujas entra- 
das e saídas são números reais. Tais funções são denominadas funções de valores reais de uma variável 
real. Nesta seção iniciamos o estudo de funções cujas entradas e saídas são números complexos. Na- 
turalmente, são denominadas funções complexas dc uma variável complexa ou. simplesmente, funções 
complexas. Como veremos, muitas funções complexas interessantes o úteis são apenas generalizações 
de funções bem conhecidas do cálculo. 


r unções Suponhamos que / seja uma função de um conjunto ,4 no conjunto B. Sc / associar o elemento 
a de ,4 ao elemento b de B. dizemos que b é a imagem dc a sob /. ou o valor de / em a. e escrevemos b 
f (a). 0 conjunto ,4 conjunto das entradas c denominado domínio de /; o conjunto de imagens cm B 

o conjunto das saídas — é denominado imagem de /. Denotamos o domínio e a imagem de urna função 
/ por \)nm(J) e li • [J i, respectivamente. Como um exemplo, consideremos a função “elevar ao quadrado" 
f(x) — a?, definida para a variável real x. Como qualquer número real pode ser elevado ao quadrado, o 
domínio de /6o conjunto R de todos os números reais. Isto é. Dom (f) = .4 = R. A imagem de / consis- 
te em todos os números reais ;r, onde x ê um número real. E óbvio que ar > 0. para todo x real, e c uma 
tarefa simples verificar, do gráfico de /, que a imagem de fé o conjunto de todos os números reais não 
negativos. Por conseguinte, Img (f) é o intervalo [ü. oo). A imagem dc / não precisa ser todo o conjunto B. 
Por exemplo. / pode ser vista como uma função de A = R cm B = Re. neste caso. a imagem está contida 
em B. mas não é o mesmo que B. ‘ 

Como indica a definição a. seguir, uma, função complexa é uma função cujas entradas e saídas são nú- 
meros complexos. 


Definição 2.1.1 Função Complexa 

Unia fimção complexa é uma função / cujos domínio e imagem são subconjuntos do conjunto de nú- 
meros complexo C. 


Uma função complexa também é denominada função de valor complexo de uma variável complexa. 

Na maioria das vezes empregaremos os símbolos usuais /. ge h para denotar funções complexas. Além 
disso, entradas de uma função complexa /serão, em geral, denotadas pela variável ~, e as saídas, pela va- 
riável w = f(z). Quando nos referirmos a uma função complexa, usaremos três notações indistintamente; 
por exemplo, f(z) = z i w = z i ou, apenas, a função z i. Ao longo dc todo o texto, a notação w = 
f(z) denotará sempre uma função complexa, enquanto a notação y = f(x) será reservada para representar 
uma função de valor real de uma variável real x. 


EXEMPLO 1 Função Complexa 

(a) A expressão zr (2 + i)z pode ser calculada para qualquer número complexo z e sempre resultará em 
um único número complexo, de modo que J(z) — r (2 + i)z define uma função complexa. Valores 
de / podem ser calculados com o uso das operações aritméticas para números complexos dadas na 
Seção El. Por exemplo, nos pontos z= ic z = 1 + i obtemos 

O conjunto li ó denominado contradomínio de /e. em geral, representado por C'oDom(/). (N.T.) 
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e 


(b) A expressão g(z ) = 


e 


/(*) - W 2 - (2 + 0(0 = - 1 - 2i + 1 = - 2i 

/( 1 + i) = (1 4- i) 2 - (2 + 0Í 1 + o = 2í - 1 - 3i = -1 - Í- 

z + 2Re(z) também define uma função complexa. Alguns valores cie g são: 

g(i) = i + 2Re (z) = i + 2(0) = i 
g{ 2 - 30 = 2 - 3?; + 2Re (2 - Si) = 2 - 3/4- 2(2) = 6 - Si. 


Quando o domínio de uma função complexa não é especificado explicitamente, assumimos que seja o 
conjunto de todos os números complexos zpara os quais f(z) é definida. Este conjunto é, às vezes, denomi- 
nado domínio natural de /. Por exemplo, as funções f{z) = 2" - (2 + i)z e g(z) — ~ + 2Re(Q do Exemplo 
são definidas para todos os números complexos z, de modo que Dom (f) = C e Dom (g) = C. A função com- 
plexa h(z) = z/(£ + 1) não c definida em z = i e em z = -t, pois o denominador z 2 -f 1 é igual a 0 quando 
z = ±i Por conseguinte. Dom (h) é o conjunto de todos os números complexos, excetuando i e -i. 

Na introdução, definimos uma função de valor real de uma variável real como uma função cujos domí- 
nio c imagem são subconjuntos do conjunto dos números reais R. Como R é um subconjunto do conjunto 
dos números complexos C, toda função de valor real de uma variável real também é uma lunção complexa. 
Veremos, em breve, que funções de valores reais de duas variáveis reais x e y também sao tipos especiais 
de funções complexas. Essas funções terão um papel importante no estudo de análise complexa. Para 
evitar a repetição da longa denominação função de valor real de uma variável real usaremos, de aqui cm 
diante, o termo função real para designar qualquer tipo de função estudada em cursos de cálculo dc uma 

ou múltiplas variáveis. 

Partes Real e Imaginária de uma Função Complexa Muitas vezes é útil expressar as entradas 
e saídas dc uma. função complexa em termos de suas partes real e imaginária, Se w = f(z) for uma funçãí 
complexa, então a imagem de um número complexo z=x+ iy sob fé um número complexo w = u + iv. 
Simplificando a expressão f(x + iy), podemos escrever as variáveis reais u e v em termos das variáveis re- 
ais x e y. Por exemplo, substituindo o símbolo z por x Hh iy na função complexa w = 2 ?, obtemos 

w = u 4- iv = (x + iy) 2 = x 2 - y 2 + 2 xyi. ( 1 

De (1), vemos que as variáveis reais u e v são dadas por u = x* - y 2 e v = 2xy. Este exemplo mostia qu< 
se w = u + iv = f(x + iy) for uma função complexa, então u e v são ambas funções das duas variáveis 
reais x e y. Ou seja, escrevendo z = x + iy, podemos expressar qualquer função complexa w — j{z) em 
termos de duas funções reais como: 

f(z) = u{x.y) + iv(x.y). 9 ( 2 ) 

As funções u(x, y) e v(x, y) em (2) são denominadas partes real e imaginária de /, respectivamente. 


EXEMPLO 2 Partes Real e Imaginária de uma Função 


Determinemos as partes real e imaginária das funções (a) f{z) — r (2 + 2i)z e (b) </(~) - ^ 2Re(~). 

Solução Em cada caso. substituímos o símbolo z por x + iy e, então, simplificamos. 

(a) f(z) = (x+ iy Y -(2 + 2 i)(x + iy) = 3? 2x + y tf + (2 xy x - 2 y)i. Portanto. u{ .r. y) - .r 2.r 
d tf e v(x. y) = (2 xy x 2//). 

(b) Como g(z) = x + iy + 2Rc(x 4- iy) = Sx + iy, temos //(./*. y) :>>x c r( ,.r. y) y. □ 

i niii função / podo Toda função complexa é completamente determinada pelas funções reais u{x, y) c v(x, y) em ( 2 . 
*'[■ diífuiid» Mim o Dessa forma, uma função complexa w = f(z) pode ser definida por meio da especificação ai bit.iáiia 

de duas funções reais u(x, y) c v(x, y), mesmo que w = u iv não possa ser obtida atiavés de ope- 
rações familiares efetuadas apenas no símbolo z. Por exemplo, se u(x, y) = xy 2 e v(x, y) = x- Atf, entãi 
ffz) = xtf + ifx 1 átf) define uma função complexa. Para determinar o valor de / no ponto z = 
substituímos x — 3 e y — 2 na expressão dc /e obtemos /( 3 + 2i) — 3-2 4- i ( 3 4 ■ 2 ) 12 23?’. 
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Aproveitamos para ressaltar que funções complexas definidas em termos dc u(x, y) c v(x, y) sempre 
'dem ser expressas, se desejado, em termos de operações nos símbolos z e z. Veja o Problema 32 no 
)ii junto de Exercícios 2.1. 

miçao Exponencial Na Seção 1.6 introduzimos, de modo informal, a função exponencial complexa 
. Esta função complexa é um exemplo de uma função definida pela especificação de suas partes real e 
imaginária. 

O 


Definição 2.1.2 Função Exponencial Complexa 

A função e% definida por: 

e z = e x cos y + ic r sen y, (3) 

denominada função exponencial complexa. 


Pwla Definição 2.1.2, as partes real c imaginária da função exponencial complexa são u(x, y) — e* cos y e 
r. y) = ef sen ?/, respectivamente. Valores da função exponencial complexa w — e são obtidos expres- 
sando o ponto 2 como z — x + iy e. então, substituindo os valores de x e y em (3). O próximo exemplo 
Lustra esse procedimento. 


X EMPLO 3 Valores da Função Exponencial Complexa 

Determinemos os valores da função exponencial complexa er nos seguintes pontos: 

(a) z = 0 (b) z — i (c) z = 2 + tví 

Solução Em cada parte, substituímos x = Re( 2 ) e y = Im( 2 ) c, a seguir, simplificamos. 

a: Para 2=0, temos x = 0 e y = 0; portanto, e° = ef°cos 0 + ie° sen 0. Como é — 1 (para a função ex- 
ponencial real), cos 0 = 1 e sen 0 = 0, e° = e u cos 0 -f- ie ü sen 0 é simplificada como é' = 1. 
b) Para 2 — z, temos x = 0 e y — i\ logo, 

e l = e° cos 1 + ie ü sen 1 = cos 1 4- i sen 1 ss 0,5403 -I- 0.8415E 



Para 2 = 2 4- 7 rí, temos x = 2 e y = 7t; portanto e' 2f7r ' = 
7T = 0, obtemos r < . 


c 2 cos 7T -f- ie 2 sen 7 r. Como cos 7r = -1 e sen 


Fornia Exponencial de 11111 Número Complexo A função exponencial nos permite expressar a forma po- 
lar de um número complexo não nulo 2 — r(cos 9 + vsen 9) de modo particularmente conveniente e compacto: 

ifí 


z — n 


(4) 


Chamamos (4) de forma exponencial do número complexo 2 . Por exemplo, uma forma polar do número 
complexo 3 i é 3[cos(7r/2) 4- i sen(7r/2)J, enquanto uma forma exponencial de 3 i é 3e w 2 . Devemos ter em 
mente que na forma exponencial (4) dc um número complexo o valor dc 9 — arg( 2 ) não é único. Isto c 
semelhante ao que se passa com a forma polar de um número complexo. Sugerimos, como exercício, com- 
provar cpie y/2 e'~ /4 , >/2 e td7T 4 e \/Õ e <17T/ ! são formas exponenciais válidas do número complexo 1 + i. 

Se 2 for um número real, 011 seja, se 2 = x -f 0í, (3) fornece e z = e^cos 0 + ze^sen 0 = e x . E 111 outras pa- 
lavras, para 2 real a função exponencial complexa é igual à. função exponencial real. Várias propriedades 
bem conhecidas da função exponencial real também são satisfeitas pela função exponencial complexa. Por 
exemplo, se e 2 2 forem números complexos, (3) pode ser usada para mostrar que: 

e u = l, 


e Zl e Z2 = e Zl + Z2 . 


,z 1 


e 32 


= e Zl ~ z 2 . 


(e 21 ) = e nZl para n = 0, ±1, ±2 


(5) 

(6) 

( 7 ) 

(8) 
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As futiçtv 
ri r. 0 ) iu 
as íunçix 


Provas das propriedades (5) (8) serão dadas na Seção 4.1, onde funções exponenciais complexas serão 
discutidas de forma mais detalhada. 

Embora as funções exponenciais real e complexa tenham muita semelhança, também guardam algumas 
diferenças surpreendentes e importantes. Talvez a diferença mais inesperada seja: 


.4 junção exponencial complexa ê periódica. 


O Problema 33 do Conjunto do Exercícios 2.1 pede a comprovação dc que = r, para qualquer nú- 
mero complexo z. Esse resultado implica que a função exponencial complexa tem um período puramente 

imaginário 


L'V 7\ 

10 sno 
\s vir. 


r ordenadas Polares Até aqui. as partes real e imaginária dc tuna função complexa foram determi- 
nadas usando a descrição cartesiana * + iy da variável complexa z. Contudo, é igualmente valido - e 
muitas vezes, mais conveniente — expressar a variável complexa z por meio da forma po.ai z 
t) + i sen 6) ou. o que é equivalente, da forma exponencial z = *». Dada uma função complexa w - Az) 
se substituirmos o símbolo z por r{cos 0 + i seu 0), podemos escrever a função como: 

/(z) = u(r.O) + iv[r.O). ( 9 

As funções reais uír. 0) e t<r. 0) em (!)) continuam sendo denominadas partes real e imaginária do /, res 
pectivamente. Por exemplo, substituindo o símbolo z por ?-(cos 0 + i sen 0) na função fiz) - z , obtemos 
pela fórmula dc Dc Moivrc. 

f(z) - (r( cos 0 + i sen O)) 2 — r 2 cos 20 T ir 2 sen 20. 

Por conseguinte, com o uso da forma polar de z mostramos que as partes real e ímaginan 
e " de f(z) = z 2 são 

. ,• tjK * u(r. 0) — r 2 cos 20 c v(r y 0) = r 2 sen 2 0, 

respectivamente. Como usamos a forma polar cm vez de uma descrição cartesiana da variável z, as fiinçoi 
U o V cm (10) não são iguais às funções u e v calculadas anteriormente para a função z e dadas em (i). 

Como feito com coordenadas cartesianas, uma função complexa também pode ser dotimda pela espoe 
fi cação dc suas partes real e imaginária cm coordenadas polares. A expressão f(z) = '"cos 0 + ( 2i sen ^ 
define, portanto, uma função complexa. Para determinar os valores dessa função no pont o, digamos, z = 

2 i, primeiro expressamos 2 i na forma polar: 

2 i = 2 (^cos — 4 - 1 sen — J . 

A seguir, substituímos r = 2 e 0 = tt/ 2 na expressão de / c obtemos: 


f(2i) = (2) 3 cos ^ + (2 - 2 sen ^ i = 8 • 0 + (4 • l)i — 4z. 




Comparação com Análise Real 


U) A função exponencial complexa represent a um bom exemplo de como funções complexas podem 
ser similares e. ao mesmo tempo, diferentes de suas análogas reais, lauto a função expont ik ia, 
real como a função exponencial complexa satisfazem as propriedades (5) (8). No entanto, a 
função exponencial complexa é periódica e. da parte (e) do Exemplo um \aloi d( unia fim 
ção exponencial complexa pode ser um número real negativo. Nenhuma dessas propriedades e 
compartilhada com a função exponencial real. 

(U) Nesta seção fizemos a importante observação que toda função complexa pode ser definida 
em termos de duas funções reais u(x, y) e v(x. y). como t /(z) u(x. y) fi ic(.i. //). Isso implica 
que o estudo de funções complexas está intimamente relacionado ao estudo de í unções uai.- 
de duas variáveis reais. As noções de limite, continuidade, derivada e integral dessas iunçoes 
reais serão usadas para desenvolver e auxiliar o entendimento de conceitos analogos para fun- 
ções complexas. 


Funções Complexas e IVanslonuaçi » 



( m) No Exemplo 1 vimos que duas funções de valores reais de uma variável real e funções ■; » 

res reais de duas variáveis reais podem ser vistas como casos especiais de funções comp: ' 
Outros tipos especiais de funções complexas que encontramos no estudo de analise cuiuj. 

incluem as seguintes: 

Funções de valores reais de uma variável complexa são funções y = f[z). onde 2 6 um mina 
complexo, e y, mu número real. As funções x~ Re ( 2 ) e r= \z\ são dois exemplos desse tipo m- 

fimção. 

Funções de valores complexos de uma variável real são funções w = f{t), onde t é um número 
real, e w, um número complexo. É comum expressarmos essas funções em termos de duas fun- 
ções de valores reais de uma variável real t, w(t) = x(l) + iy(t)- Por exemplo. w(t) = 3f - (■ 
cos t é uma função de valor complexo de uma variável ícal t. 

Esses casos especiais de funções complexas aparecerão diversas vezes ao longo do texto. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 2.1 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 
Nos Problemas 1 8 , calcule o valor da função complexa / nos pontos indicados. 


1. 

/(*) = 

z 2 z — 2 i 

(a) 

2 i 


(b) 

1 + i 

(c) 3 

- 2t 

2. 

/(*) = 

-z 3 + 2 z + z 

(a) 

i 


(b) 

2 -i 

(c) 1 

+ 2? 

3. 

/(*) = 

log e | z | + iArg(z) 

(a) 

1 


(b) 

Ai 

(c) 1 

+ i 

4. 

f(z) = 

|z| 2 - 2Rc(íz) + z 

(a) 

3- 

-Ai 

(b) 

2 — i 

(C) 1 

+ 2v‘ 

5. 

/(*) = 

[xy - x 2 ) + i( 3x + y) 

(a) 

3 i 


(b) 

4 + i 

(c) 3 

- 5 * 

6. 

/(*) = 

e z 

(a) 

2 - 

- 7 ri 

(b) 

7T . 

3* 

(c) log e 2 

7. 

f(z) = 

r + i cos 2 0 

(a) 

3 


(b) 

—2i 

(c)2 

— i 

8. 

/(*) = 

r sen 3 0 + i cos 20 

(a) 


2 

(b) 

1 + i 

( c ) - 

-5 v 

Nos 

; Problemas 9-16. determine 

as partes 1 

- eal e 

imaginária, u 

e t>, 

9. 

/w= 

fiz — 5 + 9 i 



10. 

fiz) : 

— — òz -f- . 

2z — i 


11. 


z 3 - 2z + 6 



12. 

fiz) ■■ 

_ ,2 , ç2 

/J 1 AS 

1 



13. 

/w = 

z 

z + 1 



14. 

fiz) 

1 

= z+ - 

•> 



15. 

/(*) = 

: e 2z+ ‘ 



16. 

m 

= e* 



Nos Problemas 17 22, determine as p 

artes 

> real 

e imaginária. 

m e • 

17. 

f(z) = 

- z 



18. 

fiz) 

= |z| 

1 



19. 

f(z) = 

- z A 



20. 

fiz) 

— z F - 
2; 



21. 

fiz) = 

- e z 



22. 

f(z) 

= x 2 + y 

2 - yi 



Nos Problemas 23 26. determine o domínio natural da função complexa / dada. 
23. /(z) = 2Re(z) - iz 2 


3z + 2i 

24. f(z ) — 3 a ~2 


25. f(z) = 


26. f{z) = 


z 3 + 4z 2 + z 
iz 


\z\ 1 


Foco em Conceitos 


27. As seguintes expressões definem funções complexas f(z)i Justifique sua resposta, 

(a) arg(z) (b) Arg(z) (c) cos(arg(z)) + i sen(arg(z)) 

(d) z 1 ' 2 (e) E| (f) M*) 

28. Determine a imagem de cada uma das seguintes funções complexas: 

(a) f(z) — Im(z), definida no disco fechado ( 2 ] <2 
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|b) /(z) = (1 + iU decida no quadrado 0 < Ba« < 1, ° < 

(c) fi z ) = í, definida no semiplano superior Im(z) <>■ 

29 . Determine o domínio natural e a imagem do cada uma das se B 

(a) /(I) _ i_. [SugnO* Para determinar a imagem, considere l/WI-1 
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(b) f(z) = 3 + 4i+j7 
+ z 


30. Dê um exemplo de uma função complexa c uj o domínio natural consiste em todos os — — ' 

0, 1 + í e 1 i . f osf x v) ^ sen (x - ■ V )• 

J , . Hirn1 p a imagem da função complexa f(z) - cost^x y) 

31. Determine o domnno natural 8 termos de z c í. A seguir, escreva 

32 Considere *=* + * Releia a Seção 1.1 e detcrnnnc como expressar , 

’ m seguintes funções em termos dos símbolos zez: 

2 2 ( b ) /(z) = x- 2 y + 2 + (6x + y)í 

(a) f{z) = * + V ' a , 2 ç 

, v f( x _ x 2 _ 2 __ ( 5x .y)i (d) /(z) = 3sf + (3* ) 

(c) /(*) 35 y { função exponencial complexa: 

33. Neste problema examinamos algumas propriedades da * 

(a) Se z = x + Mis most,ie f l ue 6 ry> f Suoestâo: Use a parte (a).] 

g p — imagináno “ ou ^ moslre que 

g*+ 2 rt - e ; . para todo número complexo 2 . 

_ p : mra todo número complexo 2 . 

34. Use (3) para provar que e - e para u> 

35. O que pode ser dito sobre 2 se |c i - 1- 
e í2 4- e- i2 


36. Seja f(z) = 


(a) Mostre que fé periódica, com período real^r. ^ +w) Qae f^ão real bem conhecida j 

(b) Suponha que 2 seja real. isto e. ~ * 

é obtida? 


37. Determine o período de cada uma das funções a seguir . 

, w , x „;+* (b) f ( 2 ) = e* z 

(a) /(z) = e 

(d)f(z) = e 

' “ . . i nnal é o período da função g{z) - /(*£ 2). 

33. Sc ,(z) for uma função complexa com período puramente miagmm.o t. q 


2.2 Funções Complexas como Transformações 

1 1 _ ... 3 i-\-t rj 


2 2 Funções 

..11 .. nvífim de fé uma curva no 
Vale recordar que se / for uma função de vatereaOfc ^^S^TutílizadOs pára investigar as jaoprie- 
plauo cartesiano. Nos cursos elementares, gi< • _ mua f vmç ão complexa reside no espaço qua- 

dades de funções reais. No entanto, veiemos q.^ pâra estiu i ar funções complexas. Nesta soç "; 

dridimensional, de modo que nao e poss » desenvolvido pelo matemático alemao < i n m ■ 

discutiremos o conceito de uma ^ A idéia básica é a segmnte: 

Rieinann para dar uma representação 8“»^ a " ^ enl duas cópias: do plano complexo. Es- 

toda função complexa descreve uma corresp. ^nemonte. p ^ = ^ ^ ^ v „ terme 

peci&camente, o ponto z no plano z e assoua ^ complexa”, quando consideramos a tunçao conn 

alternativo transformação complexa, cni ve/, de Ç representação geométrica de um. 

ss — rx * * <— - 


í igualmente comimi o termo mapeamento complexo. (N.T.) 


llll iílilllll lillllll i II I IH#1 1 1I llll IIIHIiHl lll 1 |||>|||'|I| I 


45 


Funções Oomplcxns e Ti'Hiisforiiiaçoes 


" fausfoniiacões Uma ferramenta útil no estudo dc funções reais no cálculo elementar c <> gra rco . a 
função. So y = f(x) for uma função de valor real dc uma variável real .c, o grafico de fé < r um o como o 
conjunto de todos os pontos (*, /(*)) no plano cartesiano bidimensional. Uma definição análoga pode sor 
feita para funções complexas. No entanto, se w = f(z) tor uma função complexa, . e n u »it < m no p ano 
complexo. Por conseguinte, o conjunto de todos os pontos (z, f(z)) reside no espaço quadridimensional 
(duas dimensões da entrada zc duas dimensões da saída w). E óbvio que um subconjunto do es,>aço qua- 
dridimeiisional não pode ser ilustrado com íaeilidade. Portanto. 

Não é possível desenhar o gráfico de urna função complexa. 


O conceito de uma transformação complexa provê uma forma alternativa para a representação geo- 
métrica de uma função complexa. Como descrito na introdução da seção, usamos o termo transtormaçao 
complexa para designar a correspondência especificada por uma função complexa w - j(z) entre pontos 
em um plano z e imagens cm um plano w. Se um ponto % no plano z corresponder ao ponto w„ no plano 
u\ ou seja. se w 0 = /(g t ), dizemos que / transforma ou mapeia Zq em w {) ou, dc modo equivalente, que ^ e 

transformado ou mapeado cm w 0 por /. _ 0 -p 

Como um exemplo desse tipo de raciocínio geométrico, consideremos a l unção real J{x) -- x + ^ 

vez de representar essa função por uma reta de inclinação 1 que cruza o eixo y no ponto (0, 2). coiisk ac 
mos que uma cópia da reta real (eixo x) é transformada em outra cópia da reta real (eixo y) por f. ac a 
ponto no eixo x é transformado em um ponto a duas unidades à direita, no eixo y (0 e transi (>rmaclo em 
2. então 3 c transformado em 5, e assim por diante). Dessa forma, a 1 unção real f{x) — x 4- - 1 KJ< ( 
vista como uma transformação que translada cada ponto na reta real para duas unidades a direita, o- 
demos visualizar a. ação dessa transformação imaginando a reta real como uma barra rígida nibmta que 

é deslocada duas unidades para a direita. . 

Para criar uma representação geométrica ele uma transformação complexa iniciamos com duas copias 
,1o plano complexo, o plano ze o plano w, desenhadas uma ao lado da outra ou uma acima da outra. Uma 
transformação complexa é representada desenhando um conjunto S de pontos no plano z c o coiiespon- 
dento conjunto de imagens dos pontos em 5 sob /no plano w. Essa ideia é ilustrada na Figura. .... I . onde 
um conjunto S no plano z é representado em cinza na Figura 2.2.1 (a) e um conjunto 6 , que • icpn^en o 
conjunto de imagens dos pontos em 5 sob w = /(z), é representado em cinza na Figura 2.2.1 (b). Dc aqu, 
em diante, na discussão de transformações, adotaremos notaçao semelhante a da Figma • 


Notação: S f 

Se w = f(z) for urna transformação complexa e se S for um conjunto de pontos no plano z. denomi- 
namos o conjunto de imagens dos pontos em S sob f como imagem de S sob f e denotamos 

conjunto pelo símbolo 


Caso o conjunto S tenha propriedades adicionais, como ser um domínio ou curva, usamos símbolos 
cumo Do, U ou Ce C. respectivamente, para denotar o conjunto e sua imagem sob uma transtormaçao 
complexa. A notação /(C) também é usada para denotar a imagem dc uma curva Csob w = ]{z). 


V P 



Figura 2.2.1 Imagem de um conjunto 5 sob 
uma transformação w = t(z) 


•niunto S(\ às vozes, denominado pré-imagem de S' sob ./. 
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Uma ilustração como a Figura 2.2.1 é útil para transmitir informação a respeito cia relaçao entro um 
ponto arbitrário * e sua imagem w = f(z). O conjunto S deve, portanto, ser escolhido com um corto cu, da- 
do. Por exemplo, sc / for uma função cujos domínio e imagem sejam o conjunto <. c numeios comp exos ^ . 
a escolha S= C resultará em uma figura que consiste apenas em dois planos complexos, msa esco ia nao 
a ] udaria muito o entendimento de corno pontos no plano z são mapeados poi / em pontos no p anu u . 


EXEMPLO 1 Imagem de um Semiplano sob w = iz 

Determinemos a imagem do semiplano Re(z) > 2 sob a transformação complexa w - L c íepu.seiitemos 
a transformação graficamente. 

Solução Seja S o semiplano que consiste cm todos os pontos 2 com R e(z) > 2. Procede- 
mos como ilustrado na Figura 2.2.1. Consideremos, primeiro, a reta vertical de fronteira 
dc S x = 2, mostrada em cinza na Figura 2.2.2(a). Para qualquer ponto 2 nesta reta, te- 
mos 2 = 2 + iy. com -00 < y < 00. O valor de f(z) = iz em um ponto nessa reta e w - 
S ff 2 t- iy) = i( 2 + iy) = -y + 2 i Como o conjunto de pontos w = y + 2i, • 00 y 

. .V é I reta v = 2 no plano w, concluímos que a reta vertical x =2 110 plano 2 é mapeadana 

reta horizontal v = 2 110 plano w pela transformação w = 


(a) Semiplano S 


w = iz 


S' 

2i 



(b) Imagem, S', 

do semiplano S 


Por conseguinte, a reta ver- 

tical mostrada em cigana Figura 2.2.2(a) é transformada na reta horizontal mostrada 
em preto na Figura 2.2.2(b). 

Consideremos, agora, todo o semiplano >S mostrado cm c inza na í^uia 
conjunto pode ser descrito pelas duas desigualdades simultâneas. 

x > 2 e — 00 < y < 00 . (1) 

Para descrever a imagem tio S, expressamos a transformação w = iz em termos dc suas 
partes real c imaginária ue v; a seguir, usamos os limites impostos por (1) a xcy no pla- 
no complexo z para determinar os limites sobro u e v no plano w. Substituindo o símbolo 
z em w = iz por x + iy, obtemos tu = i{x + iy) = -y + ix, de modo que as partes real e 

imaginária de w = iz são: 

( 2 ) 


Figura 2.2.2 A transformação 
vv = iz 


u = -y e v = x. 

Depois de substituir as variáveis xe y em (1) usando as equações x = ve y = u de (2). 
obtemos „>2e-oo<u< oc. Portanto, o conjunto S', imagem de 5 sob w = iz, consiste 
e,„ todos os pontos w = a + tu no plano w que satisfazem as desigualdades simultâneas 
li > 2 e -oo < u < oo. Em palavras, o conjunto S' consiste em todos os pontos no so.nn- 
plãno que estão na reta horizontal v = 2 ou acima dela. Essa imagem também pode ser 
descrita por apenas uma desigualdade: Iiu(to) > 2. Em resumo, o semiplano R e(z) > 2. 
mostrado em cinza na Figura 2.2.2(a), é mapeado pela transformaçao w = tz no sem, pia- 
no Iin { //’) 2, mostrado em cinza na Figura 2.2.2(b). 


No Exemplo 1 , tanto o conjunto S como sua imagem S' são semiplanos. Isso pode nos levai a erei qut 
existe alguma forma geométrica simples de visualizar a imagem de outros conjuntos no plano comp ev 
sob a transformação w = iz. (Na Seção 2.3, veremos que, de fato, existe.) Para a maioria das transforma- 
ções, no entanto, a relação entre S e S' é mais complicada. O próximo exemplo ilustra isso. 


EXEMPLO 2 Imagem de uma Reta sob w = 2? 

Determinemos a imagem da reta vertical x = 1 sob a transformação complexa w = r e representemos 
traiis forni ação graficamente. 

Solução Seja C o conjunto de pontos na reta vertical x = I ou, de modo equivalente. » 
tos Z ~1- 1- iy, com 00 < y < oo. Procederemos como no Exemplo 1. De (1) da Seção 2.1, as pfi . - < • 

e imaginária de w = i são u{x, y) = tf tf e v(x, y) = 2 xy, respectivamente. Para um ponto z = I + 4 
em C, temos u(x, y) = \ - tf e v(x, y ) = 2 y. Isso implica que a imagem de 5 e o conjunto de pontos u 

u + iy que satisfazem as equações simultâneas. 
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u = 1 - y 2 (3) 

v = 2 y ( 4 ) 

x < y < oo. As equações (3) e (4) são equações paramétricas no parâmetro real y e definem uma 
a no plano w. Eliminando o parâmetro y. podemos determinar uma equação cartesiana cm u e v para 
curva. Para isso, resolvemos (4) para y e, a seguir, substituímos essa expressão em (3): 

/v\ 2 „ v 2 , r , 

u = l -{~2 ) = 1 ~ T‘ (5) 

Como y pode assumir qualquer valor real e v — 2 y, v também pode assumi i qualquci 

_a t v valor real em (5). Por conseguinte, C — imagem de C c uma parábola no plano 

w. com vértice em (1, 0) e que corta o eixo v em (0, ±2), como indicado na Figura 
2. 2. 3(1)). Concluindo, mostramos que a reta vertical x = 1, mostrada em cinza na Figura 
2.2.3(a), é mapeada na parábola u ~ 1 — j c, mostrada em preto na Figura 2.2.3(b), 


3 4 


Re ;) = I 


pela transformação complexa w — z 1 . 


■ ,i paráboli 


formação w - z 



Ao contrário da Figura 2.2.2, a representação da transformação w = zr mostrada na 
Figura 2.2.3 pouco diz a respeito das imagens que outros conjuntos no plano podem 
ter. A transformação por esta “função quadrática complexa*’ será analisada em deta- 
lhe na Seção 2.4. 

Curvas Paramétricas no Plano Complexo Para uma função complexa simples, 
a forma em que o plano complexo é mapeado pode se tornar evidente após uma análise 
da imagem de um único conjunto; contudo, para a maioria das funções um entendimento 
da transformação é alcançado apenas após o exame das imagens de diversos conjuntos. 
Muitas vezes adquirimos um bom entendimento de uma transformação complexa poi 
meio da análise de imagens de curvas (subconjuntos unidimensionais do plano comple- 
xo), e esse processo é simplificado com o uso de equações paramétricas. 

Se x = x (t) c y — y(t) forem funções de valores reais da variável real t. o conjunto 
C de todos os pontos (x(í), y{t)) : com a<t< h. é denominado curva paramétrica. As 
equações x = x{t), y = y{f), com a < t < b. são denominadas equações paramétricas 
de C. Uma curva paramétrica pode ser considerada como residindo no plano complexo se admi- 
tirmos que xc y representam, respectivamente, as partes real e imaginária de um ponto no plano 
complexo. Em outras palavras, se x — x(t), y = y{t), com a. < t < b, forem equações paiamétikas 
de uma curva C no plano cartesiano, a equação z( t) rí /) — ó/í '), com a < t < />, é uma descrição da 
curva C no plano complexo. Por exemplo, consideremos as equações paramétricas x = cos t. y = sen í, 
Q < f < 2tt. de uma curva C no plano xy (a curva O ê uma circunferência com centro ((), 0) e íaio 1). A 
equação z(t) = cos f + i sen í, 0 < t < 2n, descreve a mesma curva C no plano complexo. Se, digamos, 
t — tt/2. esta equação diz que o ponto (cos 77 , sen -|) = ( 0 , 1 ) está na curva C no plano cartesiano, encpian- 
to o ponto z( 7 t/ 2 ) = cos | + i sen \ = i representa este ponto em C no plano complexo. Essa discussão é 
resumida na definição a seguir: 


Definição 2.2.1 Curvas Paramétricas 110 Plano Complexo 

Se x(t) c y(t) forem funções de valores reais da variável real ó o conjunto C que consiste em todos os 
pontos z(t) - x(t) + iy[t), a < t < 6 , é denominado uma curva paramétrica ou uma curva paramé- 
trica complexa. A função, de valor complexo da variável real t. z(y) — x(t) + iy{t ). c denominada pa- 
rametrização de C. 

Propriedades de curvas 110 plano cartesiano, como continuidade, diferenciabilidade. sua\ idade, simplic i- 
iade e fechamento, podem todas ser reformuladas como propriedades de curvas no plano complexo. Essas 
propriedades são importantes 110 estudo de integrais complexas e serão discutidas 110 Capítulo 5. 

Os dois tipos mais elementares de curvas no plano complexo são retas e círculos. A parametrização des- 
sas curvas 110 plano complexo pode ser obtida das correspondentes parametrizações no plano cartesiano. 
As parametrizações também podem ser deduzidas diretamente fazendo uso da geometria no plano com- 
plexo. Por exemplo, suponhamos que desejemos determinar a paTametxVzação da reta no piano complexo 
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y 


Figura 2.2.4 

reta 


Kki as não 
->;u i a> tiniras 
paramftrizaço 
possíveis 
í Prol (lema. 2-> 
il(j Cotijuntõ 
ele Exercícios 
•> 0;1 «é 


que contém os pontos 2 o e z,. Sabemos, do Capitulo 1, que m» -l ■ < 

com origem em ^ e extremidade em mostrado cm cinza na F igma 2.-.4. Sc . íoi u 
ponto qualquer na reta que contém q, e 2,, um exame da Figura . mc u a que o • ' > 

2 z é um múltiplo real de Z : - Ror conseguinte, se z estiver na reta que contem 
e Z \ , existe um número realí tal que t(z, - ^.Resolvendo esta equaçao para 

2 . obtemos a parametrização da reta z(t) = z l) + t(z [ z u ) - 2„ (1 D > -i • x 
■do Vale notar (pie se restringirmos o parâmetro t ao intervalo [0 J. o poi • > 4 < 

riará de z, a o que corresponde à parametrização do segmento de reta, de q, a Sc 

restringirmos t ao intervalo [0, oo), obtemos uma parametrizaçao do raio que emana <U 
. . , ima r e contém z v Essas parametrizações são incluídas no sumário que se segue. 

Parametrizaçao de uma ^ c LU1UU 1 

Curvas Paramétricas Frequentes no Plano Complexo 

Reta 



Uma parametrização da reta que contém os pontos z (1 e z x e: 

z(t.) = 2o(l — t) + Z\t, —ZC < t < C OC-. 

Segmento de Reta 

[Ima parametrização do segmento de reto de g, a z, é. 

z(f ) = zç){ \ - t) + zit.. 0 < t < 1. 

Raio 

Uma parametrização do raio que emana de % e. coutem z x e. 

z{t) = Z oO--t) + z 1 t, 0 < t < oc. 

Circunferência 

Uma parametrização da circunferência com centro g-, c raio r e: 

z (t) = z 0 + r (cos t + i sen t ) . 0 < / < '2tí. 

Um notação exponencial, esta parametrização e. 

z(t) = zo + re li ■ 0 < t < 27T. 


(6) 


(7) 


( 8 ) 


(9) 


(10) 


A — *. r .o T do P— P— « do ^ JSS 

ZlZ ZZcuZZ circunferência unitária centrada na origem e posicionado no semiplano superior 

* 111 Curvas paramétricas são importantes no estudo de transformações complexas, pois é áinpUs deta- 
minar uma parametrização da imagem de uma curva parametnca. 01 ixcinp o, ar « ~ ■ 

= 2. dada por = 2 + it, -oo < * < oo, o valor de fiz) = fcem um ponto nesta re a e fi i + U) - 
i(2 + it)- t + 2i de modo que a imagem de z(t)è w{t)-- t + 2*. Ou seja, u*í) - -t + 2», oo t< 
ÍlL * imagem CC Por conseguinte, C' é a reta , = 2. Em _ usamos o segunr 

procedimento para determinar as imagens de curvas sob uma transfarmaçao rompi • 

Imagem de uma Curva Paramétrica sob uma Transformação Complexa 

S e w = f(z) for uma transformação complexa- e se C for uma curva parametrizada por z(t). a < I 
h. então 

w ;i) - fi :í/n. u < i ' !-> 

é «ma parametrização da imagem C de C soh w = J( :)■ 

Em alguns casos é conveniente representar uma transformação complexa usando uma única copia , 
plauij 1 complexo. Para isso. superpomos o plano » ao plano * de modo que os eixos real e nnagmano c. 
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duas cópias coincidam. Já que uma figura como esta representa simultaneamente os planos z e w. omiti- 
mos a identificação x. y, u e v dos eixos. Por exemplo, se desenharmos o scmiplano S e a imagem S' do 
Exemplo 1 na mesma cópia do plano complexo, vemos que o scmiplano S' pode ser obtido por meio da 
rotação do scmiplano S de um ângulo 7r/2 radianos, no sentido trigonométrico, em torno da origem. No 
caso da transformação w = iz , esta observação será comprovada na Seção 2.3. Nos exemplos a seguir, re- 
presentamos uma transformação complexa usando uma única cópia do plano complexo. 


Imagem de uma Curva Paramétrica 


Usemos (11) para determinar a imagem do segmento de reta de 1 a i sob a transformação complexa 
w = iz. 

Solução Sejam C o segmento de reta de laje C sua imagem sob f(z) = iz. Fazendo 
z,, = 1 e z L = i em (7), obtemos uma parametrização z(t) = 1 t + 0 < / < 1. de C. 

A imagem C é. portanto, dada por (11): 



r_ p a 2.2.5 Transformação 


w(t) = f(z(t)) - i( 1 - t -f it) = — i(l 0 < t < 1. 

Fazendo z l) = •/ e z 1 = l em (7), vemos que w(t) é uma parametrização do segmento de 
reta de -ia 1 . Portanto, C é o segmento de reta de i a 1. Esta transformação é ilustra- 
da na Figura 2.2.5 com uma única cópia do plano complexo. Na Figura 2.2.5 o segmento 
de reta mostra dq em cinza é mapeado, por w = iz. no segmento de reta em preto. □ 


Imagem de uma Curva Paramétrica 



Determinemos a imagem da semicircunfcrôncia mostrada em cinza na Figura 2.2.6 sob a transformação 
complexa w = r. 

Solução Sejam Ca semicircunferência mostrada na Figura 2.2.6 e C sua imagxni sob 
f(z) = zr. Procedemos como no Exemplo 3. Fazendo z l) = 0 e r = 2 em (10), obtemos a 
seguinte parametrização de C: 

z(t) = 2e u , 0 < t < 7T. 

Logo, de (11), temos que 

w(t) = f{z(t)) = (2e u ) 2 = 4e 2ít , 0 < t < tt. (12) 

é uma parametrização de C . Se fizermos t — r,s ('ín (12), obtemos uma nova parametri- 


zação de C': 


W(s) = 4e is , 0 < .s < 2 tt. 


(13) 


De (10), com z 0 = 0 e r = 4, vemos que (13) define uma circunferência com centro 0 e raio 4. Por conse- 
guinte. a imagem C é a circunferência . Representamos esta transformação na Figura 2.2.6. onde 

a, semicircunferência mostrada em cinza é mapeada, por w — r, na circunferência mostrada em preto. □ 

Sistemas algébricos computacionais, como Maplr. e AfiitJieiiiaticci. efetuam 
operações algébricas corriqueiras com números complexos. Est a capacidade, aliada à de desenhar gráfi- 
cos de curvas paramétricas, torna esses sistemas excelentes ferramentas para explorar as propriedades de 
transformações complexas. Em Mathrm atira, por exemplo, uma função complexa pode ser definida com 
o uso do comando 

f[z_] := uma expressão em z. 

Uma. parametrização complexa pode ser definida de modo similar, pelo comando 

g[t_] := uma expressão ern z. 
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De (11). temos que w[t_]:= f[g[t]] é uma parametrização da imagem da curva. O 
gráfico da imagem pode ser desenhado com uso do comando para giáíico paiaine- 
trizado ( parametric plot): 

ParametricPlot[ {Re[w[t]],Im[w[t]]}, {t, a, b}] 

onde a e b são os limites superior e inferior de t. respectivamente. Por exemplo, Ma- 
th.erna.tica foi usado para produzir a Figura 2.2.7. que mostra a imagem da circunfe- 
rência \z\ = 2 sob a transformação complexa w — z- d - iz- Re(z). 




Comparação com Análise Real 

(?) Nesta, seção discut imos uma importante diferença entre análises real e complexa, não ( pos 
sível desenhar o gráfico de uma função complexa. Em vez de usar um gráfico, representamos 
uma função complexa por meio de duas figuras: a primeira descreve um subconjunto S no pa- 
no complexo, e a segunda, a imagem S' do conjunto S sob uma transí ormaçao complexa, nu 
completo entendimento de uma transformação complexa é obtido quando compreendemos a 
relação entre qucilqutv conjunto S e sua imagem S . 

( ri) Transformações complexas são intimamente relacionadas a curvas paramétricas no plano. Em 
s(>ções posteriores usaremos essa relação para nos ajudar a visualizar as noçoes de limite, um- 
tiimidade e difereuciabilida.de de funções complexas. Curvas paramétricas sao de fundamental 
importância no estudo de integrais complexas, assim como o sao no estudo do integrais de m ia 

reais. 


5 ;ON JUNTO DE EXERCÍCIOS 2.2 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do hvro. 

Nos Problemas 1 - 8 , proceda como no Exemplo 1 ou do Exemplo 2 e determine a imagem S’ do conjunto S sob 
transformação complexa w = f(z) dada. 

1. f(z) = iz\ S é a reta horizontal y = 3 

2. f(z) = i; 5 é a reta y = x 

3. f(z) = 32; Sê o senhplano 1111(2) > 2 

4. j{z) - 3 ir, S é a fita infinita 2 < R e(z) < 3 

5. j\z) — (1 + i)z; S é reta vertical x = 2 

6. f(z) = (1 i)z: S é reta y - 2 x 4 - 1 

7. f(z) = iz + 4: S é o semiplano 1111(2) < 1 

8. f{z) = iz + 2; S é a reta vertical x = 3 

Nos Problemas 9 14 , determine a imagem da reta dada sob a transformação complexa w = r. 

9. y = 1 J °. x = —3 

11. z = o 12. y = o 

13 . y = x 14 . y = -x 

Nos Problemas 15 20 , (a) desenhe a curva paramétrica < 7 dada por z{t) c descreva a curva em palavras, (b) dctenmr- 
uma parametrização da imagem C de C sob a transformação complexa dada w - f(z) e (c) desenhe C e dcscre,- 

esta curva em palavras. 

15 . z(t) = 2(1 - í) + ü , 0 < t < 1; f(z) = 3 z 

16 . z(t) = t(l - 1) + (1 + i)t, 0 < t < 00: f (2) = -2 

17 . z(f) = 14 - 2e if , 0 < t < 2t r; f{z ) = z+l-i 

18 . z(t) = i + e 5 * * * * * li ■ 0 < t < 7r; f{z) = (2 — <•) 
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19. z{t) = t, 0 < t < 2; f(z) = C™ 

20. z(t) = Ae u , ü < í < 7T, f(z) = Re(z) 

Nos Problemas 21-26, use parametrização para determinar a imagem C da curva C sob a transformaçao complexa 
dada w = /( z) . 

21. j\z) = z *; Cê o eixo imaginário positivo 

22. f(z) — iz ; Côa circunferência |z - 1| = 2 

23. f(z) = I/ 2 :; Cé a circunferência \z\ =2 

24. /( 2 ) — I/ 2 :, Cé o segmento dc reta de 1 - i a 2 - 2i 

25. f(z) = z + z; C ó a semicircunfcrência da circunferência |zj = 1 que reside no semiplano supeiiot Im(z) > 0 

26. f(z) = e z : Cê o raio que emana da origem e contém 2 + \/3/ 


Foco em Conceitos 


27. Neste problema, determine a imagem da reta x = 1 sob a transformação complexa w — l/z. 

(a) A reta z = 1 consiste em todos os pontos z = 1 + iy , com 00 < y < 00 . Determine as partes real c imagi- 

nária u e v de f(z) — l/z no ponto z = 1 + iy nesta reta. 

(b) Para as funções u e v da parte (a), mostre que (u + U — {• 

(c) C 0111 base na parte (b), descreva a imagem da reta x = 1 sob a transformação complexa w = l/z. 

(d) Existe algum ponto na reta x = 1 que seja mapeado em 0? Vocc deseja alterar sua descrição da imagem na 
parte (c)? 

28. Considere a parametrização z( t) — ?'(! t) + 3 í, 0 < t < 1. 

(a) Descreva esta curva paramétrica em palavras. 

(b) Qual é a diferença entre a curva na parte (a) e a curva definida pela parametrização z(t) =3(1 t) + H- 
0 < t < 1? 

(c) Qual é a diferença entre a curva 11 a parte (a) e a curva definida pela parametrização z(Z) = + z(1 - Ç), 

0 < t < 2? 

(d) Determine uma parametrização do segmento de reta de 1 + 2 i a 2 + i, onde o parâmetro satisfaz 0 ^ I < 3. 

29. Use parametrizações para determinar a imagem da circunferência \z z [) | = R sob a transformação j\J) 

30. Considere a reta y = mx + b no plano complexo. 

(a) Dc uma parametrização z(t) para a reta. 

í b) Descreva, em palavras, a imagem da reta sob a transformação complexa w = z- 1-2 3 i 
; c) Descreva, em palavras, a imagem da reta sob a transformação complexa w = 3z. 

31. A transformação complexa w —zé denominada reflexão em relação ao eixo real. Explique poi quê. 

32. Seja f(z) = az, onde a é uma constante complexa e }a\ = 1. 

( a ) Mostre que [/(zj - /(z,)| = | z L - Zj| para quaisquer números complexos z, e z,. 
b) Dc uma interpretação geométrica ao resultado da parte (a). 

(c) O que sua resposta à parte (b) diz sobre a imagem de uma circunferência sob a transformação complexa 
w = azí 

33. Este problema investiga o efeito da transformação w = az, onde a c uma constante complexa e a *= 0. sobre ân- 
gulos entre raios que emanam da origem. 

a) Seja C um raio no plano complexo que emana da origem. Use parametrizações para mostrai que a imagem 
C de Csob w - az também é um raio que emana da origem. 

b Considere dois raios C { e C 2 que emanam da. origem, tais que C\ contém o ponto z, = a, + ib x e C, contém 
o ponto z, = a 2 + ib 2 . No cálculo de múltiplas variáveis, você deve ter visto que o ângulo 0 entre os raios C l 
e C 2 (que é igual ao ângulo entre os vetores dc posição (« 1? b { ) e (a,, 6.,)) é dado por: 


0 — arccos 


aia2 + bib-2 


yj d\ H- b\ \/ (C, + b? 2 


= arccos 


Z1Z2 + ziz 2 
2 !zi| |z 2 | 


(14) 
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Sejam C[ o Cl as imagens de (\ c C sob a- = az. Use a parte (a) e (14) para mostrar que o ângulo entre C[ e C 
é igual ao ângulo entre C\ e CU 

34. Considere a transformação complexa w =r. 

ia) Repita o Problema 33(a) para a transformação u- — ~. 

ib) Experimente; raios diferentes. Que efeito a transformação complexa w = az parece ter sobre o ângulo entr- 
raios que emanam da origem? 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 35 38. use um SAC para (a) desenhar o gráfico da imagem da circunferência unitária sob a transfor- 
mação complexa dada w - f{z) c (b) desenhar o gráfico da imagem do segmento de reta de 1 a 1 4 - i sob a traiisfoi- 


íiiação complexa dada iv — f(z). 
35. f(z) = z 2 4 (H i)z - 3 
37. f(z) = z 4 -z 


36. f(z) = íjs 3 + z-i 
38. f(z) = z s -z 


2.3 Transformações Lineares 


Recordemos que unia função real da forma f(x) - ax + b. onde a e b são constantes reais quaisquer. < 
denominada função linear. Dada a similaridade entre as análises real e complexa, definimos uma fun- 
ção complexa linear como uma função da forma ; onde a c b são constantes ( oniph ias 

quaisquer. Assim como as funções reais lineares são as funções reais de mais simples representação poi 
gráficos, as funções complexas lineares são as funções complexas de mais simples visualizaçao como 
transformações no plano complexo. Nesta seção mostraremos que toda transformação lineai complexa 
não constante pode ser descrita corno uma composição de tiés tipos básicos dt mo\ imentos. transia 
ção. rotação e dilatação. 


Antes de examinarmos uma transformação linear complexa genérica /(■-) — az 4 b, investigai emos ti* 
tipos especiais de transformações lineares denominados translação, rotação e dilatação. Ao longo desr 
seção, usaremos os símbolos T. R e M para representar transformações de translação, rotação e dilataçãc 

respectivamente . 3 


(1 


pies Uma função complexa linear 

T(z) = z + R MO, 

é denominada translação. Sc. em (1), fixarmos z = x 4 iy e b = x u 4 iy tí . obtemos 

T(z) = (x 4 iy) + (xq 4 iyo) = x 4 xq + i(y + t/o)- 

Logo, a imagem do ponto ( x . y) sob T é o ponto (x -fi % y 4 t/o)* Da figura 2.3.1, te- 
mos que, se posicionarmos (x. y) e {x 4 %, y 4 t/„) na mesma cópia do plano compl< - 
xo. o vetor com origem em (x, y)e extremidade em (x 4 x {) . y 4 t/„) é (x X) . .//„); de mod 
equivalente, se posicionarmos z e T{z) na mesma cópia do plano complexo, o vetor com 
origem em 2 e extremidade em T(z) c (. 74 , t/ 0 ). Ror conseguinte, a tiansfoi mação linea_ 
T(z) = z 4 b pode ser visualizada, em uma única cópia do plano complexo, corno o pro 
cesso de transladar o ponto z ao longo do vetor (%, t/ 0 ) até o ponto I(z). (.01110 ( 4 . y 0 ) 
a representação vetorial do número complexo b. a transformação T[z) — . f b lambí 
é denominada translação por b. 



- 1 . 0 1 Imagem de um Quadrado sob Translação 

Determinemos a imagem S f do quadrado 5, com vértices em 1 4 i, 2 4 i, 2 4 2i e 1 4 2i, sob a \ 1 ans- 
formação linear T(z) = z 4 2 i 


•<A dilatação é também denominada mudança de escala ou escala. Por conveniência, foi mantido o símbolo M para designar es 
transformação linear. (N.T.) 



r I 
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Solução Representaremos S e S' na mesma cópia do plano complexo. A transformação 
T é uma translação; logo, S' pode ser determinado da seguinte forma: 



3.2 Imagem de um quadrado 
' ~ anslação 


Em (1), substituímos 6 = 2 +?'( 1) e desenhamos o vetor (2, 1). com origem em cada 
ponto em S (Figura 2.3.2). O conjunto de pontos terminais desses vetores é S', ima- 
gem de S sob T. Um exame da Figura 2.3.2 indica que S' é um quadrado com vérti- 
ces em: 


T(1 + i) = (1 + i) + (2 - i) = 3 T(2 + i) = (2 + z) + (2 - i) = 4 

T(2 + 2 z) = (2 + 21) -F (2 - i) = 4 + i T(1 + 2 i) = (1 + 2 z) + (2 - i) = 3 + z. 


Por conseguinte, o quadrado S mostrado em cinza na Figura 2.3.2 é mapeado, pela 
translação T(z) = z + 2 z, no quadrado S' mostrado em preto. □ 


Dessa descrição geométrica, vemos que uma translação não altera a forma ou as dimensões de uma fi- 
gura no plano complexo. Ou seja, a imagem de uma reta, circunferência ou triângulo sob uma translação 
será uma reta, circunferência ou triângulo respectivamente (Problemas 23 e 24 do Conjunto de Exercícios 
2.3). Uma transformação com esta propriedade, às vezes, é denominada deslocamento rígido. 


Rotação Uma função complexa linear 


R{z) — az. \a\ = 1, (2) 

é denominada rotação. Embora possa parecer que a exigência |a| = 1 seja uma restrição importante em 
(2), não é. Tenhamos em mente que a constante a em (2) é uma constante complexa. Se a for um núme- 
ro complexo não nulo qualquer, a = a/|a| é um número complexo com \a\ = 1. Portanto, para qualquer 

número complexo não nulo a. R(z) = — z é uma rotação. 

M 

Consideremos a rotação R dada em (2) e, por ora, admitamos que Arg( a) > 0. Como |«| = 1 e 
Arg(ü.) > 0. podemos escrever a na forma exponencial como a = e'C com 0 < 6 < ir. Se, em (2), usarmos 
a = e ll> e z = ré° , a propriedade (6) da Seção 2.1 nos permite obter a seguinte descrição de R: 

R(z) = e iB re i<í> = re i{6+<t>) . (3) 


*. 2 ! 



r 


1 ‘ação 


De (3), vemos que o módulo de R(z) é r, igual ao módulo de 2 . Por conseguinte, se 2 e 
fí(z) forem posicionados na mesma cópia do plano complexo, os dois pontos estarão na 
circunferência com centro 0 c raio r (Figura 2.3.3). De (3). observemos, também, que um 
argumento de R.(z) é 0 + ç>; este valor é 0 radianos maior que o argumento de 2 . Portan- 
to. a transformação linear R(z) = az pode ser visualizada em uma única cópia do plano 
complexo como o processo de aplicar ao ponto z uma rotação de 11111 ângulo 9 (radianos) 
em torno da origem, 110 sentido trigonométrico, até o ponto R.(z) (Figura 2.3.3). De modo 
similar, se Arg(a) < 0, a transformação linear R(z) = az pode ser visualizada em uma 
única cópia do plano complexo como o processo de aplicar aos pontos uma rotação de 
um ângulo 0 (radianos) em torno da origem, no sentido horário. Por essa razão, o ângulo 
0 — Arg(a) é denominado ângulo de rotação de R. 


K \ h MPLO 2 Imagem de uma Reta sob Rotação 



/ 


- ~ . sem de uma 


Determinemos a imagem do eixo real y = 0 sob a transformação linear 

R(z) = UV2 + ÍV2 i) z. 

Solução Sejam C o eixo real y = 0 e C a imagem de C sob R. C 01110 j ^ \Í2 + \ zj = 1. a 
transformação complexa R(z) é uma rotação. Para determinar o ângulo de rotação, escre- 
vemos a transformação complexa | \/2 + ^\/2i na forma exponencial | \/2 + \\/2i = e t7r / 4 . 
Se 2 e R(z) forem posicionados na mesma cópia do plano complexo, o ponto 2 é girado de 
tt/ 4 radianos em torno da origem, no sentido trigonométrico, até ao ponto R.(z). A ima- 
gem C é, portanto, a reta v = u que contém a origem e faz um ângulo de 7r/4 radianos 
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com o eixo real. Esta transformação é ilustrada, em uma única cópia do plano complexo, na Figma 2.3.4. 
onde o eixo real, mostrado em cinza, é mapeado na reta preta poi B.{z) — (2 v2 + 5 v U -• 


Como 110 caso dc translações, rotações são deslocamentos rígidos e não alteram a forma ou dimensões 
de uma figura 110 plano complexo. Portanto, sob rotação, a imagem de uma reta, circunferência ou tnan- 
o-ulo também será uma reta, circunferência ou triângulo, respectivamente. 


Dilatação O último tipo especial de função linear que consideramos é a mudança de escala. Uma fun- 
ção complexa linear 

M(z) — az , a. >0, (4 


ó denominada dilatação. Recordemos das Observações ao final do Seção 1.1 que. como nau existe o con- 
ceito de ordem no sistema de números complexos, fica implícito na desigualdade a ü que o sim >oo 

representa um número real. Logo, 80*=*+ «y, «W = « = «* + de modo que . a ,mageUI de 


re 


dc 2 , também podemos expressar a 




Figura 2.3.5 Dilatação 


ponto (x, y) é. o ponto (ax, ay). Usando a forma exponencial z - 
função em (4) como 

M(z) = a ( re ie ) = (ar) e w 

O produto arem (5) é um número real positivo, pois ae r são númeios içais positivo* 
disso resulta que o módulo de M(z) é ar. Assumamos que ar 1. De (o), temos que o? 
pontos complexos z e M(z) têm o mesmo argumento 0 e módulos diferentes, r< ar. Se 
posicionarmos os pontos z e M(z) na mesma cópia do plano complexo, M(z) e o pon. 
único no raio que emana da origem e contém z que dista ar de 0. Corno a 1, M{z) e 
vezes mais distante da origem que z. Assim, a transformação linear M(z) - az pode sei 
visualizada, na mesma cópia do plano complexo onde est a 2 , como o processo ce .1 .a a 1 
módulo do ponto z por um fator a para obter o ponto M(z). Veja a Figura _.3.o O nume- 
ro real a é denominado fator de dilatação ou fator de escala dc M. Se 0 . a 1, o ponr 
M(z) está a vezes mais próximo da origem que o ponto z. Este caso especial da mudam. 

de escala, é denominado contração. 


M(z) 


ar s 
/* 

/ • 


EXEMPLO 3 Imagem de um Círculo sob Dilatação 

Determinemos a imagem da circunferência C dada por |z| = 2 sob a transformação linear M(z) = Sz. 

Solução Como M c uma dilatação com fator de escala 3. cada ponto na circunferoncm 
\ z \ — 2 será mapeado em um ponto com 0 mesmo argumento e módulo multiplicad 
por 3. Portanto, cada. ponto 11 a imagem terá modulo 3 -2 = 0. Os pontos na imagei 
podem ter argumentos quaisquer, pois os pontos z na circunferência \z\ = 1 podem U: 
argumentos arbitrários. Em consequência, a imagem C é a circunferência ■/ " 

centro na origem e raio 6. Na Figura 2.3.6, esta transformação é ilustrada em uma úme, 
cópia do plano complexo. Sol) a transformação M(z) = 3z, a circunferência C. mostiad , 
em cinza 11 a Figura 2.3.6, é mapeada 11 a circunferência C , mostrada em preto na. mes- 
ma iigura. 



Embora uma transformação de dilatação altere as dimensões de uma figura noplan- 
complexo, não altera a forma básica da mesma. Por exemplo, a imagem de um triângu- 
lo S sob a dilatação M(z) = az também é um triângulo S '. Como os comprimentos dos lados dc .9 sao 
vezes maiores que os correspondentes lados de 5, os triângulos S e S' são semelhantes. 


Transformações Lineares Agora, estamos prontos para mostrar que uma transformação Imear gen+- 
rica fiz) = az-)- bé urna composição de uma rotação, uma dilatação e uma translaçao. xccoitemos q.. 
se f e a forem duas funções, a composição de fc g é a função fo g definida como J ° g{z)- f{g(z)) Par 
determinar o valor = fo g(z\ primeiro, avaliamos a função g em z e, a seguir, a função /em g(z). u 
modo similar, para determinar a imagem 5" do conjunto S sob uma composição w - f° g(z), piimeii. 
avaliamos a imagem S 1 de S sob g e, então, a imagem S dc S sol) /. 
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Suponhamos, agora, que f(z) — az + b seja uma função linear complexa. Assumamos que a ^ 0; caso 
contrário, a transformação seria a transformação constante f(z) — b , que inapeia qualquer ponto no plano 
complexo no único ponto b. Vale notar que podemos expressar / como: 


f{z) = az + b= \a\ zj +b. (G) 

investiguemos, passo a passo, o que acontece a um ponto z, } sob a composição em (6). Primeiro, z t] é mul- 
tiplicado pelo número complexo a/\a\. Como 


|a| . _ a 

= : : — 1, a transformação complexa w = - — -2 c uma 


x /II' I II -7 V.-WXÜ nv Aíi (( - 7 4 , Uliin 

l«l M [a| 

lotação que gna o ponto z [í de um ângulo 0 = Arg^j — radianos em torno da origem. O angulo de ro- 


^ y 


1 ação também pode ser escrito como 0 — Arg(u), pois l/|cij é um número real. Seja z. a imagem dc. 
sob a rotação por Arg(u). O próximo passo em (6) consiste em multiplicar 2 , por |a|. Como a 0 é um 
número real, a transformação complexa w = \a\z é uma dilatação com fator de escala |«|. Agora, seja 2 , a 
iiiiagí m de sob a dilatação poi |ci|. O último passo na transformação linear em (G) consiste em somar b 
a ^ 2 * A ti ansfoi mação complexa w = z + b translada 2 > de b até o ponto w {) — f[z^ ,). A seguir, resumimos 
essa descrição de uma transformação linear. 


Imagem de um Ponto sob urna Transformação Linear 

Sejam J(z) = az + h unia transformação linear com a ^ 0 e z [] um ponto no plano complexo. Se os 
pontos z,) e. w n = f(z i -Í) forem, posicionados na mesma cópia do plano complexo, o ponto w fí é determi- 
nado da seguinte forma: 

(/) z í) é girado de um ângulo Arg(a) em torno da origem. 

(ii) o resultado é dilatado por jc| e 
(Ui) este último resultado é transladado de b. 


Esta descrição da imagem de um ponto z l) sob uma transformação linear também descreve a. imagem 
de qualquer conjunto dc pontos S. Em particular, a imagem S' dc um conjunto S sob f(z) = az + b é o 
conjunto de pontos obtidos pela rotação de S de um ângulo Arg(a), pela dilatação por |«| e pela trans- 
lação por b. 

De (6), vemos que toda transformação complexa linear e não constante c uma composição dc. no má- 
ximo. uma rotação, uma dilatação e uma translação. Enfatizamos as palavras “no máximo” para ressaltar 
o fato de que uma ou mais das transformações envolvidas pode ser a transformação identidade f(z) = 2 
(que mapeia qualquer ponto 110 piano complexo nele próprio). Por exemplo, a transformação linear /( 2 ) — 
Ó 2 + i envolve uma dilatação por 3 e uma translação por i. mas não envolve uma rotação. Fica, evidente 
de (G) que, se a ^ 0 for um número complexo, se Rfz) for uma rotação por Arg( 2 ), M(z) for uma dilata.- 
ção por |n| e T(z) for uma translação por h, então a composição f(z) = M o R(z) = T(M{R{z))) é uma 
função linear complexa. Além disso, como a composição de qualquer número finito de funções lineares é 
uma função linear, resulta que a composição de um número finito de rotações, dilatações c translações é 
uma transformação linear. 

Vimos que translações, rotações c dilatações preservam a forma básica da figura no plano complexo. Por 
c onseguinte, uma transformação linear também preserva a forma básica de uma figura no plano complexo. 
Esta é uma importante propriedade de transformações complexas lineares e merece ser salientada. 


l. m.a transformação linear w — az + b. com a ** U. pode modificar as dimensões dc uma figura no 
plano complexo, mas não pode alterar a forma básica da figura.. 


Ao descrever uma função linear como uma composição de rotação, dilatação c translação, deve- 
mos ter em mente que a ordem da composição c importante. Para comprovar isso, consideremos 
um*! + a transformação f(z) = 2 z + i, que dilata por 2 e translada por i\ portanto, / mapeia 0 em i Se 
invertermos a ordem da composição — translação por i e dilatação por 2 o efeito é mapear 0 
cm 2 i Portanto, alterar a ordem da composição pode resultar em uma transformação diferente. Contudo. 
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em alguns casos especiais a alteração da ordem da composição não altera a transformação (Problemas '2/ 

e 28 do Conjunto dc Exercícios 2.3). . _ . . 

Uma transformação complexa linear sempre pode ser representada como uma composição em mais de 

uma forma. A transformação complexa f(z) = 2* + «, por exemplo, pode também sor representada como 

l[z) — 2 (z + i/2). Portanto, a dilatação por 2 seguida pela translação por i é igual a tuins açao poi ij 

seguida da dilatação por 2. 


FMPLO Imagem de imi Retângulo sob uma Transformação Linear 

Determinemos a imagem do retângulo com vértices 1 F i, 1 + h l + 2i e 1 4 h sob a tians foi mação 
linear j{z) = 4 iz + 2 + 3L 

Solução Seja S o retângulo com os vértices dados e seja S' a imagem de 5 sob ./. Como / e uma ti ansíoi 
mação linear, a discussão anterior implica que S' tem a mesma forma dc S. Ou seja. 6 e um re angu o. 
Logo, para determinar S' precisamos determinar apenas seus vértices, que sao as imagens dos vertic.es 

de S sob /. 

/( — 1 -D z) = —2 — z f(l + i) = -2 + 7i 

/( 1 + 2 i) = -6 + 7 i /(- 1 + 2t) = -6-i. 

Por conseguinte, S' é o retângulo com vértices 2 i, 2 + 7 L -6 + li e -6 i. Q 

A transformação linear J\z) = 4 iz + 2 + 3 i do Exemplo 4 também pode ser vista como uma composi- 
ção de uma rotação, uma dilatação e uma translação. Corno Arg(4») - tt/ 2 e \4j - 4, / age pe a io .açao 
de um ângulo de 7 t /2 radianos em torno da origem, dilataçao de 4 e translaçao ‘ ^ a S “ 1U< ncia 

é mostrada na Figura 2.3.7. Na Figura 2.3.7(a) o retângulo 5, mostrado em cinza, e girado de tt /2 resul- 
tando no retângulo S ] mostrado em preto; na Figura 2.3.7(b), o retângulo A, mostiac o em uii/a e a a a 
do de 4, levando ao retângulo S, mostrado em preto; por fim, na Figura 2.3 . í (c), o retangu o í . , mos .ia <- 
em cinza é transladado de 2 + 3 i, resultando no retângulo S' mostrado em preto. 



(a) Rotação por n/2 (b) Dilatação por 4 (0 Translação por 2 + 3> 

Figura 2.3.7 Transformação linear de um retângulo 



Determinemos uma função complexa linear que mapeico triângulo equilátero com vórtices 1 + í.,2 + 7«- 
â -p (1 -p lJz)i no triângulo equilátero com vértices i,v 3 + 2 i e 3z. 


Solução Seja 5, o triângulo com vértices 1 + i, 2 + i e | + (1 + p3)i mostrado em cinza ua Figun 
2.3.8(a)' seia S 1 o triângulo com vértices i, \/3 + 2i e 3* mostrado em preto na 1 igura 2.3.8(d). Ha clivei 
sas maneiras dc determinar uma transformação linear que mapeie S, em S’. A seguir, apresentamos i» 
Primeiro, transladamos S, dc modo que passe a ter um vértice na origem. Se decidirmos que o vcrHce 1 - 

i deve ser mapeado em 0, isto c feito pela translação 7,(~) — - (13 <)• ^°.í a 2 * ' ' 1 ' 

Logo, S, 6 o triângulo com vértices 0. 1 e \ e mostrado em preto na Figura 2.3.8(a). Dessa hgiua 

vemos que o ângulo entre o eixo imaginário e o lado de S, que contém os vértices 0e 5 + 5 V3; c */0. " 
conseguinte, uma rotação cie um ângulo de tt /6 em torno da origem, no sentido tngonometiico, mapev. 
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^ 1 . L 

1 2 3 

(c) Dilatação por 2 



Figura 2.3.8 Transformação linear de um triângulo 


rá S 2 em um triângulo com dois vértices no eixo imaginário. Essa rotação é dada por R(z) = (e^) z = 
• 2 ‘ 2 '^) '■■■ ^ imagem de S -2 sob 1\ c o triângulo 5 3 com vértices em 0, ^\/3 -f- // e i, mostrado em preto na 
Figura 2.3.8(b). h simples verificar que cada lado do triângulo 5 3 tem comprimento 1. Como cada lado do 
desejado triângulo S' tem comprimento 2. dilatamos S 3 por um fator 2. A dilatação M(z) = 2z mapeia o 
triângulo S 3 . mostrado em cinza na Figura 2.3.8(c), no triângulo 5*,. com vértices ü. \/t + % e 2 i mostra- 
uU 0111 i )U ão na Figura 2.3.8(c). Por fim. transladamos o triângulo 5, de / com a transformação T(z) = 
: 4- i. Esta translação mapeia o triângulo mostrado em cinza na Figura 2.3.8(d), no triângulo S'. com 
vértices i , s/?> -p 2 i c 3i mostrado em preto na Figura 2.3. 8(d). 

Em resumo, concluímos que a seguinte transformação linear: 

f(z) = T 2 o MoRoTi (z) — z + l — \/3 + \/3 i 

mapeia o triângulo S l no triângulo S'. □ 


Comparação com, Análise Real 


0 estudo de cálculo diferencial é baseado no princípio de que funções reais lineares são o tipo de 
função de mais simples entendimento (seja de um ponto de vista algébrico, numérico ou geométrico). 

1 ma das muitas aplicações da derivada de uma função real fv a determinação de uma função linear 

que aproxime / em uma vizinhança de um ponto % Em particular, vale lembrar que a aproxima- 
çao linear a uma função diferendável f(x) em x - x„ é a função linear l(x) - f(x X) ) + x u ). 

Do ponto de vista geométrico, o gráfico da aproximação linear é a reta tangente ao gráfico de / no 
ponto (% /(./ú)). Embora nao exista uma interpretação geométrica análoga para funções complexas, 
a fórmula de aproximaçao linear pode ser aplicada a funções complexas, desde que seja feita uma 
• t< íniição apiopiiada. da deiivada da íiinçào complexa. Portanto, se //q,) representar a derivada da 
função complexa J(z ) em z [) (esta definição será dada na Seção 3.1), então a aproximação linear de f 
em uma vizinhança do q, é a função linear complexa !{z) = /(q,) + f {%)(? - q,). Geometricamente. 
/( z) aproxima a forma em que /( z) age como uma transformação complexa nas proximidades do pon- 
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to 2 + Por exemplo-, veremos, no Capítulo 3, que a derivada da função complexa 
f(z) = zr é f'(z) = 2z. Por conseguinte, a aproximação linear de j[z) - z 1 em 
Zo=i + ièl(z) = 2i + 2(l+i){z-\-i) = 2y/2 (c^z) -21. Próximo ao ponto 
z — l + transformação w = r pode ser aproximada pela transformação line- 
ar que consiste na composição da rotação de 7r/4, dilatação de 2v- e translação 
de 2 i. Na Figura 2.3.9. a imagem da circunferência \z - (1 + i)\ 0,25 sob fê 

mostrada em preto e a imagem dest a circunferência sob / é mostrada em cinza. 
A Figura 2.3.9 indica, para a circunferência \z (1 + *)| = 0.25, que a transfor- 
mação linear l fornece uma aproximação precisa para a t ransfoi mação lineai /. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 2.3 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do Imv 

Nos Problemas 1-6, (a) determine a imagem do disco fechado \z\ < 1 sob a transformaçao linear w = f{z) e (b) r< 
presente a transformação linear com uma sequência de gráficos, como na Figura 2.5.7. 

1. f(z) = z + 3i 2. f(z)-z + 2-i 

3. f( z ) = 3 iz 4 - f( z ) = 0- + j ) z 

5. f{z) = 2 z-i 6 - /( 2 ) = ( 6 “ 5?: ) 2 + 1 - 3i 

Nos Problemas 7 12, (a) determine a imagem do triângulo com vértices 0, 1 e i sob a transformação lineai w - /( 
e (b) represente a transformação linear com uma sequência de gráficos, como na F igura 2.3.7. 

7. /(z) = z + 2i 8- f(z)=Sz 

9. f(z) = f. ,7r/4 z 10- f{z) = §iz 

11 . f( z ) = -3z + i 12- f{z) = (1 — i)z — 2 

Nos Problemas 13 16, expresse a transformação linear w — f[z) dada como uma composição de uma rotação, un 
dilatação e uma translação, como em (6). A seguir, descreva a ação da transformação lineai- em palavras. 

14 . f(z) = 5 (cos A + i sen 02 + 7 ?, 

16 . f(z) = (3 - 2 i)z + 12 


13. f(z) = 3 iz + 4 


15. /(2) = -0+1-v/3í 


Nos Problemas 17-20. determine uma transformação linear (pie mapeie o conjunto S no conjunto S'. (Nota: po 
haver mais de uma transformação linear que resolva o problema.) 


17. Sé o triângulo com vértices 0, 1 e 1 + i S ' é o triângulo com vértices 2 i, 3 i e 1 + 3/, 

18. Sé a circunferência \z- 1| = 3. S' é a circunferência |«; + ?| = 5. 

19. S é o eixo imaginário. S f é a reta que passa pelos pontos i e 1 + 2 i. 

20. Sé o quadrado com vértices 1 + *, -1 + i, 1 - i e 1 i S' é o quadrado com vértices 1,2 + *, 1 + 2 i e i. 


21. Determine duas transformações lineares distintas que mapeiem o quadrado com vértices 0,1.1 + te/ no qu 

drado com vértices -1, 0, * e 1 + *. 


22. Determine duas transformações lineares distintas que mapeiem o semiplano R e{z) > 2 no scmiplano Roíw) > 5. 

23. Considere o segmento de reta parametrizado por z(t) — 3 u( 1 t) + zR, 0 < t + 1. 

(a) Determine uma parametrização da imagem do segmento de reta sob a translação l(z) = - P l>. b - 9. Dc 
creva a imagem em palavras. 

(b) Determine uma parametrização da imagem do segmento de reta sob a rotação R{z) = az. |fl| = F Descre' 
a imagem em palavras. 

(c) Determine uma parametrização da imagem do segmento de reta sob a dilataçao M{ z) az, a 0. Desci c 1 
a imagem em palavras. 


24. Repita o Problema 23 para a circunferência parametrizada por z(t) — Zq + ie , 0 < t < 2n. 
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25. Nas partes (a) (c). expresse a dada composição de transformações como uma transformação linear f{z) = az *• b. 

(a) rotação de 7t/4, dilatação de 2 c translação de i + i 

(b) dilatação de 2. translação de \/2 e rotação de 7r/4 

(c) translação de 4 v/2, rotação de tt/ 4 e dilatação de 2 

(d) O que você nota nas transformações lineares em (a) (c)? 

26. Considere a transformação linear complexa f(z) = (1 + \/3 i) z -F i Em cada parte, determine a translação T, a 
rotação R e a dilatação M que satisfazem a equação dada e descreva a transformação / cm palavras, usando T, 
R e M. 

(a) f(z) = T o M o R(z) (b) f{z ) = MoTo R{z) 

(c) /(z) = RoMoT(z) 


Foco em Conceitos 


27. (a) Prove que a composição de duas translações T x (z) = z + b x , b x ^ 0, c T 2 (^) = z + b. 2 , b, ^ 0. é uma transla- 
ção ou a transformação identidade. A ordem ria composição importa? 

(b) Prove que a composição de duas rotações R x {z) — a, 2 , |a,| = 1, e R. 2 (z) = a.,z, |r/.,| = 1,6 uma rotação ou a 
transformação identidade. A ordem da composição importa? 

(c) Prove que a composição de duas dilatações M x (z) — a x z, a, > ü. c M 2 (z) — a 2 z. a> > 0, é uma dilatação ou a 
transformação identidade. A ordem da composição importa? 


28. Dizemos que duas transformações /e g comutam se f° g(z) = g ° f(z ) para todo 2 . Ou seja, duas transformações 
comutam se a ordem de sua composição não alterar a transformação. 

( a) Uma translação e uma rotação diferente da rotação identidade podem comutar? 

(b) Uma translação e uma dilatação diferente tia dilatação identidade podem comutar? 

(c) Uma rotação diferente da rotação identidade e uma dilatação diferente da dilatação identidade podem co- 
mutar? 


29. Lembre-se. do Problema 31 do Conjunto de Exercícios 2.2. de que a transformação f(z) — zé denominada refle- 
xão em relação ao eixo real. Usando a transformação f(z) = z e uma transformação linear qualquer, determine a 
transformação g que representa uma reflexão em relação ao eixo imaginário. Ou seja. expresse a. transformação 
g(x -f iy) = —x + iy em termos de constantes complexas e o símbolo 2 . 


30. Descreva como obter a imagem w tí = f(z X) ) de um ponto z xx sob a transformação f(z) = az + b em termos de trans- 
lação. rotação, dilatação e reflexão. 


31. O que você pode dizer a respeito de uma transformação linear / tal que \z\ = \f(z ) | para todo número complexo 2 ? 

32. O que você pode dizer a respeito de uma transformação linear /tal que \z 2 z 1 1 — | f(z 2 ) f(zj | para quaisquer 
números complexos 2 , e z 2 ? 


33. Um ponto fixo de uma transformação fé um ponto z l) com a. propriedade /(q,) — 2 ,,. 

(a) A transformação linear f(z) = az + b tem um ponto fixo zf! Em caso afirmativo, determine z^ em termos de 
a e b. 

(b) Dê um exemplo de uma transformação complexa linear que não tem um ponto fixo. 

(c) Dê um exemplo de urna transformação complexa linear que tem mais de um ponto fixo. [Sugestão: existe 
apenas uma transformação desse tipo.] 

(d) Prove que se 2 ,, for um ponto fixo de uma transformação complexa linear /e se / comutar com a transforma- 
ção linear complexa y (veja o Problema 28). então z, t é um ponto fixo de g. 


34. Suponha que w conjunto S seja mapeado 110 conjunto S' pela transformação complexa w = f(z). Se, como sub- 
conjuntos de uma única cópia do plano complexo, S -- S f . então S é dito ser invariante sob /. Note que para que 
S seja invariante sob /, não é necessário que f(z ) = 2 para, todo 2 em S. 

(a) Explique por que o disco fechado | 2 | < 2 é invariante sob a rotação R(z) = az , |a| = 1 . 

(b) Quais são os conjuntos invariantes sob a translação T(z) — z -F b, b ^ 0? 

(c) Quais são os conjuntos invariantes sob a dilatação M(z) = az. a > 0? 


Este problema mostra que uma transformação linear é determinada de forma única pelas imagens de dois pon- 
tos. 


35 . 
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(a) Seja. fíz) = az + b uma função linear complexa com a * 0; assuma que /OJ - w x e JU 2 ) ta,. Deteimim 
duas formulas que expressem a e b em termos de 2 2 , e Explique por que essas formulas implicam 
que a transformação linear é determinada de forma única pelas imagens de dois pontos. 

( b ) Mostre que uma função linear não é determinada de forma única pela imagem de um ponto. Ou seja, deter- 
mine duas funções lineares distintas /, e f, que sejam iguais em um ponto. 

36 Determine uma função linear complexa fiz) = az + b que gire um ponto z de um ângulo ff. no sentido trigono- 
métrico, em torno de um ponto q, no plano complexo. [Sugestão: pelo Problema 3o, esta transformação e < c cr- 
minada de forma única pelas imagens de dois pontos.] 

37. (a) Dados dois números complexos w x e w 2 , existirá sempre uma função linear que mapeie 0 cm w x e I em w.3 
Justifique sua resposta. 


(b) Dados três números complexos w x , w. 2 e w- A , existirá sempre uma função linear que mapeie 0 c.m 1 un u, 
e i em tu 3 ? Justifique sua resposta. 

38 No Capítulo 1. usamos a desigualdade triangular para obter limitou** para os módulos de cortas expressões em : 
dlTm bmitante para o módulo de * Por exemplo, se M < 1. então |(1 + f)a - 2| < 2 + V5- • lustre essa des,- 
maldade usando transformações lineares e, a seguir, determine um valor de * para o qual 1(1 + 0* -I 2 + ' - 


39. Considere a função complexa f{z) = 2iz +1-1, definida no anel fechado 2 < jr| < ->■ 

(a) Use transformações lineares para determinar limitantes superior e inferior para o módulo dc /( O - 

1 - i Ou seja. determine valores reais L e M tais que L < |2 iz+ 1 *| < M. 

(b) Determine valores de 2 que levem aos limitantes em (a). Em outras palavras, determine * e *. tais que 
|/(^)| = L e 1/(2^ | = M. 

(c) Determine limitantes superior e inferior para o módulo da função g(z) = 1/Az), definida no anel fcchad 

2 < I 2 I < 3. 



40. Grupos dc lsometrias 


Neste projeto, investigaremos a relação entre análise complexa e a geometria euclidiana 


do plano cartesiano. 

A distância euclidiana entre dois pontos (ai, !h) e (*>, y 2 ) no plano cartesia.no e 


d ((ar (*2,3/2)) = V O2 - *1) + ~ V 1) • 

É claro que, se considerarmos as representações complexas z l = x l + iy x e *2 = ^ dcsses püUt ° h ' a íllbtdU< - ir ' 

0 

d(zi, 22 ) = \Z2- Zi\. 


euclidiana é dada pelo módulo 


Uma função do plano no plano que preserva a distância euclidiana entre qualquer par de pontos é denominim, 
uma isometria euclidiana do plano. Em particular, uma t.ransformaçao complexa w - fiz) c uma «ome i < 

clidiaiia do plano se 


\Z2 — Zi\ = |/(2l) — /(22) ! 


para todo par de números complexos z x e z 2 . , . , • im: 

( a ) Prove que toda transformação linear da forma f(z) = az + b. com |o,| = 1, c uma isome 11 a 

U 111 grupo é uma estrutura algébrica que ocorre em diversas áreas da matematica. Um gnipo ejun (unjuii 
G associado a um tipo especial de função * de G X G em G. A função * é denominada uma operaçao binaria c, 
G, e 6 comum usar a notação a*b em vez, de ♦(«• b) para representar um valor de *. Agora daremo^a defimç» 
formal de um grupo. Um grupo é um conjunto G associado a uma operaçao binária em U ].<.<- ■ 

propriedades seguintes: ( _ *n* . 

(i) para todos os elementos a, b e c em G\ a '(6 c) = (a b) c, 

(u) existe um elemento e em G tal que e*a = «*e = a para todo a em G e 

[iü) para todo elemento u em G existe um elemento b em G tal que a b - b a - e. ( O elemento !> - 

minado inverso de a em G e denotado por a 1 .) 

Seja Isom_(E) o conjunto de todas as funções complexas da íorma fiz) = az + b com ja| - 1. No restante tle. 
projeto você deverá demonstrar qtre Isom t (E) é um grupo com composição de funções como a operaçao binar 
Este grupo recebe a denominação grupo de isometria* do plano euclidiano que preservam oneutaçao. 

(b) Prove que a composição dc funções é uma operação binária cm Isom, (E). Ou seja, prove que se ./ t j lor. 
funções em Isom (E) então a função /. g, definida por / o g(z) = fig(z)), é um elemento em lsom,(E). 

(c) Prove que o conjunto Isom t (E) com composição satisfax a propriedade (i) dc um grupo. 
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(d) Prove que o conjunto Isom + (E) com composição satisfaz a propriedade (ü) de um grupo. Ou seja, prove que 
existe uma função e em Lsom. (E) tal que e ° f= f° e = /. para todas as funções /em Isom + (E). 

(e) Prove que o conjunto lsom (E) com composição satisfaz a propriedade (üi) de um grupo. 


2.4 Funções Potências Especiais 


Uma função polinomial complexa 6 uma função da forma , onde 

n é um inteiro positivo e a n , a n ,, a,. a xl são constantes complexas. Em geral, uma transformação 

polinomial complexa pode ser muito complicada, mas em diversos casos especiais a ação da transfor- 
mação é facilmente entendida. Por exemplo, as funções complexas lineares estudadas na Seção 2.3 são 


polinómios complexos de grau n = 1. 

Nesta seção estudaremos polinómios complexos da forma f(z) — z’\ n > 2. Ao contrário das transfor- 
mações lineares estudadas na seção anterior, as transformações w = z'\ n > 2 não preservam a. forma 
básica de todas as figuras no plano complexo. Associada à função z"\ n > 2. também temos a junção 
raiz n-ésima principal A função raiz n-ésima principal é a função inversa da função z". definida em 
um domínio suficientemente restrito. Por conseguinte, transformações complexas associadas a z" e z 1 "" 
guardam uma relação próxima. 


Funções Potências Uma função real da forma f{x) — onde a ê uma constante real, c denominada 
uma função potência. Formamos uma função potência complexa permitindo que a entrada ou o expoente 
a seja um número complexo. Em outras palavras, uma função potência complexa é uma função da forma 
fiz) = z f, onde a é uma constante complexa. Se a for um inteiro, a função potência pode ser calculada 
com as operações algébricas sobre números complexos discutidas no Capítulo 1. Por exemplo, z 2 — z ■ ze 

Podemos, também, usar as fórmulas para raízes dc números complexos da Seção 1.4 para 


.-3 


z ■ z 


definir funções potências com expoentes fracionários da forma l/n. Por exemplo, podemos definir z 1/! corno 
a função que fornece a raiz quarta principal de z. Nesta seção, restringiremos a. atenção às funções potências 
complexas das formas z“ e z l onde n >2 ené um inteiro. Funções potências complexas mais elaboradas, 
como z^ - *, serão discutidas na Seção 4.2, após a introdução da função logarítmica complexa. 


2.4.1 Função Potência z n 


Nesta subseção consideraremos a função potência complexa da forma z'\ n > 2. É natural que comecemos 
st udo com a mais simples dessas funções, a função quadrática complexa zr. 

F íiição Z 2 Valores da função potência complexa f[ z) = z? são facilmente calculados por meio da multipli- 
ação complexa. Por exemplo, em z—2 i, temos /( 2 - i) = (2 if — (2 i) ■ (2 - i) = 3 - 4 i. Contudo, 
-atendimento da transformação complexa w = zr exige um pouco mais de esforço. Iniciamos expressando 
transformação na notação exponencial, substituindo o símbolo z por re"': 

w = z 2 = [ré 10 ) 2 = r 2 e l29 . (1) 

.Z 2 De (1), vemos que o módulo r do ponto w é o quadrado do módulo r do ponto 2 e que 
o argumento 20 de w é o dobro do argumento 0 de 2 . Se posicionarmos 2 e w na mesma 
cópia do plano complexo, w é obtido pela dilatação de 2 por um fator r c, a seguir, pela 
rotação do resultado de um ângulo 0 em torno da origem. Na Figura 2.4.1 ilustramos a 
relação entre 2 e w — zr quando r > 1 e 0 > 0. Se 0 < r < 1. 2 sofre uma contração por 
» : um fator r; se 0 < 0, a rotação se dá 110 sentido horário. 

É importante notar que o fator de dilatação ou contração c o ângulo de rotação as- 
sociados a w — f{z) — z? dependem da localização do ponto 2 110 plano complexo. Por 
exemplo, corno /( 2) = 4 e /(i/2) = -4. o ponto z = 2 sofre uma dilatação de 2, mas não 
uma rotação; o ponto 2 = i/2, por sua vez. sofre uma contração de j e uma rotação de 
- - Em geral, a função quadrática zr não dilata o módulo de pontos na circunferência unitária \z\ — 1 e, 
ern, não aplica rotação a pontos no eixo real positivo. 
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A descrição da transformação w = * em termos de dilatação e rotação pode ser usada para visualizar 
a imagem de alguns conjuntos especiais. Por exemplo, consideremos o raio que emana da ongem e faz 
um ângulo , <j> com o eixo real positivo. Todos os pontos nesse raio tem um argumento <f>, de mo< o qi c 
imagens desses pontos sob w = J? têm argumento 2*. Por conseguinte, as imagens estão em um ram que 
emana da origem e faz um ângulo 2é com o eixo real positivo. Além disso, como o modulo p de um ponto 
no raio pode assumir qualquer valor no intervalo [0, oo), o módulo p’ de um ponto na imagem também 
pode assumir qualquer valor no intervalo [0, oo). Isso implica que um raio que emana da ongem e - 
um ângulo 4> com o eixo real positivo é mapeado, por w - z ! . em um raio que emana < a ongem i ", u 
ângulo 2 <i> com o eixo real positivo. Podemos, também, justificar essa propriedade de mapeamen o < . z 
com o emprego de (8) e (11) da Seção 2.2 para parametrizar o raio c sua imagem. 


c 


(a) Arco da circunferência I z I = 2 


w = z- 


v 



Figura 2.4.2 A transformação 


VV = 7 2 



(a> Semiplano Re(z) > 0 


w = z- 



(b) Imagem do semiplano em (a) 


Figura 2.4.3 A transformação 
w = z 1 


EXEMPLO 1 Imagem de um Arco de Circunferência sob w z 

Determinemos a imagem de um arco de circunferência definido por \z\ = 2, 0 < arg(^) < j 
7 r/ 2 , sob a transformação w = z 2 . 

Solução Seja Co arco de circunferência definido por \z\ = 2, 0 < arg (z) < n/2, e niosti ado 
em cinza na Figura 2.4.2(a); seja C f a imagem de Csob w = 2. Como cada ponto em 
tem módulo 2 e como a transformação w = * eleva o módulo de um ponto ao quadrado, 
cada ponto em C tem módulo 2 2 = 4. Isso implica que a imagem C deve estar contida 
na circunferência M = 4, com centro na origem e raio 4. Como os argumentos de pon- 
tos em C assumem todos os valores no intervalo [0, tt/ 2] e como a transformaçao w , 
dobra o argumento de um ponto, os pontos cm C têm argumentos que assumem todos 
os valores no intervalo [2 x 0, 2 x tt/2] = [0, tt). Ou seja, o conjunto 6 e a sennen con- 
ferência definida por |«>| = 4, 0 < aig(u;) < tt. Mostramos, portanto, que w = z- mapeia 
o arco de circunferência C, mostrado em cinza na Figura 2. 4. 2 (a), na scniicucun eiencin 
C mostrada em preto na Figura 2.4.2 (b). 


Uma forma alternativa de, no Exemplo 1, determinar a imagem seria usar uma parame- 
trização. Dc (10) da Seção 2.2, o arco de circunferência Cpodc ser parametrizado por z(í - 
2ê", U < t < tt/2; de (11) da Seção 2.2, sua imagem C é dada por w{l) - M*))- » u - 

t < tt/2. Substituindo o parâmetro t em w(t) por um novo parâmetro s = 2t, obtemos 
W(s) = 4é s , 0 < .s < 7 T. que c a parametrização da semicircunferência \w\ = 4, 0 < aig(i/ ) <^- 
Da mesma forma, concluímos que a função quadrática mapeia uma semicii cuníerên- 
c j a | 2 | _ r < arg (r) < tt/2. na circunferência \w\ = r . Como o semiplano direito 

Rei 2 ) > 0 consiste na coleção de semicircunferências |z| = r, -7r/2 < aig(?) < n/2 , onde 
r podeassumir qualquer valor 110 intervalo [0, 00 ), observamos que a imagem desse semi- 
plano consiste na coleção de circunferências \w\ = onde r pode assumir qualquer valor 
110 intervalo [0, 00 ). Isso implica que w = £ mapeia o semiplano da direita Re(,~) > 0 em 
todo o plano complexo. Ilustramos essa propriedade na Hgma 2.4.4. Obsei vemos que <1 
imagens das duas semicircunferências centradas em 0 e mostradas em cinza na Figum 
2 4.3 (a) são as duas circunferências mostradas em preto na Figura 2.4. 3(b). Como w - . 
eleva ao quadrado o módulo de um ponto, a semicircunferência com menor raio na Figura 
2.4. 3(a) é mapeada na semicircunferência com menor raio na Figura 2.4.3(b). Vemos, ame a 
na Figura 2.4.3, que o raio que emana da origem e contém o ponto 1 e o raio que emane 
da orioem e contém o ponto -i são ambos mapeados 110 eixo real não positivo. Portanto, c 
eixo imaginário, mostrado em cor na Figura 2.4.3(a), ê mapeado no conjunto que consisti 
110 ponto w = 0 e 110 eixo u negativo, mostrado em preto na Figura 2.4.3(b). 

Para melhorar o entendimento da transformaçao w = £ , consideramos, a seguir, a 
imagens de retas horizontal e vertical no plano complexo. 


EXEMPLO 2 Imagem de uma Reta Vertical sob w - z 2 

Determinemos a imagem da reta vertical x = k sob a transformaçao w = 
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-i 


Solução Neste exemplo é conveniente trabalhar com as partes real e imaginária de 
w — zr, que, de (1) da Seção 2.1, são u(x, y) = ar y 1 e v(x, y) = 2 xy, respectivamente. 
Como a reta vertical x = k consiste nos pontos z = k + iy , oc < y < oo, a imagem 
dessa reta consiste em todos os pontos w = u - F iv, onde 


u = k 2 - y 2 , v = 2 ky, — oo < y < oc. 


( 2 ) 


Se k ^ 0. podemos eliminar a variável y do (2) resolvendo a segunda equação para y — 
v/2 k e substituímos esta expressão na equação restante e na desigualdade. Após sim- 
plificação, obtemos: 


erticais no plano 


U = k 


.2 


V 


4k : 


-oo < V < 00. 


( 3 ) 


W-Z A 


t 

V 



10 15 20 


- 15 - 
- 20 - 

~ das retas em (a) 
Transformação w = z 2 


Logo. a imagem da reta x = k (com k ^ 0) sob w = z 2 é o conjunto de pontos no plano 
w que satisfazem (3). Esta imagem é uma parábola que se abre na direção do eixo u 
negativo, tem vértice em (£f\ 0) e corta o eixo v em (ü. ±2k 2 ). Vale notar que a ima- 
gem dada por (3) permanece inalterada se k for substituído por k. Isso implica que, 
se k 5* 0. o par de retas verticais x = k e x = k são ambas mapeadas na parábola u — 
k 2 - £/(4h 2 ) por w = z 2 . 

A ação da transformação w — £ sobre retas verticais é ilustrada na Figura 2.4.4. As 
retas verticais x — k. k ^ 0. mostradas em cinza na Figura 2.4.4(a), são mapeadas nas 
parábolas mostradas em preto na Figura 2.4.4(b). Em particular, de (3), temos que as 
retas x = 3 e x = 3, mostradas em cinza na Figura 2.4. 1 (a), são mapeadas na pará- 
bola com vértice em (9, 0), mostrada em preto na Figura 2.4.4(b). De modo similar, as 
retas x = ±2 são mapeadas na parábola com vértice em (4, 0), e as retas x = ±1 são 
mapeadas na parábola com vértice em (1. ü). No caso em que k = 0, (2) implica (pie a 
imagem da reta x = 0 (que ó o eixo imaginário) é dada por 


u = 


9 

-y , 


v = 0, — oo < y < oo. 


-3 


Por conseguinte, o eixo imaginário é mapeado, por w = £, no eixo real negativo, como 
ilustrado na Figura 2.4.4. □ 

Com pequenas modificações, o método do Exemplo 2 pode ser usado para mostrar que 
w = ,r mapeia uma reta horizontal y = k, k ^ 0 na parábola 

,2 

- k 2 


v 


u — 


4k 




( 4 ) 


ntais no plano z 


:v = z 2 



".insformação 


Vemos, novamente, <jue a imagem em (4) não é alterada se k for substituído por k, de 
modo que as retas horizontais y = k e y = -k. k v* 0 são ambas mapeadas, por w — z 2 , na 
parábola dada por (4). Se k — 0. a reta horizontal y = 0 (que é o eixo real) é mapeada 
no eixo real positivo. Portanto, as retas horizontais y — k. k & 0, mostradas em cinza na 
Figura 2.4.5(a), são mapeadas, por w = zr, nas parábolas mostradas em preto na Figu- 
ra 2.4. 5(b). Especificamente, as retas y — ±3 são mapeadas na parábola com vértice em 
(-9. 0); as retas y = ±2 são mapeadas na parábola com vértice cm ( 4. ü); as retas y = 
±1 são mapeadas na parábola com vértice em ( 1, 0). 


EXEMPLO 3 Imagem de um Triângulo sob w = z 1 

Determinemos a imagem do triângulo corri vértices 0, 1 -Fiel i sob a transformação 
w = z 2 . 

Solução Seja S o triângulo com vértices 0, 1 -F i e 1 i e seja S' sua imagem sob w = 
z 2 . Cada um dos t rês lados de S será tratado separadamente. O lado de S que contem os 
vértices 0 e 1 + i está com raio que emana da origem c faz um ângulo de tt/4 radianos 
com o eixo x positivo. Da discussão anterior, a imagem desse segmento de reta deve es- 
tar no raio que íãz um ângulo 2(7 t/4) — tt/2 radianos com o eixo u positivo. Além disso, 
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como os módulos dos pontos no lado que contém 0 e 1 + i variam de 0 a %/2, os módulo- 
das imagens desses pontos variam dc ü 2 = 0 a (y/2 ) = 2. Por conseguinte, a imagem des- 
te lado é o segmento de reta vertical de 0 a 2 i contido no eixo v e mostrado em preto na 
Figura 2.4.6(b). De modo similar, determinamos que a imagem do lado de S que contém 
os vértices 0 e 1 iè o segmento de reta de 0 a -2 i contido no eixo v (Figura 2.4.6). O úl- 
timo lado dc S contém os vértices 1 - i e 1 + i. Este lado consiste no conjunto de pontr - 
z = 1 + iy, -1 < y < 1. Como este lado está contido na reta vertical x = 1, de (2) e (3) dc 
Exemplo 2. ternos que sua imagem é um segmento de parábola dado por 


v 


2 


u = 1 - — , -2 < v < 2. 

4 


w - : 


Mostramos, então, que a imagem do triângulo S mostrado em cinza na Figura 2.4.6(a) é a 
figura S' mostrada em preto na Figura 2.4.6(b). ^ 



Função z M , n > 2 Uma análise similar à usada para a transformação tu — r pode se. 
aplicada à transformação w = 2 ", n > 2. Substituindo o símbolo 2 por ré‘. obtemos 

(5) 


w = z n = r n e inô . 


(b) Imagem do triângulo em (a) 
Figura 2.4.6 A transformação 


VV = Z' 


Por conseguinte, se 2 e w — 2 ” forem posicionados na mesma cópia do plano complexo, esta 
transformação pode ser visualizada como o processo de dilatar ou contrair o módulo r dt 
z ao módulo r“ de w e de girar 2 em torno da origem para aumentar o argumento 0 de . 

ao argumento nf) de w. 

Podemos usar esta descrição dc w = 2 ” para mostrar que um íaio que emana da oiigen. 
c faz um ângulo de ô radianos com o eixo x positivo é transformado em um raio que emane 
da origem e faz um ângulo de nó radianos com o eixo u positivo. Esta propriedade é ilustrada para a ti ans- 
formação w = 2 ? na Figura 2.4.7. Cada raio mostrado em cinza 11 a Figura 2.4.7(a) é mapeado em um raie 
mostrado em preto na Figura 2.4. 7(b). Como a transformação w = z’ aumenta o argumento de um pontt 
por um fator de 3, o raio mais próximo do eixo zno primeiro quadrante, 11 a figura 2.4.7(a), é mapeada 
no raio no primeiro quadrante na Figura 2.4.7(b); o outro raio no primeiro quadrante, na Figura 2.4.7(a 
é mapeado 110 segundo quadrante 11 a Figura 2.4.7(b). Da. mesma forma, o raio mais próximo do eixo xm 
quarto quadrante, na Figura 2.4.7(a), c mapeado no raio no quarto quadrante 11 a Figura 2.4.7(b); o outn 
raio no quarto quadrante, na Figura 2.4.7(a), é mapeado no terceiro quadrante na Figura 2.4.7(b). 




-L- 11 


(a) Raios no plano z 

Figura 2.4.7 A transformação vv = z i 


(b) Imagem dos raios em (a) 


EXEMPLO 4 Imagem de um Setor Circular sob w = 2 ? 


Determinemos, sob a transformação w 
\z\ < 2, 0 < arg(z) < 7r/2. 


a imagem do quarto dc disco definido pelas desigualdade 


Solução Seja S o quarto dc disco e seja S' sua imagem sob w — zK Como os módulos de pontos em S v; 
riam de 0 a 2 e como a transformação w = z l eleva ao cubo o módulo de um ponto, os módulos dos ponte 
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cm S r variam de ü :l = 0 a 2 :{ = 8. Além disso, como os argumentos dos pontos em S variam 
de 0 a 7 t/ 2 e como a transformação w = z' triplica o argumento de um ponto, os argumentos 
dos pontos cm S' variam de ü a 3 tt/ 2. Portanto, S' é o conjunto dado pelas desigualdades 
lia - s. 0 - a!-(//M < :>7r/2, mostrado em cinza na Figura 2.4.8(b). Concluímos, então, que 
o conjunto S mostrado em cor na Figura 2.4.8(a) é mapeado pela transformação w = z s no 
conjunto S' mostrado em cinza na Figura 2.4.8(b). □ 


r rara o Exemplo 4 

2.4.2 Função Potência z 1/n 




t - _ r _ - de S 

Transformação 


Agora, investigaremos as funções complexas da forma 2 1/ ", onde n é um inteiro e n > 2. Ini- 
ciamos com o caso 71 = 2. 


Função Raiz Quadrada Principal z 1 ' 2 Em (4) da Seção 1.4, vimos que as n raízes n- 
ésimas de um número complexo não nulo z — r( cos 0 + i seu 0) — ré B são dadas por: 



6 -f 2k 


n 


+ i sen 


0 + 2kit 


n 



onde k =0, 1, 2, ..., n 1. Em particular, para n = 2 temos que as duas raízes quadradas 
de z são: 


sfr 


9 + 2k-n \ . í8 + 2kir' 

cos 1 r 1 + i sen 1 


= ^*( 0 + 2 / 070/2 



para k = 0. 1. A fórmula em (6) não define uma função, pois aloca dois valores complexos (um para k = 0 
e outro para k - 1) ao número complexo 2 . Contudo, fixando 0 — Arg(z) e k — 0 cm (6). podemos definir 
uma função que associa 2 à única raiz quadrada principal. E natural que esta função receba a denomina- 
ção função raiz quadrada principal. 


Definição 2.4.1 Função Raiz Quadrada Principal 

A função 2 1/2 definida por: 

* 1/2 = F 

é denominada função raiz quadrada principal. 


Sc fizermos 0 — Arg(^) e substituirmos 2 por re H e m (7). obtemos uma descrição alternativa da função 
raiz quadrada principal para 1 2 | > 0: 

z 1 ' 2 = y/T-e 10 ' 2 . 8 = Arg(c). (8) 

\ ale notar que o símbolo 2 1 2 usado na Definição 2.4.1 e 11 a Seção 1.4 representa algo diferente cm cada 
ú mação. Em (7). usamos z ]: ~ para representar o valor da raiz quadrada principal do número complexo 2 , 
- nquanto na Seção 1.4 usamos o símbolo 2 1 2 para representar o conjunto das duas raízes quadradas do 
número complexo 2 . Esta repetição de nomenclatura é lamentável, mas largamente empregada. Na maioria 
los casos, o contexto em que o símbolo 2 1 2 é usado deve deixar claro se representa a raiz quadrada prin- 
pal ou o conjunto de raízes quadradas. Para evitar confusão, às vezes diremos explicitamente “função 
úz quadrada principal 2 " ou “função f(z) = 2 1/2 dada por (7)' . 


EXEMPLO 5 Valores de 2 F 2 


Determinemos os valores da função raiz quadrada principal 2 1 nos seguintes pontos 


a ;=4 


(b) 2 = —2 i 


(c) z — —1 + i 


Solução E 111 cada parte, usaremos (7) para determinar o valor de 2 1 2 . 
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(a) Para z= 4, temos |z| = |4| = 4 e Arg(z) = Arg(4) = 0, cie modo que, de (7), obtemos: 

4 1 / 2 = v/4e* (0/2) = 2e i(n) 2. 

(b) Para 2 = 2 i, temos \z\ = |-2 i | = 2 e Arg( 2 ) = Arg(-2i) - -tt/2, de modo que, de (7), obtemos: 

( — 2z) 1/2 = i/2e i(_7r/2)/2 = V2e~ i7r/4 = 1 -i. 

(c) Para z = -1 + i temos |^| = | 1 + i | = y/2 e Arg(z) = Arg(-1 + i) = 3tt/ 4, de modo que, de (7 
obtemos: 

(-1 + i) 1/2 = y^) e i(37r/4)/2 - i/2e* (37r/8) « 0,4551 + 1,0987*. 

□ 


É importante que no cálculo de valores da função raiz quadrada principal da Definição 2.4.1 usemos 
argumento principal. O uso de outra escolha para o argumento de z pode resultar cm uma função diferente. 
Por exemplo, na Seção 1.4 vimos que as duas raízes quadradas de i são \y/2 4- \y/2ie—\y/2 — \\Jli. Para 
z = i, temos \i\ = 1 e Arg(z) = tt / 2 . De ( 7 ), obtemos 

i‘/2 = ^W2)A = 1 .e í '/ 4 = AA. 

Z — 

Por conseguinte, apenas a. primeira das duas raízes de i representa o valor da função raiz quadrada prin- 
cipal. Podemos, sem dúvida, definir outras funções '"raízes quadradas . Por exemplo, seja 0 o valor úni- 
co do argumento de z no intervalo ir < 0 < 3 tt . Logo, f(z) = yj\z\e i0 ^ 2 define uma função para a qua 
/(?;) = -\\/2 - \ Esta função / não é a função raiz quadrada principal, mas guarda uma relação pró- 
xima com ela. Como tt < Arg(z) + 2?r < 3 tt , 0 = Arg (z) + 2 tt ; portanto 

f(z) = ^\é e / 2 = 

Como e k = 1, a expressão anterior é simplificada como f(z) = — a/Í " zje tArg ^/ 2 . Portanto, mostramos que 
a função f(z) = y/\z\e ie/2 , tt < 9 < 3tt à o negativo da função raiz quadrada principal z l/ \ 


Funções Inversas A função raiz quadrada principal 2 1/2 dada por (7) é uma função inversa da funçãí 
quadrática z* examinada na primeira parte desta seção. Antes de prosseguir, precisamos rever alguim 
terminologia geral relacionada a funções inversas. 

Uma função real deve ser biunívoca para ter uma função inversa. O mesmo se aplica a funções complexas. 
A definição de uma função complexa biunívoca é análoga à de uma função real: uma função complexa J • 
biunívoca se cada ponto w na imagem de /for a imagem de um único ponto z denominado pré-innujen 
de w no domínio de f. Ou seja, fé biunívoca sempre que, se f(z ] ) = /(%), então z x — zj. Em outras pa- 
lavras, se 2 , ^ z>. então f(z x ) ^ f(z 2 ). Isso significa que uma função complexa biunívoca não mapeia ponto- 
distintos no plano 2 no mesmo ponto no plano w. Por exemplo, a função f(z) = zr não é biunívoca, pois 
f(i) = f( -i) = 1. Se / for uma função complexa biunívoca, a qualquer ponto w na imagem de / está asso- 
ciada uma única pró-imagem 110 plano 2 , que denotamos por f l (w). Esta correspondência entre um ponte 
w e sua pré-imagem / l (w) define a função inversa de uma função complexa biunívoca. 


Definição 2.4.2 Função Inversa 

Se / for uma função complexa biunívoca com domínio A e imagem B, a função inversa de /, denotada 
por / ', é a função com domínio B e imagem A definida por / '( 2 ) = w, se / ( w) = z. 


Da Definição 2.4.2 resulta que se um conjunto S for mapeado em um conjunto S 1 por uma função biu- 
nívoca / então f 1 mapeia S' em S. Em outras palavras, as transformações complexas / c / 1 "desfazem 
uma à outra. Outro resultado da Definição 2.4.2 é: se / tiver uma função inversa, então /(/ '( 2 )) - ze 
f '(/( .)) - 2 . Isto é, as duas composições /° / 1 e / 1 ° / são a função identidade. 
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\EMPLO 6 Função Inversa de f(z) = z + 3 i 

íu>nemos que a função complexa f(z) = z + Si é bitinívoca em todo o plano complexo e determinemos 
_::ia fórmula para sua função inversa. 


Solução Uma forma de mostrar que fé biunívoca consiste em mostrar que a igualdade fiz,) = f(z>) im- 
pli< a a igualdade z x = z,. Para a função f{z) = z T- Si, este resultado c imediato, pois z x + 3 / — 
h. + 3 i implica 2j = z^. Como com qualquer função real, a função inversa de / pode ser obtida 
algcbricamente resolvendo a equação 2 /( w) para o símbolo w. Resolvendo z — w + 3 i para 

obtemos w = z 3 i, de modo que / '(2) = 2 3 i. □ 


Uh 



Ja Seção 2.3, sabemos que a transformação J(z) = z + 3z do Exemplo 6 é 11111a translação de Si e 
- ' — z ~ Si, uma translação de Si. Suponhamos que essas transformações sejam representadas em 
mia mesma cópia do plano complexo. Como, após a translação de um ponto de Si, a translação de sua 
magein de Si devolve o ponto à sua posição original, vemos que as transformações / e / 1 “desfazem” 
ima à outra, como esperado. 

Funções Inversas de z'\ n > 2 A seguir, descrevemos como obter uma função inversa 
da função potência z", n > 2. Isso requer alguma explicação, pois a função j\z) = z". n > 
2 não é biunívoca. Para comprovar isso, consideremos os pontos z t = re® o. z, = ré i(a f 2 * /n \ 
com r ^ 0. Como n > 2, os pontos 2,ez, são distintos, ou seja, 2, ^ z>. De (5), ternos 
que fiz,) = rV* e f{z 2 ) = = rV"V 2 " = re in0 . Portanto, / não é biunívoca, pois 

K z 1) = ui as 2, ^ z 2 . Na verdade, os distintos n pontos z, = re w , z, = re ,(e + 2 */»), z t = 

re>( 1 1 ; •••? z ,> — r(jlííl J " são todos mapeados por /( 2) — 2" no único ponto w = 

^ elvô - Isso é ilustrado na Figura 2.4.9 para n = 6. Os seis pontos 2,, 2,, ..., 2 fi , com mesmo 
módulo e argumentos que diferem por 2 tt /6 = 27 t/ 3. mostrados na Figura 2.5.9 são todos 
mapeados 110 mesmo ponto por f(z) = 2°. 

A discussão anterior parece implicar que a função f{z) — z’\ n > 2 não tem uma função 
inversa, pois não é biunívoca. No cálculo elementar nos deparamos com esse problema na 
iefmição de funções inversas para certas funções reais. Por exemplo, as funções reais f(x) = :r e g(x) = 
^n x não são biunívocas, mas mesmo assim definimos as funções inversas f~ l (x) = yjx c g ] (:r) = aresen x. 

■:a podermos definir essas funções inversas, os domínios das í unções devem ser restritos a conjuntos nos 
piais as mesmas são biunívocas. Por exemplo, se definida 110 intervalo (-oc, 00), a função f(x) = r não é 

i unívoca, contudo, passa a sei biunívoca se for definida 110 intervalo [0, oc). Da mesma forma, g{ x) sen x 

■ v) 0 biunívoca 110 intervalo (-oc, oc), mas é biunívoca 110 intervalo [ 7 t/ 2 , tt/ 2] . A função f~ l [x ) — y/x 
- a função inversa da função f(x) = t definida no intervalo [0, 00). Como Dom {f) = [0, 00) e Img( < /) = 
! J. 00), o domínio e a imagem de / 1 (x) = /x também são o intervalo [0, oc), como na Figura 2.4.10. 
De modo similar, g 1 ( x) = aresen x c a função inversa da função g (x) — sen x definida no intervalo [— 7r/2. 

“]• ^ domínio e a imagem de g 1 são [—1, 1] e [ 7r/2, tt/2], respectivamente (Figura 2.4.11). Usamos esta 
mesma idéia para a função potência complexa f(z) = 2", n > 2. Ou seja, para definir uma função inversa 
->ara f( z ) ~ ' 11 — - devemos restringir o domínio de f a um conjunto 110 qual fé uma função biunívoca. 
111a escolha para este “domínio restrito foi feita no Exemplo 7 para n — 2. 


: mapeados 
j oor f{z) = z 6 


y y 



Figura 2.4.10 f(x) - x- definida em fü, oc) e sua tunção inversa 



(a) t íjp) = sen x 

Figura 2.4.1 1 

função inversa 


y 



(b)^ -l (x) = aresen x 
g(x) = sen x definida em I-tt/2, tt/2J e sua 
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Figura 2.4.1 

que f[z) = ^ 

Lembrete: 

Arg ( z) es 
intervalo ( 


EXEMPLO 7 Um Domínio Restrito para f(z) = z 2 

Mostremos que f(z) = r 6 uma função biunívoca no conjunto A definido por -tt/2 ■ arg( : 
< 7 t/ 2, mostrado em cinza na figura 2.4.12. 

; Solução Como no Exemplo 6, mostramos que fé biunívoca demonstrando que, se z x c z 

estão em A e se /(*,) = /(^), então * = 2,. Suponhamos que ^ e % estejam em A; a>- 
sim, podemos escrever ^ = r^e z, = r 2 tf*, com -ir/2 < 0 t < tt/2 e tt/2 <. < '*/- be 

/(zj = /(^j, de (1) segue que 

(9) 


A 


,.2, >2 Oi _ r 2 e i25 2 


r,e 


!2 Um domínio em 
2 é biunívoca 


De (9), concluímos que os números complexos rfe^e rf extern os mesmos módulo e aigu- 
mento principal: 

rf = ri e Arg (r?e^) = Arg • ( 10 

Como r, e r 2 são positivos, a primeira equação em (10) implica q - r 2 . Alem disso. (:onio a /2^. C 
11 110 < tt/ 2 e -tt/2 < 0, < tt/ 2, segue que -7r < 20, < tt e n < 20, < tt. Isso significa que - ig( , 1 _ 

* 051 e Ardr 2 e m ) = 20, Este fato, combinado com a segunda equaçao em (10), implica que W y - M 

ou 0,'J 0 2 . Por conseguinte, concluímos que z, = %, o que prova que fé uma função biunívoca em ,4. □ 

Uma Inversa de fiz) = 2? No Exemplo 7 vimos que a função quadrática í 6 biunívoca 110 conjum 

A definido por -,/2 < arg(z) < */2. A Definição 2.4.2 implica que esta função 

bem definida f h Agora, mostraremos que esta função inversa e a função íni/. quacr. c < 

Definição 2.4.1. Para isso. sejam * = ré" e w = pé>, onde 0 e ó são os argumentos pnnopais de z e « 
respectivamente. Suponhamos que w = / ’(z). Como a imagem de /' é 0 domimo de /, o aigumtn o piu. 

cipal (j) de «/ deve satisfazer: 

7T . . TT (II. 

< Ô < v iA 

2 2 

Contudo pela Definição 2.4.2. /(to) = ti? = z. Por conseguinte, to é uma das duas raízes quadradas do z d, 
das por (6). Ou seja, w = \/re i9/2 ou w = y/h* t +*V 2 . Assumamos a segunda opção como verdadeira. 

w = v /fe < ( 9+2 ’ r)/2 . < 12 

Como 0 = Arg(z), temos -*<#<*. de modo que x/2 < (0 + 2x)/2 < 3x/2. Deste resultado c de (12 
concluímos que o argumento principal ó de w deve satisfazer uma das duas cond.çoes: -x < <t> < */2 
„/2 < c, < tt. Contudo, isso não pode ser verdade, pois de (11) - tt/2 < f < sr/2, de modo que a hipótese 
em (12) deve estar incorreta. Por conseguinte, concluímos que w - yfie 1 , que e o va 01 < a unção u, 

quadrada principal dada por (8). , i , • . 

Como z l/2 é uma função inversa de /(z) = r definida no conjunto tt/- al g(~) V > 
imagem de zV* são a imagem e o domínio de /, respectivamente. Em particular, Img(z ' ) = A ' ou seja. 
imagem de *1* 6 o conjunto de números complexos to que satisfazem -x/2 < arg(«) < x/2. Para deter- 
minar Dom(^), precisamos determinar a imagem de /. No Exemplo 1, mostramos que TO = r mapeia 
semiplano direito, Re(z) > ü, em todo o plano complexo, como indicado na Figuia 2. .. . conji <> . 
igual ao semiplano direito Re(z) > 0, excluindo os pontos no raio que emana da origem c coutem o po 

1 Ou seja. A não inclui o ponto z = 0 e os pontos que satisfazem arg(z) = -x/2 Contudo, vimos que c 
imagem do conjunto arg(z) = x/2 - isto é, o eixo imaginário positivo - é igual à imagem do conjume 
are(z) = x/2. Os dois conjuntos são mapeados no eixo real negativo. Como arg(z) x/2 es < 

em 4 a única diferença entre as imagens do conjunto A e do semiplano direito Rc(z) > 0 t a imagem ü 
ponto z = 0, que é o ponto w = 0. Ou seja. w = * mapeia o conjunto A dehmdo por ■ «*(* J- 

x/2 em todo o plano complexo, excluído o ponto to = 0; por conseguinte, o domimo de / (z) - z eton 
o plano complexo C, excluído 0. Em resumo, mostramos que a função raiz quadrada principal w - z 
mapeia o plano complexo C, excluído 0, no conjunto definido por -x/2 < arg( w) < x/2. Esta tiansío, un- 
ção é ilustrada na Figura 2.4.13. to = mapeia a circunferência |z| = r mostrada em cinza na Figu, 

2 4 13(a), na semicircunferênda|u>| = y/f, -x/2 < arg(m) < x/2, mostrada em preto na Figma -.4. 3 -> 
Além disso, a transformação to = z* mapeia o eixo real negativo, mostrado em cinza na Figura -. 1. U(a 
no eixo imaginário positivo, mostrado em preto na Figura 2.4.13(b). E claro que, se necessário, a hmç<i. 
raiz quadrada principal pode ser estendida para que o ponto 0 seja incluído em seu domimo. 
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= rl/2 


W = Z 



(a) Domínio dez 1/2 (b) lma S em de ^ 

Figura 2.4.13 Função raiz quadrada principal vv = z 1/2 


1 1 ansformação w — z Como uma transformação, a função 2 2 eleva ao quadrado o módulo do um 
ponto e dobra o argumento do mesmo. Como a função raiz quadrada principal z l/2 é uma função inversa de 
: . a transformação w = z 1 2 toma a raiz quadrada do módulo de um ponto e divide o argumento principal 
io mesmo por dois. Ou seja, se w = z I;2 , então \w\ = y/\ ~z\ e Arg (w) = ^Arg(z). Essas relações resultam 
iiret amente de (7) e são úteis na determinação das imagens de conjuntos sol) w = 2 1 -. 


X KMPLO 8 Imagem de um Setor Circular sob w = z l/2 

Determinemos a imagem do conjunto S definido por \z\ < 3, tt/2 < arg(z) < 3 tt/ 4, sob a fun- 
ção raiz quadrada principal. 

Solução Seja S' a imagem de S sob w = z 1/2 . Como, para pontos em S, \z\ < 3 e como z 1/2 
4 toma a raiz quadrada do módulo de um ponto, devemos ter \ w\ < \/3, para pontos em S'. 

Além disso, como, para pontos em S. 7 t/2 < arg ( 2 ) < 37r/4 v. como z x l toma a raiz c]uadrada 
do módulo de um ponto e divide o argumento de um ponto por dois, temos tt/4 < íiYg(w) < 
3tt/ 8. para pontos w em S'. Assim, mostramos que w = z 1/2 mapeia o conjunto S. mostrado 
em cinza na Figura 2.4.14(a), no conjunto S’ mostrado em cinza na Figura 2.4.14(b). □ 


: artular 
— -1/2 



unto em (a) 
4 insformação 


Função Raiz n-ésiina Principal Modificando 0 argumento usado no Exemplo 7 para 
mostrar que a função f(z) = f é biunívoca no conjunto definido por 7r/2 arg ( 2 ) < tt/2, 
podemos mostrar que a função potência complexa f(z) = 2 ", n > 2 c biunívoca 110 conjunto 
definido por 


7 r 


- < arg ( 2 ) < - 


(13) 


* 

E relativamente simples verificar que a imagem do conjunto definido por (13) sob a trans- 
formação w — z n c todo o plano complexo C. excluindo w = 0. Portanto, existe uma função 
inversa bem definida para f Em analogia ao caso n = 2, esta função inversa de 2 ” é chamada 
função raiz n-ésima principal 2 1 :U . O domínio de 2 1/n é o conjunto dos números complexos w 
que satisfazem 7 r/n < arg(ie) < ir/n. Uma descrição puramente algébrica da função raiz n- 
ésima principal c dada pela fórmula a seguir, que c análoga a (7). 


Definição 2.4.3 Função Raiz ra-ésima Principal 

Para n > 2, a função 2 1 71 definida por 


A/n 


sAz\e lJ 


\r z(z)/n 


é denominada função raiz ?>ésima principal. 
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Vale notar que a função raiz quadrada principal ^ da Definição 2.4.1 é apenas um caso especial dc (14 
J,„ = 2. Vale notar também que, na Definição 2.4.3 e na Seção 1.4, usamos o mesmo símbolo que e 
usado para representar coisas diferentes. Como no caso do símbolo o significado de z i mz n csim 
principal ou o conjunto dc raízes n-ésimas principais - é esclarecido pelo contexto ou dc forma cxplr 
Fazendo z = re*, com 8 = Arg(z), também podemos expressar a função raiz n-csnna pimcipal < nm 

z}! n — /re i6/u , 0 = Arg(z). ( lo 


EXEMPLO 9 Valores de z 1/n 

Determinemos o valor da dada função raiz n-ésima principal no ponto 2; especificado. 

(a)z 1 / 3 ; z = i (b)z 1 / 5 ; z =* 1 - VS» 

Solução Em cada parte, usamos (14). 

(a) Para z = i, temos |z| = 1 e Arg(z) = x/2. Substituindo esses valores em (14), com n = 3, obtemos 


jl/3 = ^Y e *(x/2)/3 = e ix/6 = ff + li. 


(b) Para z = 1 - s/Zi, temos |z| = 2 e Arg(z) = -x/3. Substituindo esses valores em (14), com n - o, ot 
temos 

(l - ^) 1/5 = ^2e í(_7r/3)/5 = v / 2e _i(7r/15) ~ 1,1236 - 0,2388z. 

L 


Funções Multivalentes* Na Seção 1.4 vimos que um número complexo não nulo z tem n raize 
n-ésinias distintas no plano complexo. Isso significa que o processo de tuai a íaiz «.-(.Mina ( t , 

complexo z não define uma função complexa, pois aloca um conjunto de n numeros complexos a< i 
complexo z. Na Seção 1.4 introduzimos o símbolo *>/* para representar o conjunto das « raizes ' 

- Um processo similar é o de determinar o argumento de um número complexo z. C omo o símbolo aig(. 
representa um conjunto infinito de valores, também não representa uma função complexa. Esses topos c 
operações com números complexos são exemplos de funções multivalentes. Esse termo, muitas vezes, oi 
giria confusão, pois uma função multivalente náo é uma função; por definição, uma função devei o t 
único valor. Contudo, o termo função multivalente é padrão em análise complexa, e o usaiemo, «d 
diante. Adotaremos a seguinte notação funcional para funções inultrv alentes. 


Notação: Funções multivalentes 


Na representação de 
corno F(z ) — z i : ' ou G(z ) 
tar funções. 


funções multivalentes com a notação funcional usaremos letras maiusculas. 


- arg(z). Letras minúsculas, como f ou g, serão reservadas para represen- 


Esta notação nos ajudará a evitar a confusão associada a símbolos como z j . Por exemplo, d( \em 
assumir que g[z) = z 1 '* representa a função raiz cúbica principal definida por (14), com n - 3, enquan 
G(z) = z'* representa a função multivalente que associa as três raízes cúbicas de zao valor dez. Assim. 
Exemplo 9(a) temos g{i) = \ \/5 + e do Exemplo 1 da Seção 1.4, G{z) { 2 V3 + 2 ?-, 2 V 2 ’ 


f .n £ m (5) no Conjunto de Exercícios 1.4, definimos uma potência racional de z. Uma foi ma dc 
definir uma função potência, z" l/; \ onde m/n é nm número racional, consiste em uma composição 


'Estas funções são também denominadas funções de múltiplos valores. (N.T.) 


Fuwt» \ ••iijil , *tc • 
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construir essa superfície tiramos «ura cópia do disco 

^ , j mn disco cortado que representa os pontos no domínio escrito como re com *r- 

«< 

'• A "' f iw e < (2n + 1)jt. Agora, nõ espaço yz. posicionemos os discos A 

como /e , oDiu U • « < /o^ + j.W fique a uma altura 0 diretamento 

de modo (|ue o ponto )t , a>m • - l _ , mostra o disco cortado A 0 posicionado no 

acima do ponto re" no plano xy. A Figura 2.4 18(b) moot.a ^ * 

espaço A coleção de todos os discos cortados „o esp^. ^ fo, ma a «£&£ ^ 

para a função multivalente Gfe) - «*(*), mostrada naf g « 2A19 , A «1* ^ ^ ^ 

indica conto essa função multivalente rnapeia o disco pet in< I -I - Riemann 

reta vertical que passa pelo qua quer ponto diferentes escolhas 

ZZSSZ: - * — > - - 

vemos as infinitas imagens de G(z) - mg( d- 



Figura 2.4.18 Disco cortado A> 



Figura 2.4.19 Superfície de Riemann 
para G(z) = arg(z) 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 2.4 (Veja Soluções de Problemas 


Selecionados de Ordem ímpar ao final do Uvn 


2.4.1 Função Potência z 11 


Nos Problemas 1 - 14 , determine a imagem do conjunto 
por meio de gráficos do conjunto e de sua imagem. 

1. raio arg(z) = ^ 

3 . reta x = 3 

1 

5 . reta y = ~ 7 

7. eixo imaginário positivo 


dado sob a transformação w — zz- 


2. raio arg(z) = — 

4 . reta y = -5 
3 

6 . reta x = - 
8. reta y = tt 


Represente a transíormaç» 


9. arco circular \z\ = 0 < arg(z) < tt 

10. arco circular \z\ = 3’ ~ 2 “ arg ^ - 6 

11. triângulo com vértices 0.1 e 1 + í 

12. triângulo com vértices 0, 1 + 2i e 1 + - / 


13 . quadrado com vértices 0 , 1 , 1 + i o 1 

14 . quadrado com vértices 0, 1, 1 + * e -1 + * 
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Nos Problemas 15 20, determine a imagem do conjunto dado sob a composição de uma função linear e uma função 
quadrática. 

15. raio arg(z) — f{z) = 2z 2 -f 1 — i 

16. segmento de reta de 0 a 1 + i; f(z) = V2 z 2 + 2 — i 

17. reta x = 2; j(z) = iz? - 3 

18. reta y = -3; J{z) = - z 2 + i 

19. arco circular \z\ = 2, 0 < arg (z) < /(z) = ^ e l7T,/ ' l z 2 

20. triângulo com vértices 0, 1 c 1 + í; f(z) — -jiz 2 | 1 

21. Determine a imagem do raio arg(z) = tt/6 sob cada. uma. das seguintes transformações: 

(a) f{z ) = z 3 (b) fiz) = z 4 (c) fiz) = z 5 

22. Determine a. imagem do primeiro quadrante do plano complexo sob cada uma das seguintes transformações: 

(a) fiz) = z 2 (b) fiz) = z 3 (c) f{z) = z 4 

23. Determine a imagem da região 1 < \z\ < 2, tt/ 4 < arg(z) < 3 tt/ 4. mostrada na Figura 2.4.20, sob cada uma das 
segi ii n t es t r an sformaçõ es : 

(a) fiz) = z 2 (b) fiz) = z :i (c) fiz) = z 4 

24. Determine, sob cada uma das transformações a seguir, a imagem da região mostrada na Figura 2.4.20. 

(a) fiz) = 3 z 2 + i (b) fiz) = ii + 1) z 3 + 1 (c) /(z) = \z A - i 


2.4.2 Função Potência z 1 ^ 11 


Nos Problemas 25 30, use (14) para determinar o valor da função raiz n-ésima principal dada no valor especificado 


para z. 




25. z 1/2 , z - -i 

26. 

z 1/2 , 

z = 2 + i 

27. z 1/3 , z — — 1 

28. 

r l/3 

** 7 

z = — 3 + 3z 

29. z 1/4 , z = -l + v3i 

30. 

,1/* 

^ 7 

z = — 4\/3 + Ai 


Nos Problemas 31—38. determine a imagem do conjunto dado sob a transformação raiz quadrada principal w = z 1 -. 
Represente a transformação por meio de gráficos do conjunto e de sua imagem. 


• / \ 71 
31. raio arg(z) = — 

4 

33. eixo imaginário positivo 

35. arco \z\ =9, — < arg(z) < 7 r 

.i , 9 V 2 

3/. para bola x = 

4 9 


. . 27T 

32. raio arg(z) = — — 

O 

34. eixo real negativo 
36. arco UI 


4 7T . . 7T 

= 7'“2 - arg(z) - 4 

2 r 

y 5 

38. parábola x = — — — 

1 10 2 


u J 


39. Determine a imagem da região mostrada na Figura 2.4.21 sob a função raiz quadrada principal w = z 

40. Determine a imagem da região mostrada na Figura 2.4.22 sob a função raiz quadrada principal w — 2 . (Seja 

cuidadoso nas proximidades do eixo real negativo!) 


.V 



F : :ura 2.4.20 Figura para os 
: ' Temas 23 e 24 



Figura 2.4.21 Figura para o 
Problema 39 



Figura 2.4.22 Figura para o 
Problema 40 


Foco em Conceitos 


41. Cse um procedimento similar ao empregado no Exemplo 2 e determine a. imagem da hipérbole xy = k, k ^ 0, 
sob w = z 1 . 
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42. Use um procedimento similar ao empregado no Exemplo 2 e determine a imagem da hipérbole ,r - r M-j 
0. sob a transformação w = r • 

43 Determino dois conjuntos no plano complexo que são mapeados pela função « = = J no raio arg( r) - k/í 

44 Determine dois conjuntos no plano complexo que são mapeados pela função . = * no conjunto limitado pcv 

. 1 O ^ • . . ... .. _ í\ 


curvas u = — tr, u = 1 - c pelo eixo real v = 0. 


v~ 


7 2 

45 No Exemplo 2, mostramos que a imagem de uma reta vertical x=kk* .0 sob «< - - . e a paiabola u 4 ;.: 1 

' Use este resultado, seu conhecimento de transformações lineares e o fato de que « = -W P™ P rovar ‘> l " 1 

imagem rle uma reta horizontal y = A:, k 0 é a parábola u — ^ 4^.2 J ' | 

46. Determine três conjuntos no plano complexo que, sob a traiisíormaçao w - ~ , hA0 mapea j 

arg(ir) = tt. f . j 

47. Determine quatro conjuntos no plano complexo que, sob a transformaçao w = ~ , mapeados na circun er | 

| «i| = z l . 

48. Determine a imagem da reta y = mx sob a transformação w = t, para n>2. | 

49. (a) Proceda como .10 Exemplo 6 e mostre que a função linear complexa f(z) = a: + b, ■*»' bmmvoca t J 

todo o plano complexo. 

(b) Determine uma fórmula para a função inversa da função em (a). | 

50. (a) Proceda como no Exemplo 6 e mostre que a função complexa f(z) = j + &, a * 0, e bmmvoca, no conjnntJ 

H>0. _ 1 

(b) Determine uma fórmula para a função inversa da função em (a). j 

51. Determine a imagem do semiplano lm(z) > 0 sob cada uma das seguintes funções raízes n-ésimas princupms: I 

( a ) /(*) = z x/2 (b)/(^) = 2 1/3 (c ) f(z) = z l/1 ' j 

, ;5 I j < o -r /9 < arei ri < 3 tt/ 4 sob cada uma das seguintes funções raízes n-ésim 

52. Determine a imagem da região < o, tt/z _ aigu; _ / 

principais: 

(a) f(z) = 2 ,/2 (b) m = z' rí (c) /W = z ‘ /4 j 

53. Determine uma função que mapeia todo o plano complexo, excluindo 0, no conjunto 2*/3 < arg( ») < 4»/3. 

54. Lola a parte («) das Observações e descreva a construção de uma superfície de Riemann para a função « - * J 
Nos Problemas 55 e 56, (a) use transformações para determinar 

ção f(z), definida no conjunto S. Isto 6, determ.no valores reais l W U,s que L < L/WI _ P 
(b) determine valores complexos ^ e z, em S tais que jU) L e A-i) 

55. j\z) = 2 izr - S é o quarto de disco |z| < 2, 0 < arg(z) < i r/2. 

56. A z) = ^ + 1 *; 560 conjunto definido por 2 < |z| < 3. 0 < arg(z) < tt. 


2.5 Falirão Recíproca 

a 0 Professor • nesta seção, estudaremos a transformação complexa w — i/- Esta Mçnu P° ( ^ I 

iXSSZXJ* «pi™ - <*«- 3 « “«* - 1 " 1 " “ i 



certas retas em círculos. 
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Função Recíproca A função 1 /z. cujo domínio é o conjunto de todos os números com- 
plexos não nulos, é denominada função recíproca. Para estudar a função recíproca como 
uma transformação w = l/z, primeiro a expressamos na notação exponencial. Dado z ^ 
0. se fizermos z — ré a . obtemos 


1 

w — - 


1 


-d 

1/2 


1 Transformação 


re 


w 


1 

= -e 
r 


■i0 


(i) 


De (1), vemos que o módulo de w é o recíproco do módulo de z e que o argumento de w é 
o negativo do argumento de z. Por conseguinte, a função recíproca, mapeia um ponto no 
plano z, de coordenadas (r, 0), em um ponto no plano w, de coordenadas (l/r, -6). Na 
Figura 2.5.1 ilustramos a relação entre ze w = l/z na mesma cópia do plano complexo. 
Como veremos, uma maneira simples de visualizar a função recíproca como uma transfor- 
mação complexa consiste em uma composição de inversão na circunferência unitária e reflexão em relação 
ao eixo real. A seguir, definiremos c analisaremos cada uma dessas transformações. 


Inversão na Circunferência Unitária A funç 


ao 


g(z) = -e 
r 


i0 




cujo domínio é o conjunto de todos os números complexos não nulos, é denominada inversão na circun- 
ferência unitária. Descreveremos esta transformação considerando, separadamente, as imagens de pontos 
na circunferência unitária, pontos fora da circunferência unitária e pontos no interior da circunferência 
unitária. Consideremos, primeiro, um ponto zna circunferência unitária. Como z = 1 • é B . temos, de (2), 
que g(z) — \e‘ e — z. Portanto, cada ponto na circunferência unitária 6 mapeado por g nele próprio. Se, 
por outro lado. z for um número complexo não nulo que não está na circunferência unitária, podemos 
escrevê-lo como z = re 10 , com r ^ 1. Quando r > 1 (ou seja, zestá fora da circunferência unitária), temos 


\Á Z )\ = 


■e 


i0 


= - < 1. Consequentemente, a imagem sob g de um ponto z fora da circunferência unitária 


c um ponto no interior da circunferência unitária. Reciprocamente, se r < 1 (isto é, se z estiver no inte- 
rior da circunferência unitária), |</(z)| = - > 1. e concluímos que se z estiver no interior da circunferência 


r 


unitária sua imagem sob g está fora circunferência unitária. A transformação w = e'"/r é representada na 
Figura 2.5.2. A circunferência \z\ = 1. mostrada em cinza-escuro na Figura 2.5.2(a), c mapeada na circun- 
ferência |iu| = 1, mostrada em preto na Figura 2.5.2(b). Além disso, w = e*/ r mapeia a região mostrada 
em cinza-claro na Figura 2.5.2(a) na região mostrada em cinza-claro na Figura 2.5. 2(b), e a região em 
cinza-escuro na Figura 2.5.2(a), na região mostrada em cinza-escuro na Figura 2.5.2(b). 

Encerramos a discussão da inversão na circunferência unitária observando, de (2), que os argumentos 
de ze de g(z) são iguais. Por conseguinte, se z, ^ 0 for um ponto com módulo r no plano z, g(z ] ) é o único 
ponto no plano w com módulo l/r posicionado em um raio que emana da origem c faz um ângulo arg/zj 
com o eixo u positivo, como ilustrado na Figura 2.5.2. Como os módulos de z e de g(z) são inversamente 
proporcionais, quanto mais distante um ponto z estiver de 0 no plano z mais próximo de 0 estará sua ima- 
gem y(z) no plano w e, reciprocamente, quanto mais próximo z for de 0, mais distante de 0 será g(z). 



Figura 2.5.2 Inversão na circunferência unitária 
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Conjugação Complexa A í 

transformação recipioca e uma ie <.xa J , que essa transfonnaçãc 

Ção, a imagem de um ponto ;/)_ ( . »)■ ® n fun çâo conjugação complexa 

complexa c dar a pj » J) - zjnedenon ^ ^ ^ raesma cópia do pl, 

Na Figura 2. o. d ilustia: . > .. „* nodemos expressar a função conjugaçai 

no complexo. Substitmndo o sin|ok> a por re • Piemos «tf 34 d , 

complexa con ( 0 ; w p rt to a função conjugação complex 

Conjunto de Exercícios 2.1 temos e - e 

pode ser escrita como c(z) = re é . 

Transformação Recíproca A função recíproca /(*) 
composição de inversão na circunferência unitária e con.,ugaçao comp -a. Usando 
= re Í e g(z) = e*/r dessas funções, a composição c « ff e dada po . 

c(g(z)) 


t 


Figura 2.5.3 Conjugação complexa 


cl -e 

r 


= -e 
r 


-te 


/ / \\ __ r/-\ — i /-» isso imolica que, como uma trans- 

* *•* "" ** ’ 

eixo real. 

írnojero de «m Pont» «* « Transformação Reciproca 

S„ r, _ .* n. ,<«.» ' 4 ’° M “ “ 

mesma cópia do plano. w a será o pavio obtido: 

(,;) invertendo x, na circviiferência unitária e, a seguir. 

(a) refletindo o resultado em relação ao eixo real. 


EXEMPLO 1 Imagem de uma Semicircunferência sob w 1/ _ 

r „ • I j _ o n < app-f z) < 7T sob a transformação leciproc 

Determinemos a imagem da semicircunferência \A argt-J - 

w= l/ z - . , _ 1 /„| 

. . nv , )0 c* p a semicircunferência c sua imagem sol) m , - 

saKKvs:- “1“: 

rência unitária não afeta seus argumentos. Consequentemente g ^ A reflexâo dess . 

na circunferência unitária é a senucircuiifeienua M j, - ' J de um pou t,o seu 
conjunto em relação ao eixo real cornaste em mudar 0 «> eixo real é 

alterar o módulo do mesmo. Assim, a na Figura 2,, 

Síp«a' 4Tra Ça ° rr£T#a do plano complexo, onde a semicircunferência C mostrada em cinza 

mapeada, por w = l/z, na semicircunferência C mostrada em preto. 

J7Z£X£*3T- r**S—SÍ) -7”“ 

função recíproca também mapeia certas retas em circunferências. 



EXEMPLO 2 Imagem de uma Reta sob w 1/ ^ 

Determinemos a imagem de uma reta vertical * = 1 «*> a transformação recíproca » = U*- 

Solução A reta vertical x = 1 consiste no conjunto de pontos z = 1 + nj, zc V oc. Dei o 
tituir o símbolo * por 1 + iy em w = l/z e simplificar o resultado, obtemos 
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w - 


y 


1 + iy 1 T- y 2 1 + y : 


i. 


Por conseguinte, a imagem da reta vertical x = 1 sob w = l/z consiste em todos os pontos u + iv que 
satisfazem: 


1 


u = 


v ~ 


-y 


e 


— oo < y < oc. 


(3) 




1 + y 2 ’ ' 1 + y 2 ’ 

Podmnos descrever esta imagem por meio de uma única equação cartesiana, se eliminarmos a variável « 
De (3), notamos que v - - yu. A primeira equação em (3) implica u * 0. de modo que podemos reescrever 
( S ,a equaçao corno y — -u/u. Agora, substituímos y = v/u na primeira equação em (3). simplificamos o 
resultado e obtemos a equação quadrática u +x? = 0. Completando o quadrado na variável vemos 
que a imagem dada em (3) corresponde a: 

2 o 1 

(4) 

A equaçao em (4) define uma circunferência com centro em (j, 0) e raio ±. Contudo, como 

u 0, o ponto (0. 0) não está na imagem. Usando a variável complexa w = u + iv pode- 

mos descrever esta imagem como | w - ,l| = i. m / ». Representaremos esta imagem usando 

uma umea copia do plano complexo. Na Figura 2.5.5, a reta x = 1, mostrada em cinza 6 

mapeada por w = l/z na circunferência \ w - 1| = 1 excluído o ponto w = 0, que é mostrada 
em preto. „ 

■ansformação 

A solução no Exemplo 2 é um pouco insatisfatória, pois a imagem não é toda a circim- 
_ lerencia \w - 5 | - Isto ocorreu porque pontos na reta x = 1 com módulos extremamente 
grandes sao mapeados em pontos na circunferência \w I| = ± que são extremamente próximos de 0: con- 

lud °: nao existc 11111 P° nt0 lia reta ® = 1 que seja mapeado exatamente em 0. Para obter toda a circimfe- 
ncia como imagem de urna íeta devemos considerar a função recíproca definida no sistema de números 
complexos estendido. 

Nas Observações da Seção 1.5, vimos que o sistema de números complexos estendido consiste em todos 
pontos “° P' an ° complexo e no ponto ideal oo. No contexto de transformações, este conjunto dc pontos 
e. em geral, referido como plano complexo estendido. Nesta discussão, a importante propriedade do plano 
complexo estendido é a correspondência (discutida na Seção 1.5) entre pontos no piano complexo esten- 
i.do c pontos no plano complexo. Em particular, pontos no plano complexo estendido que são próximos 
do ponto ideai oo correspondem a pontos no plano complexo com módulos extremamente grandes 

Usamos esta correspondência para estender a função recíproca a uma função cujos domínio e imagem 
sao ° pIano com P lexo estendido. Como (1) já define a função recíproca para todos os pontos * * 0 ou oc 
plano complexo estendido, ampliamos esta definição especificando as imagens de 0 e oc. Uma forma 
uauiral de determinar a imagem desses pontos consiste em considerar as imagens dc pontos próximos, 
seivcmos que se _ — /e ioi um ponto próximo de 0, ré um número real positivo pequeno. Portanto, 


z r 6 


—i6 


e uni ponto cujo modulo l/ré grande. Ou seja, no plano complexo estendido, se zfo r um 

mt° proximo de 0, w= l/zé um ponto próximo do ponto ideal oc. Assim, é razoável definir a função re- 
Pioca f(z) - l/z no plano complexo estendido de modo que /(O) = oo. Da mesma forma, notamos que se 
um ponto proximo de oo no plano complexo estendido, f(z) é. um ponto próximo de 0. Logo. também 
lazoavel definir a função recíproca f(z) = l/z no plano complexo estendido de modo que /(oo) = 0. 

Definição 2.5.1 Função Recíproca no Plano Complexo Estendido 

função recíproca no plano complexo estendido é a função definida por 

l/z, sc z 7 ^ 0 ou oo 


m 


>oo. 


se z = 0 


V 


0. 


se : = oc;. 


78 


Capítulo Dois 


Em vez de introduzir urna nova notação, usaremos a notação l/z para representar tanto a função tv j 
,„•<! " elmo a função recíproca no plano complexo estendido. Sempre que o ponto tdcal oo for mcnconao- | 
devemos assumir que l/z representa a função recíproca definida no plano complexo estem it ■ 


EXEMPLO 3 Imagem de uma Reta sob w — l/z 

Determinemos a imagem da reta vertical *=lsoba função recíproca no plano complexo estendido. 


Solução Primeiro, notamos que como a reta * = 1 é um conjunto ilimitado no plano complexo o pon 
„k “ “ está na reta no plano complexo estendido. No Exemplo 2 concluímos que a imagem dc pon. 
ideal oc esu a AircunJnda |* - i| = J, excluído o ponto w = 0. Portanto, para detennnr 

. tnXem da reta sob a Função recíproca no plano complexo estendido precisamos apenas determinar 
ima^m do ponto Zl. Da Definição 2.5.1 temos /(oo) = 0. de modo que n , = 0 é a mragem do pont 
ideal. Isso “preenche” o ponto que faltava na circunferência \w jl - r Dessa 01 “ 1A ,’ rt “ ,a ' u Ka J 
é mapeada pela função recíproca no plano complexo estendido em toda a . j ' E - 

mapeamento pode ser representado pela Figura 2.5.5 com o "buraco em to - 0 preenclndo. 


Como o ponto ideal 00 está em qualquer reta vertical no plano complexo estendido concluúnos que s. 
fnneão recínroca no plano complexo estendido a imagem dc qualquer reta vertical s - k K » », 

(Problema 23 do Conjunto dc Exercícios 2.5). De modo similar, tambéia 


a circunferência 


1 


1 

W “ 2 k 


2 k 


podemos iiiusticti — — 

essas propriedades de transformação dc w — l/z. 


Transformando Retas com w — l/z 

A função recíproca 110 plano complexo estendido inapeia. 
(i) a reta vertical x — k. k ^ 0, na, drcunfei êii( ia 


w 


1 

2/r 


2 k 


( 5 ) 


(n) a reta. horizontal y - k. k * 0, na circunferência 


1 


W + Tk l 



1 

II 

2 k 


( 6 ) 


Essas duas propriedades de transformação da função recíproca sao ilustradas na F, ^ ua 
verticais x = A:. A =* Ü, mostradas em cinza na Figura 2.5.6(a), sao mapeadas por u j~ _ ; 
rências centradas no eixo real e mostradas em preto na Figura 2.5.G(b). A imagem < a io*j ' • 

contém o ponto (1/A, 0). Logo, vemos que a reta vertical x = 2, mostrada na Figura (<), • 



(a) Retas verticais e horizontais (b) Imagens das retas em (a) 

Figura 2.5.6 Imagens de retas verticais e horizontais sob a transformaçao reciproca 
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na circunferência centrada no eixo real que contém o ponto (-7, 0), mostrada na Figura 2.5.6(b), e assim 
por diante. De modo similar, retas horizontais y = k. k ^ 0, mostradas em cinza 11a Figura 2.5.6(a) são 
mapeadas, por w = l/z. nas circunferências centradas no eixo imaginário e mostradas cm preto na Figura 
2.5.6(b). Como a imagem da reta y = k. k ^ 0, contém o ponto (0. 1/Ai), ternos que a imagem da reta 
. - 2. mostrada na Figura 2.5.6(a), é a circunferência centrada no eixo imaginário que contém o ponto 
0. mostrada 11a Figura 2.5. 6(b), e assim por diante. 


EXEMPLO Transformando inna Fita Semi-infinita 


■ - rcinita S 


— i-cem de 5 

ào 


Determinemos, sol) w = \ / z, a imagem da üta semi- infinita horizontal definida por 1 < 

y < 2, x > 0. 

Solução Seja S a fita semi-infinita horizontal definida por 1 < y < 2 . x> 0 . A fronteira de 
S consiste no segmento de reta x = ü, 1 < y < 2 e nas duas semirretas y = 1 e y = 2, 0 
< x 00. Primeiro, determinemos as imagens dessas curvas de fronteira. O segmento de 
reta x—l).l<y <2 também pode ser descrito como o conjunto 1 < | < 2. arg(z) = 

tt/2. Como w = l/z. temos ~ < \ w\ < 1. Além disso, de (1), temos arg(ui) = arg(l/z) = 
- arg(^), de modo que arg(«;) = tt/2. Portanto, a imagem do segmento de reta x = 0 , 
1 < y < 2 , é o segmento de reta 110 eixo v, de —7 i a -i. Agora, consideremos a semirreta 
horizontal y — 1, 0 < x < 00. Fazendo k = 1 em (6). vemos que a imagem desta semir- 
reta é um arco na circunferência | w + 77 i | = Como os argumentos de pontos na semir- 
reta satisfazem 0 < arg(z) < tt/2. os argumentos de pontos em sua imagem satisfazem 
7 t/ 2 < arg( ie) 0. Além disso, o ponto ideal oc está na semirreta, de modo que o ponto 
w — 0 esl á 11a imagem. Portanto, vemos que a imagem cia semirreta y — 1 . U < x oc. é o 
arco de circunferência definido por w + ^i\ = /. —ir / 2 < arg(u;) < 0 . De modo similar, 
determinamos que a imagem da semirreta horizontal y — 2, 0 < x 00, é o arco de circun- 
ferência w + |? | = — tt/2 < arg(ta) < Q Para concluir, observamos que, de (6), toda 

semirreta y = k. 1 < k < 2. posicionada entre as semirretas de fronteira y = 1 e y = 2, 11a fita 


S é mapeada em um arco de circunferência 
nado entre os arcos de circunferências 


w + \i\ = 


u ’ + Yk‘ 
1 
2 


1 

2 k' 


-tt/2 < arg (w) < 0. posicio- 


1 


\w + p\ = 


4’ 


-tt/ 2< arg(ic) < 0. 


Por conseguinte, a fita semi-infinita S. mostrada em cinza na Figura 2.5.7(a). é mapea- 
da, pela transformação complexa w ~ l/z, no conjunto S 1 mostrado em cinza na Figura 
2.5. 7(b). □ 


Observações 


É uma tarefa simples comprovar que a função recíproca f(z) = l/z é biunívoca. Portanto. / tem 
4111a função inversa bem definida / '. Para determinar uma fórmula para a função inversa / ] (z), 
resolvemos a equação z — f(w) para w. O resultado é / ‘(r) = l/z. Esta constatação amplia nosso 


gem da circunferência 


z - k 


w — 

= %. Como f : i z) 


Z J \ / 

invnm n a rnt 71 - 


5 sol) a transformação recíproca é a reta u — 1 . Da mesma forma, 


concluímos que as circunferências 
e y = k, respectivamente. 


- — 


2k 


2k 


z + k l 


2 k 


são mapeadas nas retas x = k 


* 

CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 2 «0 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao final do livro.) 

' Problemas 1 10, determine a imagem do dado conjunto sol) a transformação recíproca w = 1 / z no plano com- 
>xo estendido. 

1. somicircunfcrcncia |^| = 5 

2. scmicircunferência \z\ = I, tt/2 < arg (2) < ‘òtt/2 
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3. semicircunferência |z| = 3, - 7 r /4 < arg( 2 ) < 3tt/ 4 

4 . quarto de circunferência \z\ = \ , tt /2 < arg(z) < tt 

5. anel 7 < |z| < 2 

6. região 1 < \z\ < 4, 0 < arg( 2 ) < 2tt/3 

7 . raio arg(.s) = tt/ 4 

8 . segmento de reta de 1 a 1 . no eixo real, excluído o ponto 2=0 

9. reta y = 4 
1 U. reta x = j 

Nos Problemas 11 14. use as Observações do final da Seção 2.5 e determine a imagem do dado conjunto sob a tiaiü- 
íbr mação recíproca w = 1 j z no plano complexo estendido. 

11 . circunferência \z+ i| = 1 12 . circunferência | z + ^ 

13. circunferência \z— 2 | = 2 14. circunferência \ z -f || — q 

Nos Problemas 15-18, determine a imagem do dado conjunto S sob a transformação w = l/z no plano complexo 
tendido. 

is. y 16 - y 

1 

5 


x = -2 


x = -1 


Izl =3 


\ 


Figura 2.5.8 Figura para o Problema 15 

17. 1 / 


Figura 2.5.9 Figura para o Problema 16 

18. 




y= 1 


s 



x = 1 


i 

1 

1 

1 

1 

i 


Figura 2.5.1 1 Figura para o Problema 18 


ÍZ|= 2 V 

/ 

/ 

✓ 

/y =* * 

* 

* 

* 

✓ 

Figura 2.5.10 Figura para o Problema 17 

19. Considere a função h(z) = — H- 1 , definida no plano complexo estendido. 

(a) Usando o fato de que h é uma composição da função recíproca f(z) = l/z e da função linear g{z) = 2 iz - 
ou seja. h(z) = g{f{z)), descreva, em palavras, a ação da transformação w = h(z). 

(b) Determine a imagem da reta x — 4 sob w — h(z). 

(c) Determine a imagem da circunferência \z + 2| =2 sob w = h( z ) . 

20 . Considere a função h(z ) - — 7 , definida no plano complexo estendido. 

(a) Usando o fato de que h é uma composição da função linear g( z) = 2 iz 1 e da função recíproca J(z) = 1 
ou seja. /?.( z) — f(y(z)). descreva, em palavras, a ação da transformação w — h(z). 

(b) Determine a imagem da reta y — 1 sob w - h(z). 

(c) Determine a imagem da circunferência \z 4- i\ — U sob w — h(z). 

21 . Considere a função h(z) = \ / zz. definida 110 plano complexo estendido. 

( a ) Escreva h como uma composição da função recíproca e da função quadrática. 
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(b) Determine a imagem da circunferência \z A \i\ = \ sob a transformação w = h{z). 

(c) Determine a imagem da circunferência \z - 1| = 1 sob a transformação w = h(z). 

22. Considere a função h(z ) = -J+l+í, definida no plano complexo estendido. 

(a) Escreva /?. como uma composição da função recíproca e da função quadrática. 

(b) Determine a imagem da circunferência jz + ±i\= \ sob a transformação w = h(z). 

(c) Determine a imagem da circunferência |z- 1| = 1 sob a transformação w = h(z). 


Foco em Conceitos 


23. Mostre que a mmgjcm da reta * = k, k * 0, sob a transformação recíproca definida no plano complexo estendido 
é a circunferência 


1 


1 

2 k 


2 k 


-o ~ t = 1 / :e sua própria tunçao inversa, a transformação w = l/z 

no plano complexo estendido mapcia a circunferência |z - i| = § na reta Re(ro) = 1. Comprove este fato dire- 
lamente usando as partes real e imaginária de f como no Exemplo 1. 


(7) 


25. Se A. D, C e D forem números reais, o conjunto de pontos no plano que satisfazem a equação 

,4 (x 2 -I- y 2 ) + Bx + Cy + D = 0 
é denominado circunferência generalizada. 

(a) Mostre que. se .4 = 0. a circunferência generalizada é uma reta. 

(b) Sejam /1*0ed = B‘ + C- - 4 AO. Calcule o quadrado em icje mostre que uma circunferência genera- 
lizada é uma circunferência com centro em (■=£, ~) e raio desde que A 0. ( Se A < 0, a circunfc- 
rência generalizada ê, com frequência, denominada circunferência imaginária.) 

26. Neste problema, mostraremos que a imagem de uma circunferência generalizada (7) sob a transformação recí- 
proca w — 1/ z é uma circunferência generalizada. 

(a) Usando as equações z = r cos H e y = r sen 0. reescreva (7) em coordenadas polares. 

! b) Mostre que, na forma polar, a função recíproca w = \/z é dada por 

w — ^ (cos d - /sen 6) . 

(c) Seja w = u +iv. Note que, da parte (b), u = ± cos 0 c v = -i sen H. Agora, usando estas equações, rees- 

creia a equaçao da parte (a) em termos de u e v. 7 

(d) Conclua, das partes (a) (c), que a imagem da circunferência generalizada (7) sob w = 1 jzh a circunferência 
generalizada dada por: 

D ( u 2 + v 2 ) + Bu — Cv A A = 0. 

Considere a reta L dada pela equação Bx A Cy + D = 0. 

a) Determine, usando os Problemas 25 e 26, quando a imagem da reta L sob a transformação recíproca w = 
l/z e uma reta. 

' b) ^ aima S em da re ta L for uma reta U, qual é a inclinação de L'? Qual é a relação entre esta inclinação c a 
de Lí s 

c) Determine, usando os Problemas 25 e 26, quando a imagem da reta L é uma circunferência, 
dj Se a imagem da reta L for uma circunferência S'. determine o centro e o raio de S'. 

2 ~‘ Considere a circunferência S dada pela equação A(x 2 A tf ) a Bx A Cy A D = 0. com B 2 + C~ 4AD > (). 

a) Determine, usando os Problemas 25 c 26, quando a imagem da circunferência S c uma reta. 

b Determine, usando os Problemas 25 e 26, quando a imagem da circunferência. S é uma circunferência. 

c Se a imagem de S for uma. circunferência 5', determine o centro e o raio de 6’'. Qual a relação entre estes 
valores e os do centro c raio de ,S? 

»b lemas 29 e 30, (a) use transformações para determinar limitantes superior e inferior para o módulo da função 
especificada, definida no dado conjunto S. Ou seja, determine valores reais L e M tais que L < 1/0)1 < M para 
20 : cm S ' e ( . b ) determine valores complexos z () c z 1 em S tais que /(q) = L e J[z L ) = M. 


29. 


1 Ai 


A 2/; S c o anel 1 < \z\ < 2. 


38- f(z) — - A L S é o semiplano x > 2. 
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2.6 Limites e Continuidade 


O mais importante conceito em cálculo elementar é o cie limite. De forma intuitiva, lim ,/(.r) L 

1 X — X() 

significa que valores ,/(:/;) da função / podem sor feitos arbitrariamente próximos do número real L se 
valores de x forem escolhidos suficientemcnte próximos do numero real x x) , mas nao iguais a Xq. Na 
análise real. os conceitos de continuidade, derivada e integrai definida sào iodos baseados no conceito 
de limite. Limites complexos têm um papel semelhante na análise complexa, O conceito de um limite 
complexo 6 similar ao de uni limite real: hm f(z) = L significa que valores j{z) da função /podem ser 

z-+zq_ - - 

feitos arbitrariamente próximos do número complexo L se valores de z forem escolhidos suficientemente- 
próximos do número complexo z,„ mas não iguais a q,. Embora guardem aparente semelhança, exist- 
uma fundamental diferença entre estes dois conceitos de limite. Em um limite real, há duas direçõm 
em que x pode se aproximar de x v na reta real: da esquerda ou da direita. Em um limite complexo. n> 
entanto, há infinitas direções em que s pode se aproximar de no plano complexo. Para que um limii- 
complexo exista, cada direção em que, z se aproxima, de eleve levar ao mesmo valor de limite. 

iVesüa seção, definiremos o limite de uma função complexa, examinaremos algumas de suas proprie- 
dades e apresentaremos o conceito dc continuidade para funções de uma variável complexa. 


2.6.1 Limites 


Liiiiil es Reais A descrição de um limite real, dada na introdução da seção, representa apenas uma dei 
nição intuitiva deste conceito. Para uma definição rigorosa dc um limite real devemos especificar de fon: \ 
precisa, o que significam as frases “arbitrariamente próximo de e “suficientemente próximo de . Primei: 
observamos que uma colocação precisa desses termos implica o uso dc valores absolutos, pois \ a mecJ 
a distância entre dois pontos na reta de números reais. Nesta reta, os pontos x e x X) são "próximos -i 
|:r n,] for um número positivo pequeno. De modo similar, os pontos J(x) e L são "próximos se \f{x) 

for um número positivo pequeno. Em matemática é costume usar as letras gregas minúsculas s e b par J 
representar números positivos pequenos. Assim, a expressão “/(z) pode ser feito arbitrariamente próxin. 
de U' se torna precisa se dissermos (pie, para qualquer número real e 0, x pode ser escolhido de mo j 
que | /(z) L\ < e. Na definição intuitiva anterior, exigimos que |/(z) L\ < e sempre que o valor de x i I 
“sufteientemente próximo de x v , mas não igual a ,r l( . Isso significa que existe alguma distância b 0 C( J 
a propriedade de que, se x estiver a uma, distância de, no máximo, b de x l) ei# % então \f(x) - L\ 

0 número real 6 não é único e, em geral, depende da escolha de s, da função / e do ponto z„. Em resumi 
temos a seguinte definição precisa, do limite real: 


Limite de urna Função B.eal f(x) 

0 limite de f à medida que x tende a x v existe, e é iyual a L se. para todo e 
existir um 6 0 tal que |/(z) L\ e. sempre que 0 \x x^\ 6. 


0 . 


(1 1 



Figura 2.6.1 Interpretação 
geométrica de um limite real 


A interpretação geométrica de (1) é mostrada na Figura 2.6.1. Nesta figura, vem 4 
que no intervalo (zj, - b. x {] + 6), excluindo o ponto x— :q,, o gráfico da função y = /cj 
assume valores entre as retas y = L e e y = L + e, que são as retas tracejadas ma J 
claras na Figura 2.6.1. Na terminologia de transformações, o intervalo (x X) b. x ít 4- 
excluindo o ponto x - % mostrado em cinza na Figura 2.6.1, é mapeado no conjuni 
mostrado em preto no eixo y, no intervalo (L - e, L + e). Para que este limite exist 4 
a relação ilustrada na Figura 2.6.1 deve ocorrer para qualquer escolha dc £ 0. . ! 

Figura 2.6.1. notamos que. se for escolhido um valor menor para £, um menor valor 4 
b será necessário. 

Limites Complexos Um limite complexo é, fundamentalmente, o mesmo que ui| 
limite real, exceto pelo fato de ser baseado na noção de "proximidade no plano coi. 


_ 
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plexo. Como, no plano complexo a distância entre dois pontos z, e z, ô dada pelo módulo da diferença 
entre z, e 20 , a definição precisa dc 11111 limite complexo envolve z 2 1. Por exemplo, a frase il f(z) pode 
ser feito arbitrariamente próximo do número complexo L" pode ser posta, de forma precisa, como: para 
todo e > 0. 2 pode ser escolhido de modo que \f(z) L\ £. Como o módulo de um número complexo é 
um número real, na definição de limite complexo dada a seguir, tanto e como ò representam números reais 
positivos de valores pequenos. O análogo complexo de (1) é: 


Definição 2.6.1 Limite de uma Função Complexa 

Seja / uma função complexa definida em uma vizinhança deletada de 2 ,,, e seja L um número complexo. 
O limite de / à medida que z tende a z [] existe e ê igual a L. o que é representado como lim f(z) = L. 

Z— > z O 

se. para todo £ > 0. existir algum 6 > ü tal que \f{z) - L\ < £ sempre que 0 < \z z { \ < ò. 


-d 


• - 


.::'ça deletada dc ; 


-z) 


-inça 5 de L 

1 interpretação 
:;e um limite 


No caso de funções complexas, recorremos ao conceito de transformações complexas para 
entendermos a Definição 2.6.1. Recordemos, da Seção 1.5, que o conjunto de pontos w no 
plano complexo que satisfazem | w — L\ ■ £ é denominado vizinhança de L, e que este con- 
junto consiste em todos os pontos no plano complexo que se encontram 110 interior de uma 
circunferência de raio £ e centro no ponto L, mas não nesta circunferência. Recordemos, 
ainda, da Seção 1.5, que o conjunto de pontos que satisfazem a desigualdade 0 \z z n \ < 
8 é denominado vizinhança deletada de z t) e consiste em todos os pontos na vizinhança \z 
z,, I < 8, excluindo o ponto 2 ,,. Pela Definição 2.6.1, se lim f(z) = L e se c for um número 

z—>zo 

positivo qualquer, existe uma vizinhança deletada de Zq de raio b com a seguinte proprieda- 
de: para todo ponto 2 nesta vizinhança deletada, f(z) está na vizinhança e de L. Em outras 
palavras, / mapeia a vizinhança deletada 0 < \z- z$\ < ò no plano 2 11 a vizinhança |io L\ 

£ no plano w. Na Figura 2.6.2(a), a vizinhança deletada dc z^, mostrada em cor, é mapeada 
no conjunto mostrado em cinza escuro na Figura 2.6.2(b). Como exige a Definição 2.6.1, a 
imagem está na vizinhança £ de L, mostrada em cinza claro na Figura 2.6.2(b). 

Limites reais c complexos têm muitas propriedades comuns, mas existe pelo menos urna di- 
ferença fundamental. No caso de funções reais, lim f(x) = L se e somente se lim f(x) = L 


X—+Xfí 


e lim f(x) = L. Ou seja, há duas direções dc onde x pode se aproximar de x v na reta real: 


X— *Xr 


da direita (denotada por x —* :r ( ; ) ou da esquerda (denotada por x — > x v ). O limite real exis- 
te se e somente se estes dois limites forem iguais. Por exemplo, consideremos a função real 
definida por: 

í x 2 , x < 0 

/(*) = { 

[ x - 1, x > ü 

O limite de /à medida que x se aproxima de 0 não existe, pois lim f(x)= lim x 2 = 0, mas 
lim f(x)= lim (x — 1) = — 1, como ilustrado 11 a Figura 2.6.3. 1_ ' u 1 0 

X— >0+ ' X— +0 + 

Para limites de funções complexas, 2 pode se aproximar de z í) de qualquer direção 110 plano complexo, 
ou seja, ao longo de qualquer curva ou percurso que passa por 2 ,„ como indica a Figura 2.6.4. Para que 

y 



Figura 2.6.3 O limite 
dc /’à medida que x 
tende a 0 não existe 


\ z o j : 


Figura 2.6.4 

Diferentes percursos 
dc aproximação a 
z 0 cm um limite 


84 


Capítulo Dois 


Um /(*) exista e seja igual a L, 6 necessário que ){z) se aproxime do munero complexo I ao longo 
qualquer curva possível que passe por %. Este conceito pode ser expresso eu, forma negativa como. 


Critério para a Não Existência de um Limite 


SefM aproximar de dois números complexos L t * L, ao Umgo de dm» mirras ou pe, cursos r i. 
tes que passam por % então f (z) não existe. 


en- 


EXEMPLO 1 Um Limite que Nao Existe 


Mostremos que lim — não exist e. 

z — *0 ^ 


Solução Para mostrar que este limite não existe determinaremos dois percursos Aferentes para x se ap - 

li .1. 0 , ta- . «ta» «— — H i p ™"'“ * * «■— * 0 ”, 

* *» -I. Ou »i», «* " — “* ’ " 

Para esses pontos, temos 


2 :r + 0 / r 

lim - = lim — = Imi 1 - 1- 

2 — ü z £ — Oi 


Façamos, agora, , tender a 0 peio eixo imaginário, ou seja. s = 0 + * onde o número real » tende a 
Neste caso. obtemos: 

0 + iy 


iA1 _ _ = lim (-1) = -1- 

2 — >o z y-u 0 - iy 


lim 1 = lim 


Como os valores em (2) e (3) não são iguais, concluímos que lim _ não existe. 


O limite lim | do Exemplo 1 não existe porque os valores de hm _ a medida que , tende a 0 pe lo. 
xos roa 1 o in^no riosto valores - 

"S» ,í “ ...mu» * * - •— •*» - 77. ; 

um limite não existe, mas nao podo ser ^demonstração que para todo mimer 

te existe, devemos usar a Definição 2.6.1 duetamente. isto leq. 9 a i p r0V as deste tip 

real e existe uma escolha adequada de í que caso de funções rclát.ivamento simples 

são comumente conhecidas como pmvas eps ,, _ ' é um text0 introdutório, restringiu- 

provas épsilon-delta podem se revelar muito trabalhosas. Como este e 
mos a atenção ao que consideremos exemplos simples de provas eps.lon-delta. 


L XEMPLO 2 Prova Épsilon-Delta de um Limite 


Provemos que lim (2 + i)z — 1 + 3L 

z— ► 1+t 


r ' 1 ' * , • ~ 9 n 1 n m (2 + i)z = 1 + 3 i se, para todo £ > 0, existir um 6 > 0 tal q 

Solução Segundo a Definição 2.6.1, + + l ) z ^ ° ’ * 

ü v tn z— o-l . , i;,v,;+/, uviutn rpmipr n 


~ ,' 1+v | | s a Dr0 va de que este limite existe requer q ! 

|(2 + i)z d + 3*)| < e sempre que 0 - \z (1 + 01 - • * 1 tr#g pa | avras , pa ra um dado vs, 

determinemos um valor adequado de à para uni c at o \ao e- . ,, { p + q q 1 

lor de s, devemos determinar um número positivo í tal qu se C k 1 + 01 . J 1 

31)| < e. Uma forma de determinar S consiste em trabalhar de tias para a trente . . 

a desigualdade: 


2 + i)z - (1 + 3i)| < 


lado esquerdo de (4): 
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12 + i\ 


1 + 3 i 

Como |2 4- i | — v5 e — = 1 + i, (5) é equivalente a: 


1 + 3 i 

2 T i 


< e. 


(5) 


2+2 


V5 • jz — (1 + z)| < £ Oll \z — (1 + 2 )| < —j=, 

v5 


( 6 ) 


Logo, (6) indica que devemos tomar d — £" / v/5. Vale lembrar que a escolha do valor de 6 não é única. A 
escolha S c./ y/ò é um resultado das operações algébricas particulares que usamos para obter (6). Uma 
vez determinado o valor de Ó, apresentamos, a seguir, a prova formal de que lim (2+2)2 = l + 3i não 
indica como a escolha de ó foi feita: z-*i+i 

Dado £ 0, seja S = e/y/ 5. Se 0 <. | z (1 + 2) | < è, temos \z— (1 + i)| < s /y/ò. Multiplicando os 

dois lados desta desigualdade por |2 + i\ = y/ò. obtemos: 

|2 + 'Ã| • \z — (1 + 2 )| < y/ò • —j=. ou |(2 + i)z — (1 + 3i)[ < £. 

vo 

Portanto, |(2 + i)z (1 + 3i)| < e sempre que 0<|s-(l + i)|<& Com isso. segundo a Definição 2.6.1, 
provamos que hm (2+2)2 = 1+32. □ 

Limites Reais de Múltiplas Variáveis A prova épsilon-delta do Exemplo 2 ilustra o importante fato 
.! que, embora a teoria de limites complexos seja baseada na Definição 2.6.1, esta não fornece um método 
onveniente para o cálculo de limites. A seguir, 110 Teorema 2.6.1, apresentamos um método prático para 
o cálculo de limites complexos. Além de ser uma útil ferramenta computacional, este teorema também 
estabelece uma importante conexão entre o limite complexo de f(z) = u (x. y) + iv(x. y) c os limites reais 
.<• funções de valores reais das duas variáveis reais u/x, y) e v/x, y). Como toda função complexa é com- 
pletamcnte determinada pelas funções reais u e v, não é surpresa que o limite de uma função complexa 
possa ser expresso em termos dos limites reais de u e v. 

Antes de enunciar o Teorema 2.6.1. recordemos alguns conceitos importantes relacionados aos limites 
ie funções de valores reais de duas variáveis reais F(x, y). A seguinte definição de lim F(x , y ) = 
L é análoga tanto a (1) como à Definição 2.6.1. (a?,y)-»(a:o,ito) 

Limite da Função Real F(x, y) 

l - ) limite de F à medida que (x, y) tende a (+,. y tí ) existe e é igual ao número real L se. , para. todo 

= existir um 6 0 tal que |F(.r. y) L\ ■ e sempre que 0 < y/(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < 6. (7) 


A expressão y 7 (.r - x Q ) 2 + (y - y () ) 2 em (7) representa a distância entre os pontos (x, y) e (j t) . y {] ) 
+ano cartesiano. Usando (7). é relativamente fácil provar que: 

lim 1 = 1, lim x = xq, e lim y — y (] . 

(®,y)-^(*o,yo) (x,y)->(x 0 ,y 0 ) (x,y)-^(x Q ,yo) 

lim F(x, y) = Le lim G(x, y) = M. (7) também pode ser usada para mostrar que: 

(*,y)-»(x 0 ,yo) 1 


no 


( 8 ) 


1 x.y)— ►(xo.i/o) 


hm cF(x , 

{x,y)^{xQ,y 0 ) 

y) = cL, c é uma constante real, 

(9) 

lim (F(x, 

(x,y)^(x 0 ,yo) 

y) ± G{x, y)) = L± M, 

(10) 

lim F(x , ; 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 

y) • G(x , y) = L ■ M 

(11) 

lim \ X ’ 

{x,y)->(x 0 ,yo) G[X, 

y) L 

(12) 
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Limites que envolvem expressões polinomiais em xe y podem ser calculados com facilidade combinandi 
(8) com as propriedades (9)— (12). Por exemplo, 


lim (3 xy 2 - y) = 3 ( lim x 


lim y ) ( lim y - lim y 

(x/y)— +(1,2) J ) (x f y)->(l,2) 


= 3-1-2-2 — 2 = 10. 

Em geral, se p{x, y) for uma função polinomial de duas variáveis, (8)— (12) podem ser usadas para mos- 
trar que 


lim p(x, y) = p(xo, t/o). 

(s,y)-+(:co,yo) 


(13 


Se p(x, y) e q(x, y) forem duas funções polinomiais de duas variáveis e q(x v . y u ) ^ ü, (13) e (12) fornecem: 

p(x,y) _ p{xo,yo) ( 14 


lim 


(x,v)->(x 0 , yo) q(x,y) q{xo,yo) 

A seguir apresentamos o Teorema 2.6.1, que relaciona os limites reais de u[x , y) o y(x, y) ao limite, com- 
plexo de f(x. y) u{x, y) + iv(x, y). Uma prova épsilon-delta do Teorema 2.6.1 c dada no Apêndice I. 


Teorema 2.6.1 Partes Real e Imaginária de um Limite 

Sejam ]{x, y) = u(x, y) + iv(x, y), % = a» + iy„ eí=n + iv„. Então, Um /( 2 ) 

u(x. y) — i/( j e 


L se e somente se 


lim 

(x,j/)-»(.Co4/o) 


lim t ' ( X, y) — V o- 

(x.y)— ‘(xd.yo) 


O Teorema 2.6.1 tem diversas aplicações. A principal e mais importante é permitir o cálculo de nume- 
rosos limites complexos a partir do simples cálculo de um par de limites reais. 


EXEMPLO 3 Uso do Teorema 2.6.1 no Cálculo de imi Limite 

Usemos o Teorema 2.6.1 para calcular lim (z 2 -f i). 

z-+l+i v ' 

Solução Como f(z) = 2 2 + , i=£ 2 — ?fT (2 xy -T 1 )i, podemos aplicar o Teorema 2.6.1 com u{x, y) — x 
y 1 , v(x, y ) = 2 xy + 1 e Zq = 1 + i Identificando ^ = 1 e y 0 = 1, calculamos os seguintes limites reais par 

determinar % e v ü : 

Un = lim (x 2 - y 2 ) e vq = lim ( 2 xy + 1 ) . 

(x,y)-»(l,l) (x,í/)-*(l,l) 

Como estes dois limites envolvem apenas funções polinomiais de múltiplas variáveis, podemos usai (!• 
para obter: 

uo = lim (x 2 - y 2 ) = i 2 - l 2 = 0 
(x,y)— *(1.1) 

e un = lim (2 xy -4-l) = 2- l- l + l = 3, 

de modo que L = % + iv ü — 0 -f i( 3) = 3i Logo, fim ( - 2 + 0 — dw. -| 

Além de permitir o cálculo de limites específicos, o Teorema 2.6.1 é uma importante ferramenta teórk , 

para a dedução de várias propriedades de limites complexos a partir de propriedades de limites reais. < 'j 
seguinte teorema fornece um exemplo desse procedimento. 
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seorema 2.6.2 Propriedades de Limites Complexos 

Sejam feg funções complexas. Se lim fiz) = L e lim g(z) = M. então 

Z~*Zq Z-4Z 0 

< d lún cf(z) = cL , c é uma constante complexa 

Z—>Zo 

ii) lim (f(z) ± g(z)) — L ± M 

z—>z 0 

iii) lim f(z) • g(z) = L • M e 

/w £ 

iv) lim = — , desde que M ^ (3. 

*-**0 <7(z) M 


Prova de (z) C ada parte do Teorema 2.6.2 resulta do Teorema 2.6.1 e das propriedades (9) (12). Prova- 
rmos a parte (z) c deixaremos a prova das outras como exercício. 

Sejam fiz) - u(x, y) + iv(x, y), % = x l) + iy 0 , L = u 0 + iv {) cc = a + ib. Como lim fiz) = L. o Teore- 
ma 2.6.1 garante que: z-*z 0 

lim y) == uq e lim v(x, y) = v 0 . 

(x.y)—*(x u .y 0 ) (x.y)— ►(x ü ,y 0 ) 

9) e (10), temos 

lim (au(x, y) - bv(x, y )) = au 0 bv 0 

(x,y)^{x 0 ,ya) 

lim ( bu(x , y) + av(x , y)) = bu 0 + nv 0 . 

{x,y)—>{x o, 7 /o) 

■mudo, Re(c fiz)) — au{x, y) - bv(x, y) e Im(c fiz)) — bu(x. y) -F av(x, y). Portanto, pelo Teorema 

2 . 6 . 1 , 

lim cf(z) = au 0 - bvo + i ( 6u 0 + av 0 ) = cL. □ 


* )s resultados dos Teoremas 2.6. 2 (d) e 2.6.2(m) são válidos para qualquer soma finita de funções ou 
«luto finito de funções, respectivamente. Após o estabelecimento de alguns limites complexos, pode- 
" usar o Teorema 2.6.2 para calcular um grande número de limites de forma bem direta. Os dois li- 
— básicos de que precisamos são os da função constante complexa fiz) = c, onde c é uma constante 
mplexa, e da função identidade complexa fiz) = z. O Problema 45 do Conjunto de Exercícios 2.6 pede 
seja mostrado que: 


lim c = c, cê uma constante complexa, 

z — >20 


lim z = 


>z u 


^U- 


(15) 

(10) 


"Xemplo a seguir ilustra como estes limites básicos podem ser combinados com o Teorema 2.6.2 no cál- 
iio de limites de funções racionais complexas. 


- EMPLO 4 Cálculo de Limites com o Teorema 2.6.2 

- -mos o Teorema 2.6.2 e os limites básicos em (15) e (16) para calcular os limites 


(3 + i)z 4 - z 2 + 2z 
a lim 


lim 

Z — 1 + V3Í 


z 1 

z 2 — 2z -f 4 

Z — 1 — y/3 i 


Solução 

Segundo o Teorema 2.6.2 (iii) e (16), temos 

lim z 2 — lim 2 • z = 

z— >i z — >i 




1 . 
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De modo similar, limz 4 - i 4 = 1. Usando estes limites, os Teoremas 2.6.2(i) e 2.6.2(w) e o limite < :n 

7 . — 


(16), obtemos: 


Um ((3 + i)z*~ z 2 + 2 z) = (3 + i) Um z* - Um z 2 + 2 lim z 


Z—>1 


= (3 + i)(l)-(-l) + 2(t) 

— 4 + 3i, 

e lim (2 + 1) = 1 + i Portanto, do Teorema 2.6.2(z), temos: 

(3 + i)z 4 - z 2 + 2z 1+ + + + ~ Z 1 + 22) _ 4 + 3 » 
2+1 


z — *1 


lim 


lim (2 + 1) 


1 + i 


~ X V ( 3 + 0- 4 

Após o cálculo da divisão, obtemos um 


o 


7 1 


2 + 1 

(b) Para calcular lim - ~ procedemos como em (a): 

V ' 2 ^l++3t 2 — 1 — \/3z 

2 


. 

9 


lim (z 2 - 2z + 4) = (l + v+f - 2 (l + v/3í) + 4 

= -2 + 2V3 i - 2 - 2V3i + 4 = 0. 


e lim (z - 1 - v/3t) = 1 + ,/3i - 1 - \/3i = 0. Pároco que não podemos aplicar o Teorema 23 

(iiT poiso limite no denominador é 0. No entanto, no cálculo anterior observamos que 1 + \/3* c ulj 
raiz’ do polinómio quadrático # 2z + 4. Da Seção 1.0 sabemos que, se z tor uma raiz do «un pato. ■ 
mio quadrático, z-z l é um fator do polinómio. Usando divtsao longa, obtemos, segundo (•>) - ■ 

1 . 6 : 


2 2 — 2z + 4 = (z — 1 + V3?^ ^2 — 1 — VSi j • 


Como, no limite, 2 não pode assumir o valor 1 + Vã, podemos cancelar o fator 110 numerador e 
denominador da função racional. Ou seja. 


lim 

z-»l+>/3i 


2 _2z + 4 (z-l + y/3i) (z-1 y/%i) 

— = hm 

— 1 — \/3 1 2— *■ 1+n/3í 


2 - 1 - y/5i 

— lim í 2 — 1 + \Í2>i\ ■ 

Usando o Teorema 2.6.2(ü) e os limites (15) e (15), obtemos: 


lim _ 
- 1++3 


( z — 1 + VSi) = 1 + V3i *- 1 + V3i — 2\/3 i. 
'ãi V ' 


Portanto, 


lim 

-1++3Í 


2z ±± = 2 yã i. 


1 - v/3 i 


Na Seção 3.1 calcularemos o limite na parte (b) do Exemplo 4 de outra maneira. 


2.6.2 Continuidade 


Continuidade de Funções Reais Recordemos que se o limite de uma função real ./ à medida q 
se aproxima da ,t„ existe e 6 igual ao valor de /em r,„ dizemos que /• contínua no pomo * Em simtx 

essa definição é representada como: 
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Continuidade de uma Função Real f(x) 


Uma função f é contínua em um ponto x r , se lim f(x) = f (x o). 

(17) 


Vale notar que para que a equação lim f(x ) = f(x o) em (17) seja satisfeita, três condições devem ser 

X— >Xo 

atendidas. O limite lim f(x) = f(x o) deve existir, / deve ser definida em Xq e estes dois valores devem 

ser reais. Se qualquer uma dessas condições não for atendida, / não pode ser contínua em Por exem- 
plo, a função 


f(x) 


x 2 , x < 0 

x-l, x>0 


ilustrada na Figura 2.6.3 não c contínua no ponto x= U. pois lim f(x) não existe. Da mesma forma, cm- 

O 9 x — <■() 


hora lim 


z 2 -! 


X— >1 X — 1 


= 2, a função f{x) = 


ar — 1 
x — 1 


não é contínua em x = 1, pois /( 1) não é definida. 


Xa análise real. visualizamos o conceito de continuidade por meio do gráfico da função f. De modo 
informal, a função fé contínua se não houver falhas ou buracos no gráfico de /. Como não é possível de- 
senhar o gráfico de uma função complexa, a discussão da continuidade de funções complexas será, prin- 
ipalmente, de natureza algébrica. 


( ontinuidade de Funções Complexas A definição de continuidade de uma função complexa é. em 
essência, igual à de uma função real. Ou seja, uma função complexa fé contínua em um ponto z {] se o li- 
mite de /à medida que z tende a Zq existir e for igual ao valor de / em z l) . Isso nos levà à seguinte definição 
para o caso de funções complexas, que é análoga a (17). 


Definição 2.6.2 Continuidade de uma Função Complexa 

Uma função complexa fé contínua em um ponto z 0 sc 

lim f(z) = f{zo). 


Como no caso de funções reais, se uma função complexa / for contínua em um ponto as três condições a 
'f-guir devem ser atendidas. 


Critério para Continuidade em um Ponto 

Uma função complexa f é contínua em um ponto z,, se cada uma das três condições forem a, tendidas: 
( i ) lim f(z) existe , 

2 — -Zç, 

( ii) f é definida em z, x e 
iri) lim f(z) = Kzq). 

Z-+Z() 


uma função complexa / não for contínua em um ponto z [) , dizemos que fé descontínua em z^. Por exem- 
plo. a função f(z) = y— - — - é descontínua em z = 2 e em z = i. 


: \ F.ATPLO 5 Teste de Continuidade em um Ponto 

Consideremos a função f(z) = zr iz + 2. Para determinar se fé contínua em, digamos, z () = 1 i, de- 
.• mos calcular lim f(z) c f(zf) e, a seguir, verificar sc estes dois valores complexos são iguais. Usando o 

Z—>Zq 

Teorema 2.6.2 e os limites em (15) e (16). obtemos: 
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lim f(z) = lim (z 2 — iz + 2) = (1 — i) 2 — i (1 - U + 2 = 1 - 3i. 

2 -> 2 0 Z—>l-Í 

Além disso, para Zq — 1 - i, temos: 

f{z o) = /(I - i) = (1 - z) 2 - i (1 - i) 4- 2 = 1 - 3i. 

Como lim f(z) = j[z Q ), concluímos que f(z) = z 2 iz+ 2 é contínua no ponto ^ = 1 - i _ 

2 — > 2 () 

Como indica o Exemplo 5, a continuidade de um polinómio complexo ou de uma função racional com- 
plexa é facilmente estabelecida com o uso do Teorema 2.6.2 e dos limites em (15) e (16). Funções il. 
complicadas, por sua vez. podem exigir outras técnicas. 


EXEMPLO 6 Descontinuidade da Função Raiz Quadrada Principal 



Figura 2.6.5 Figura para o 
Exemplo 6 


Mostremos que a função raiz quadrada principal J(z) = z' r \ definida por (7) da Seção 2 
c descontínua no ponto z fí = 1. 

Solução Para mostrar que /( z) = A" 2 é descontínua em z [) = -1. mostramos que lim z- 

z— f— 1 

não existe. Segundo o critério especificado anteriormente, basta identificar dois percur- 

diferentes que passam por z ü = 1, ao longo dos quais z l/2 tende a valores distintos. Am 
de iniciarmos, recordemos, de (7) da Seção 2.4, que a função raiz quadrada principal é 
finida por z 1//2 = A /j¥|e iArg ^^ 2 . Agora, consideremos que z se aproxima de -1 ao longo <_ 
quarto da circunferência unitária no segundo quadrante, como na Figura 2.6.5. Ou se : 
consideremos os pontos \z\ — 1, tt/2 < arg(z) < i r. Na forma polar, esse percurso po< 
ser descrito como z = e w , tt/2 < 0 < 7r, com 0 tendendo a ic. Fazendo \z\ — 1 e Arg(: 

0 tender a 7T, obtemos: 


lim z 1/2 = lim y/\ ^[e tArg ( 2 )/ 2 — fim vTe t0//2 . 

Z—> — 1 2 — + — 1 9-+TT 

Como é 612 = cos(0/2) + i sen(6 , /2), temos 

.. i/2 , . f 0 . 6\ 7T . 7T 

lim 2 • — lim cos - + % sen - = cos - 4- % sen - = 0 + A l = «• 

2 — > — i V 2 2 J 2 2 

A seguir, fazemos z tender a 1 pelo quarto da circunferência unitária no terceiro quadrante, como na r 
gura 2.6.5. Ao longo dessa curva temos os pontos 2 = it < 0 < -tc/2, com 0 tendendo a 7 r. Fazei: 
l^l = 1 e Arg(^) = 0 tender a -7r, obtemos: 


(T 


fim 2 1/2 = fim e t0/ 2 = fim 

2— > — 1 9 — » — 7T 9 —* — 7T 


0 . 6 

cos — |- i sen - ) = —i. 
2 2 


(1 


Como os valores complexos em (18) e (19) não são iguais, concluímos que fim z 1 ? 2 não existe. Por cc 


-1 


seguinte, a função raiz quadrada principal /( z) = F /2 é descontínua 110 ponto z í) = 1. 


Na Definição 2.6.2 definimos continuidade de uma função complexa / em um único ponto z [) no pia: 
complexo. Muitas vezes nos interessa a continuidade de uma função em um conjunto de pontos 110 p. 
no complexo. Uma função complexa fé contínua em um conjunto S se / for contínua em 2 ,,. para todo 
em S. Por exemplo, usando 0 Teorema 2.6.2 e os limites em (15) e (16), podemos mostrar que f(z) = r 

iz 4- 2 é contínua em C. A função f(z) — — — -, por sua vez, é contínua 110 conjunto de todos os númer 
complexos 2 tais que 2 ^ ±i 


Propriedades de Punções Contínuas Como a definição do conceito de continuidade é baseada 
limite complexo, várias propriedades de limites complexos podem ser transformadas em asserções a 1 - 
peito da continuidade. Consideremos o Teorema 2.6.1, que descreve a conexão entre o limite comple: 
de f(z) = u(x, y) + iv[x, y) e os limites reais de u c v. Usando a seguinte definição de continuidade 
funções reais F(x, y), podemos enunciar este teorema a respeito de limites como um teorema a respe: 
de continuidade. 
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Continuidade de uma Função Real F(x, y) 

Ü ma função F é continua em um ponto (x t) , y Q ) se 

lim F(:v, y) = F(x 0 , Vo). 


( 20 .) 


De novo, esta definição de continuidade é análoga a (17). Do (20) e do Teorema 2.0.1, obt 
te resultado: 


ernos o seguin- 


Teorema 2.6.3 Partes Real e Imaginária de uma Função Contínua 

f(z) u(x^ }/) + ii (x. y ) e a* tl + iy () , a função complexa f é contínua no ponto z {) se e somente se 
as duas funções reais u e v forem contínuas no ponto (x u , y fí ). 


Prova Se fé contínua em da Definição 2.6.2 temos: 

f( z ) = f ( z o) = u(x 0 , yo) + iv(x q, 'í/q ) . (21) 

Substituindo % — u(xq, y Q ) e v Q = v(x n , y 0 ) no Teorema 2.6.1, obtemos: 

7 * u ( x ’ y) =u i x o? Vo) e lim u(x, j/) = v(x 0 , yo)- (22) 

Portanto, de (20), u e u sao contínuas em (% ?/„). Reciprocamente, se u e v são contínuas em (aj,, ;%), então 
, u(x, ?/) = u(x 0 ,2/o) e lim v(x, y) = v(x 0 , y Q ). 

(*,y)-(x o,yo) (x,y)^(x 0 ,y 0 ) V J V U ’ ^ 

O Teorema 2.6.1 garante, então, que lim f(z) = u(^, y 0 ) + wfo, y 0 ) = f( Z[] ). Consequentemente, fé con- 
tinua, segundo a Definição 2.6.2. ~ '~° q 


KLMPLO ; Teste de Continuidade Usando o Teorema 2.6.3 

Mostremos que a função f(z) = zé contínua em C. 


Solução Segundo o Teorema 2.6.3, f(z) = z = 
;j) = x como v(x. y) = y forem contínuas em 
áveis, de (13), temos: 


1 + iy x % y é contínua em z i) = x i} F iy () se tanto u(x, 
Vo)- Como u e v são funções polinomiais de duas vari- 


lim u(x, y) = xo e 

{x,y)-+(xu,y 0 ) 


lim v(x t y) = -y 0 . 


im l )llca d 110 u e v são contínuas em (% y 0 ) e, portanto, fé contínua cm z y) = x [] + iy 0: pelo Teorema 
2.U..K C orno z u = -f iy Q é um ponto arbitrário, concluímos que a função f(z) = z é contínua em C. □ 

As propriedades algébricas de limites complexos estabelecidas no Teorema 2.6.2 também se aplicam à 
■■ont inuida.de dc funções complexas. 


Teorema 2.6.4 Propriedades de Funções Contínuas 

/ e g são cont ínuas no ponto z q, as seguintes funções são contínuas no ponto Zq 
( i) cf c é uma constante complexa, 

(«) /± 9, 

iii) f - g e 

/ 

iv) — , desde que g ^ 0. 


92 


Capítulo Dois 


Prova de (ii) Provaremos apenas a parte (ü), pois as provas das partes restantes são idênticas. Como ; 
q são contínuas em lim f(z) = f(zfj c lirn g(z) = g{zf). Segundo o Teorema 2.G.2, lim (f{z) + g(z)) -i 

Z->ZQ z->z o z ~* 2 o _ I 

f(zii) T g(%))- Portanto, pela Definição 2.6.2, f T g é contínua em z {) , — 


Os resultados dos Teoremas 2.6.4(ü) e 2.6.4(m) sc aplicam a qualquer soma finita ou produto finf j 
de funções contínuas, respectivamente. Podemos usá-los para mostrar que polinómios complexos são fun- 
ções contínuas. 


Teorema 2.6.5 Continuidade de Funções Polinomiais 

Funções polinomiais complexas são contínuas em todo o plano complexo. 


Prova Seja p(z) = a n z! 1 + a tll z n 1 +... + a,z + % um polinómio complexo e seja 2« um ponto qualquer i j 
plano complexo C. De (16). a função identidade f(z) = zé contínua em e, por aplicações sucessivas ,.a 
Teorema 2.6.4(m), isso implica que a função potência f{z) = z”, onde n é um inteiro e n > 1, também - 
contínua neste ponto. Além disso, (15) implica que toda função constante complexa j(z) = c é c.ontíu 
em 2 ^', portanto, o Teorema 2. 6.4(2) garante que cada uma das funções a u d , a n ^ , .... a x ~ e o,, e con.- 
nua em z, t . Por meio de aplicações sucessivas do Teorema 2.6.4 (ii), vemos que p(z) — a u z" + 1 +••• _ 

-)- a X] é contínua ern z t) . Como 2j, é um ponto arbitrário no plano complexo, mostiamos que a íiincoJ 

polinomial p é contínua em todo o plano complexo C. 

Como uma função racional f(z) - p(z)/q{z ) c o quociente das funções polinomiais p e q. os Teorema 
2.6.5 c 2.6. A(iv) garantem que fé contínua em todo ponto z,, para o qual q(zf) ^ 0. Em outras palavra?, | 

Continuidade de Funções Racionais 

Funções racionais são contínuas em seus domínios. 


Punções Limitadas Funções complexas contínuas têm propriedades importantes que são análoga? 
propriedades de funções reais contínuas. Por exemplo, se uma função real / for contínua cm um intei 
fechado / na reta real, fé limitada em I. Isso significa que existe um número real M > 0 tal que \f(x) _ 
M para todo x ern I. Um resultado similar para funções reais de múltiplas variáveis afirma que, se F(.i. -i 
for contínua cm uma região fechada e limitada R do plano cartesiano, existe um número real M 0 ' 
que \F(x, y)\ < M para todo (x, y) em R\ dizemos que Fé limitada em R. 

Suponhamos, agora, que a função complexa f(z) - u(x, y) + iv(x, y) seja definida em uma região >- 
chada e limitada R no plano complexo. Como no caso dc funções reais, dizemos que /e limitada em R 
existir uma constante real M > ü tal que \f(z)\ < M para todo 2 em R. Se / for contí nua cm R, 0 Teorei . - 


2.6.3 nos informa que u e v são funções reais continuas em R. Portanto, F (x. y) — y [u(x, y)] + [c(.r, y 

também c contínua em R. Como Fé contínua na região fechada e limitada R, concluímos que Fé limi 
da em R. Isto é, existe uma constante real M > 0 tal que | F(x. y)\ < M para todo (x, y) em R. Contud 
como \f(z)\ = F(x. y). \f(z)\ < M para todo 2 em R. Em outras palavras, a função complexa fé limita 
em R. Assim, fica estabelecida a seguinte propriedade de funções complexas contínuas: 


Propriedade de Limitação 

Se. uma função complexa f for contínua em uma região fechada e limitada R. f é limitada em R. Isto 
é. existe uma constante real M > 0 tal que \f{z)\ < M para todo z em R. 


Embora este resultado nos assegure que existe um limitante M para f em R, o mesmo não nos tome 
qualquer mecanismo prático de calculá-lo. Uma abordagem para determinar um limitante consiste ei 
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usar a desigualdade triangular, como no Exemplo 3 da Seção 1.2. Outra abordagem para determinar um 
limitante consiste em fazer uso de transformações complexas (Problemas 38 c 39 do Conjunto de Exercí- 
cios 2.3, Problemas 55 e 5G do Conjunto de Exercícios 2.4, e Problemas 29 e 30 do Conjunto de Exercícios 
2.5). No Capítulo 5 veremos que para uma classe especial de importantes funções complexas um limitante 
pode apenas ser alcançado por um ponto na fronteira de R. 

Ramos Na Seção 2.4 discutimos, brevemente, o conceito de uma função multivalente F(z) que associa 
um conjunto de números complexos à entrada z. (Vale recordar que, segundo a convenção adotada, letras 
maiusculas, como F\ Ge H, representam funções mui ti valentes.) Exemplos de funções multivalentcs são: 


F(z) 


z Ln , que associa a entrada z ao conjunto de n raízes n-ésimas de z, e G(z) — arg(z), que associa a 


entrada 2 ao conjunto infinito de argumentos de z. Na prática, com frequência é necessário dispor de uma 
forma consistente de escolher apenas uma das raízes de um número complexo ou apenas um dos argumen- 
tos de um número complexo. Em outras palavras, nesses casos o interesse reside no cálculo de apenas um 
dos valores de uma função multivalente. Se a escolha desse valor for feita com o conceito de continuidade 
em mente é obtida uma função , denominada ramo de uma função multivalente. Em termos mais rigoro- 
sos, um ramo de uma função multivalente F é uma função /, que é contínua cm algum domínio e associa 
exatamente um dos múltiplos valores de F a cada ponto z nesse domínio. 


Notação: Ramos 

Ramos dc uma função multivalente F são representados , na notação de função, por letra minúscula 
com subscrito numérico, como f. / 2 , c assim por diante. 


A exigência dc que um ramo seja contínuo implica que o domínio de um ramo é diferente do domí- 
nio da função multivalente. Por exemplo, a função multivalente F(z) — z 1/2 , que associa cada entrada z 
ao conjunto das duas raízes quadradas de z. Embora a função raiz quadrada principal /(z) = z 1/2 asso- 
cie exatamente um valor de F (a raiz quadrada principal de z) a cada entrada z, f não é um ramo de F. 
A razão para isto é que a função raiz quadrada, principal não é contínua em seu domínio. Em particular, no 
Exemplo 6 mostramos que /(z) = z 1 2 não é contínua em Zq = 1.0 argumento usado no Exemplo 6 pode 
ser modificado sem dificuldade para mostrar que /(z) — z 1 2 c descontínua em qualquer ponto no eixo real 
negativo. Portanto, para obter um ramo de F(z) — z 1/2 que coincida com a função raiz quadrada principal 
devemos restringir o domínio para excluir pontos no eixo real negativo. Isso resulta na função 

/,(*) = v'rè M/2 , --<<?<-. (23) 


A função f definida em (23) é denominada ramo principal de F{z) = z 1 '-, pois o valor dc 0 representa o 
argumento principal de z, para todo z em Dom(/,). No exemplo a seguir, mostramos que /, é, dc fato, um 
ramo de F. 


EXEMPLO 8 Um Ramo de F(z) = z 1/2 

Mostremos que a função f definida em (23) é um ramo da função multivalente F(z) = z ly ' 2 . 


Solução O domínio da função f é o conjunto definido por |z| >0. tt < arg(z) < tt, mos- 
trado em cinza na Figura 2.6.6. De (8) da Seção 2.4, vemos que a função f coincide com a 
função raiz quadrada principal /neste conjunto. Assim, f associa a entrada za exatamente 
um dos valores de F(z) - z 1/2 . Falta mostrar que f é contínua em seu domínio. Para isso. 
considerem os um po nto z com |z| > 0, -tt < arg(z) < tt. Se z = x + iy e x > 0, z = re'°, 
onde r = y/x 2 -\-y 2 e 0 = tan 1 ( y/x) . Como -tt/ 2 < tan 1 ( y/x) < tt/ 2, a desigualdade 
7T < 0 < 7 ré satisfeita. Substituindo as expressões dc r e 0 em (23). obtemos: 


nn mo D do 


/i(z) = \/x 2 + i/ 2 e’ :tan <b/x >/ 2 

— 2 ( tan_1 (v/ T ) \ , • — õ ( tan_l (y/ x ) 

= vr + y z cos — - — - + i /x 2 + y 2 sen 1 
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ma 2.6.3. que /, é contínua para x > 0. Um argumento similar pode ser usado para. pontos com y 
usando 9 = cotai i l {x/y). e para pontos com y ■ 0. usando 9 = -cotan '(x/y). Em cada caso, segundo 


Teorema 2.6.3, f, é contínua. Portanto, a função /, definida cm (23) é um ramo da tiinção multivalen* 
F{z) = ' - 


Pontos e Cortes de Ramos Embora a função multivalcntc F{z) = z 1 - seja defini- 


y 


para todo número complexo não nulo em C, o ramo principal /, c definido apenas no a 


Valores de arg mínio \z\ > 0, 7 r < arg(z) < 7T. Em geral, um corte de ramo ou linlia de corte para ur_ 


ramo f de uma função multivalente Fé uma porção de uma curva excluída do domínio - 
F. de modo que f\ seja contínua nos pontos remanescentes. Portanto, o eixo real não po>.- 
tivo, mostrado em cinza-escuro na Figura 2.6.6, é um corte de ramo para o ramo princip 
/j, dado por (23). da função multivalente F(z) = z 1/2 . Um outro ramo de F. com o mesm 



corte de ramo. é dado por /^(z) = yfre l&í<2 , ir < 0 < 3tt. Estes dois ramos são distinr 
porque para, digamos, z = i , fi{i) — ^\/2 + ^\/2 i e f 2 {i) = — ^\/2 — ^\/2 i. Se fizerm- - 
(j) — 0 2tt, o ramo f 2 pode ser expresso como / 2 (z) — s /re l< ' 0+27r ^ 2 = ^ e t0/2 e t7r , -tt 
(j) < 7 T. Como e" T = -1, isto implica / 2 (z) = -^/re 1 */ 2 , -ir < ç < tt. Assim, mostram 
que /, = Podemos interpretar estes dois ramos de F(z) — z 1 como análogos às raiz— 


Valores de arg 
diminuindo 


(a) z = 1 não é um ponto de ramo 


y 


quadradas positiva e negativa de um número real positivo. 

Outros ramos de F(z) = z l//2 podem scr definidos, de modo similar a (23), usando qiu - 


Valores de arg 
aumentando 


quer raio que emane na origem como corte de ramo. Por exemplo, /s(z) — \fre l<> ‘ 2 . 3tí J 
< 9 < 5tt/ 4 define um ramos de F{z) = z 1/2 . O corte dc ramo para /, é o raio arg(z) =j 



3tt/ 4 junto com o ponto z = 0. 

Não é coincidência que o ponto z = 0 esteja nos cortes dc ramo para /), f 2 e j :i . O po: ■} 
to z = 0 deve estar nos cortes de ramo dc todos os ramos da função multivalcntc F{ z 
z xl 2 . Em geral, um ponto com a propriedade de estar no corte de ramo de todo e qia - 
quer ramo é denominado ponto de ramo de F. Em outras palavras, um ponto de ramo - 
um ponto Zfj com a seguinte propriedade: considerando uma circunferência (jualquer c 


<b) 2 = o é um ponto dc ramo centro em z l) e raio suficientemente pequeno, se a percorrermos a partir de um ponto 

Figura 2.6.7 G(z) = arg(z) os valores de qualquer ramo não retornam ao valor em z r Por exemplo, considerem I 

qualquer ramo da função multivalente G(z) — arg(z) (» o ponto, digamos, z i) = 1. Se percorrermos a peqn -l 


na circunferência |z 1| = £ no sentido trigonométrico a partir do ponto z ] = 1 ei. os valores do ram 



em Zj, como ilustrado na Figura 2.6.7(a). Isto significa que o ponto z () — 1 não é um ponto dc ramo. A_ 



ponto de partida, o valor do ramo não é mais o mesmo: aumentou em 2 tt. Portanto, Zq = 0 é um pom 
de ramo de G(z) = arg(z). 



Comparação com Análise Real 


{i) Como na análise real, podemos definir os conceitos de limites infinitos c limites no infinito para 


funções complexas. De modo intuitivo, o limite lim f(z) = L significa que valores da função 


/podem ser feitos arbitrariamente próximos de L se valores de z forem escolhidos dc modo qu<_ 
|zj seja sufieientemente grande. Uma definição precisa de um limite no infinito é: 

O limite de f à medida que z tende oo existe e é igual a L se. para todo e > 0. existir um é ta 
que |/(z) L\ < e. sempre que \z\ ■■ l/ó. 

Com esta definição não é difícil mostrar que: 



(24) 


De modo similar, o limite infinito lim f(z) = oc é definido por: 
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O limite de f à medida que. z tende a Zq é oc se. para todo s 0. existir um d tal que \f(z) - L\ 
< l/c, sempre que 0 | ~| • 6. 

De.sta definição, obtemos o seguinte resultado (Problemas 21-26 do Conjunto de Exercícios 

2.6): 


lim f(z ) = oc se e somente se lim = 0 

z ~* z o z^zq f(z ) 


(25) 


( //’) Em análise real visualizamos uma função contínua como unia função cujo gráfico não tem falhas 
ou buracos. E uai ural especular se existe uma propriedade análoga para funções complexas con- 
tínuas. A resposta é sim. mas esta propriedade deve sei- tratada em termos de transformações 
complexas. Primeiro, recordemos que uma curva paramét rica definida pelas equações paramé- 
tricas x= x{ t) c y — ■ y{t ) é denominada contínua se as funções reais xo y forem contínuas. De 
modo smiilai . uma e,ui\a paramétrica complexa definida por z(£) — x (í) H- iy ( /.) é contínua se 
./( t) e y{ t) forem funções reais contínuas. Como no caso de curvas paramétricas no plano car- 
tesiano, uma curva paramétrica no plano complexo não tem falhas ou buracos. Essas curvas 
representam uma forma de visualizar funções complexas contínuas. 

Se uma função complexa j for continua, em um conjunto S. a imagem de toda. curva paramétrica 
contínua em S deve ser uma curva contínua. 

Para comprovar isso, consideremos a função contínua complexa /( z) — u(x, y) + iy(x. y) e uma 
curva paramétrica contínua, definida por z(t) = x{t ) + iy( f). Segundo o Teorema 2.6.3, u(x, y) e 
y{x. y) são funções reais contínuas. Além disso, como x(t) e y(t) são funções contínuas, segun- 
do o cálculo de múltiplas variáveis, as composições u(x(t). y(t)) e v(x(í). y{t)) são funções con- 
tínuas. Consequentemente, a imagem da curva paramétrica dada por w(t) = f[z{t )) = u{x{t), 
!Á.t)) "P iv{x(t). y( t ) ) (' contínua (Problemas 59—62 do Conjunto de Exercícios 2.6). 

CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 2.0 (Veja Soluções dt Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao fuud do Urro. ) 

2.6.1 Limites 

Nos 1 roblernas 1 8. use o Teorema 2.6.1 e as propriedades de limites reais discutidas auleriormente para calcular o 

limite complexo dado. 


1. 

lim (z 2 — z) 



2. 

lim 

2-a+i 

z — z 

z + z 

3. 

lim t\z 2 — i 

*) 


4. 

lim 

Im (z 2 ) 


z — * 1 — t ' 




z— 3 i 2 

+ Re(z) 

5. 

lim e z 



6. 

lim — 

2 1 —2 

Z + Z 


z — * 1 ri 



s—o Re(z) + Im(2) 

7. 

p" — p z 

lim T 
z— o Im(z) 



8. 

Avi, ( 

log c \x 2 + y 2 1 

Nos 

Problemas 9 

16 , use o 

Teorema ! 

2.6.2 

e os limites básicos 

9 . 

(~ 2 “ Z ) 



10. 

lim (2 

*-Z 2 + z) 

11. 

lim ( z + - 

Y 


12. 

lim 

Z 2 + 1 


z , e iit/4 \ * 

J 



z — >1 -H 

z 2 — 1 

13. 

lim í4 - 1 



14. 

lim 

z 2 - (2 + if 


z->-i Z Si 




z — í-2+ i 

z-( 2 + i) 

15. 

lim 

■ ( azo + b) 


16. 

lim 

z + 3 - ú 


2— Sn 2 — 

20 



2 — - 3 + 

,.s/ 2 z 2 + 62 + 

17 . 

Considere o limite lim 

Re(z) 






r— .0 

Im(z) 





(a) A que valor tende o limite à medida que z se aproxima de U ao longo da reta y = x? 
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(b) À que valor tende o limite à medida que 2 sc aproxima de 0 ao longo do eixo imaginai io : 

. . . .. Re(z)„ 

(c) Com base nas respostas para (a) e (b), o que você pode dizer a respeito de um Im ^y 

18. Considere o limite lim (|z| + iArg ( iz )). 

z—*i 

(a) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de i ao longo da circunferência unitária \z\ = 1 : 
primeiro quadrante? 

(b) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de i ao longo da circunferência unitária |~| — 1 - 
segundo q uadran te? 

(c) Com base nas respostas para (a) e (b), o que você pode dizer a respeito de lim (\z\ + iArg ( iz ))? 


19. Considere o limite lim ( - ) . 

(a) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de 0 ao longo eixo real? 

(b) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de 0 ao longo do eixo imaginário? 

(c) Suas respostas para (a) e (b) implicam que lim existe? Justifique sua resposta. 

(d) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de 0 ao longo da ict.n // — . 1 . 

(e) O que você pode dizer a respeito de lim fpj ? 

/ 2y 2 

20. Considere o limite lim 


x 2 - y 2 


•0 \ y J 

(a) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de 0 ao longo da teta y — x. 

(b) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de 0 ao longo da reta y — xi 

(c) Suas respostas para (a) e (b) implicam que lim * —ij existe? Explique por que. 

(d) A que valor tende o limite à medida que 2 se aproxima de 0 ao longo da reta y = 2,r? 

/ 2y 2 “ 2 ~ 2 ' 


(e) O que você pode dizer a respeito de lim 


2 2 * 

1 * 1? 


2—0 \ x J 


y 2 


Os Problemas 21 26 envolvem os conceitos de limite infinito e limite no infinito discutido na parte (*) das Obs 
vações. Nos Problemas 21-26, use (24) ou (25), o Teorema 2.6.2 e os limites básicos em (15) e (16) para calcula. 

dado limite complexo. 


2 . • o 
z + n — l 


21. lim 2 

2—* 00 (1 + 2 i)z z 


22. lim 


iz + 1 


23. lim 


1 


— >00 2 z — i 

(1 —i)z + i 


25. lim 

z — • oc 


T 2 2 + 1 

z 2 - (2 + 3 i)z + 1 


24. lim . , . 

z—i/ 2 2 Z + l 


iz — 3 


2fi. lim 


+ 1 


+Z+1-Í 


2.6.2 Continuidade 


Nos Problemas 27 34, mostre que a função fé contínua no ponto especificado. 

27. f(z) = z 2 -iz + 3- 2 i; z 0 = 2 - i 

28. f{z) = z 3 - zo ^ 3i 

29 - 

z — 3 i 


30. f(z) = 


; zq — 1 + i 



32. /(z) = 


z 3 - 1 
z 2 + z + 1 

— 1 + i\Í3 


NI # 1 


= 1 


1 +iV3 


; zo — 


2 
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33. f(z) = z — 3Rc(z)+i; zo = 3 — 2i 

34. f(z ) = - 2 z 2 : zo = e iW4 

2 + IZ 

' Nos Problemas 35-40, mostre que a função fé descontínua no ponto especificado. 


35. /(z) = 


z 2 + 1 


— ; zo = —i 


z + i 

37. fi z ) = Arg(z); z = -1 


36. /(z) = 


1 


2 - 1 


; zo = i 


39. f{z) = 


' z 3 -l 

kl ^ 1 

z-r 

\ Zo — i 40. f(z) = < 

3. 

II 

" n " 


38. f(z) = Arg (iz); zo = i 

R- 

i, z = 0 


; zo = U 


Nos Problemas 41-44. use o Teorema 2.6.3 para determinar a maior região no plano complexo em que a função fé 
contínua. 


41. f(z) = Re(z) Im(z) 
43. J(z) = 4-“ 1 


zz — 4 


42. /(z) = z 
44. f(z) = 


■2 

z 


(|z| - l)Im(z) 


Foco em Conceitos 


45. Use o Teorema 2.6.1 para provar que: 

(a) lim c = c, onde c é uma constante, (b) lim z — zo. 

Z-*Z0 3 — ÍO 

46. Use o Teorema 2.6.1 para provar que lim z - zq. 

z—>z 0 

47. Use o Teorema 2.6.2 e o Problema 46 para provar que 

(a) lim Rc(z) = Re(zo). 

Z — ZQ 

(b) lim lm(z) = lm(zo). 

Z->ZQ 

(c) lim |z| = |zo|. 

z—z 0 


48. 

49. 


50. 


51. 


Use o Teorema 2.6.1 para provar a parte (ií) do Teorema 2.6.2. 

A seguir, é dada uma prova épsilon-delta para lim z = zo- Preencha as lacunas. 

z-*z 0 

Prova Pela Definição 2.6.1. lim z = zo se, para todo e 0, existir um b > 0 tal que ! | • e, sempre que 

s — *20 

0 < | | < 6. Fazendo 6 — , fica assegurado que asserção anterior é verdadeira. 

A seguir, é dada uma prova épsilon-delta para lim z — z n . Preencha as lacunas. 

Z — >20 

Prova Pela Definição 2.6.1. lim 2 = z n se, para todo e > 0. existir um b • 0 tal que | | < e. sempre que 

z-*z 0 

0 < | | < b. Segundo propriedades do módulo e da conjugação complexos. | z Zç\ = \z- z 0 1 = | |. 

Portanto, se 0 < \z- Zç\ < b e b = \z - z 0 | < t. 

Neste problema, será desenvolvida uma prova épsilon-delta para lim [(1 - i)z + 2 ?’] = 2 + 2 i. 

3—rl + Í 


(a) Escreva a definição épsilon-delta (Definição 2.6.1) de lim [(1 í)z + 2i] — 2 + 2 i 

z * l-f ~ i 

(b) Fatore (1 - i) da desigualdade (pie envolve e (da parte (a)) e simplifique. A seguir, reescreva esta desigual- 
dade 11 a forma | z- (1 + i)\ < . 

(c) Com base no que fez na parte (b), que valor deve ser fixado para <5? 

(d) Escreva uma prova épsilon-delta para lim [(1 - i)z + 2i\ — 2 + 2i. 

2— O+i 


52. Neste problema, será desenvolvida uma prova épsilon-delta para lim 

2 — 2 * 


2z — 3iz 4- 2 
z — 2 i 


= 5 i. 


(a) Escreva a definição épsilon-delta (Definição 2.6.1) de lim 


2z“ — 3iz -p 2 
z — 2i 


— 5'i. 


(b) Simplifique a desigualdade que envolve e (da parte (a)) e a reescreva na forma \z 2i\ • 
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(c) Cora base no que fez parte (b), que valor deve ser fixado para 6? 

.... .. 2z 2 - 3iz + 2 _ 

(d) Escreva uma prova epsilon-delta para lmi_ __ — < n - 

53 (a) É verdade que lira J(z) = lira f{z) para qualquer função complexa /? Caso afirmativo, dê uma bre 

justificativa; caso negativo, dê um contraexemplo. 

(b) Se f(z) for uraa função contínua era Zq, é verdade que f(z) é contínua era zf. 

54. Se / for uma função para a qual lim /(* + iO) = 0 e lim /(O + iy) = tt é possível concluir que lim /(*) = 0? 1 > 
tifique sua resposta. 

55. (a) Prove que a função f(z) = Arg(z) c descontínua em todo ponto no eixo real negativo. 

(b) Prove que a função /, definida por 

ffz) = 0, 7T < 0 < 7T 

é um ramo da. função multivalentc F{z) = arg(z). [Sugestão: Veja o Exemplo 8.J 

56. Considere a função multivalente F{z) = z' ! \ que associa z ao conjunto das três raízes cúbicas de z. Defina, de : 
ma explícita, três ramos distintos /„ f 2 e /, de F que tenham o eixo real não negativo como um corte de ram 

57. Considere a função multivalente F{z) - {z 1 + •/)' 2 . 

(a) Qual ó o ponto de ramo de F. Justifique sua resposta. 

(b) Defina, de forma explícita, dois ramos distintos /, e f, de F. Em cada caso. especifique o corte de ramo. 

58. Considere a função multivalente F(z) = (Z + l)«*. Quais são os pontos de ramo (existem dois) dc F! Justifiq. 
sua resposta. 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Releia a parte («) das Observações do fim da Seção 2.6. Nos Problemas 57-60, use ura SAC para mostrar que a lura 
dada não é contínua no interior da circunferência unitária; para isto. faça ura gráfico da imagem da cm va pai amei . 
contínua dada. (Seja cuidadoso; em Mathrrnatica e Maple, os gráficos podem se revelar enganosos.) 

59. f(z) = z+ Arg(z), z(t) = -| + -1 <t<l 

60. f{z) = v/re ífl/4 , 0 = Arg(z), z{t) = 

61. /(z) = M iOI \ V = Arg(z), z{t) = + Je", 0 < t < 2tt 

62. f{z) — \z- l|Arg(— z) + iArg(íz), z(t ) = \e'\ 0 < t < 2tt 


2.7 Aplicações 


Ao Professor: as aplicações a linhas dc fluxo apresentadas nesta seção requerem familiaridade com 

a solução de equações diferenciais. , 

Neste capítulo vimos que uma das principais diferenças entre funções reais e complexas ca impas- 
sibilidade dc desenhar gráficos dc funções complexas. Isso motivou a introdução de transformações 
como um método alternativo para a representação gráfica de funções complexas. Há, contudo, nutm- 
técnicãs para visualizar funções complexas. Nesta seção mostraremos que funções complexas fornecem 
representações de campos vetoriais bidimensionais. Em capítulos posteriores usaremos a repiesentaçãt 
complexa de um campo vetorial para resolver problemas práticos nas áreas de buxo fluido, fluxo < = 

calor, gravitação e eletrostática. 


) S Vetoriais No cálculo de múltiplas variáveis, uma função de valor vetorial dc duas vanáv 


Caiupos 

reais 

F (x,y) = (P{x,y),Q{x,y)) 

é denominada campo vetorial bidimensional. Usando a base ortogonal padrão de vetores unitários i < 
podemos expressar o campo vetorial em (1) como: 
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Fi.r.t/l - P(x, y) i + Q(x,y)'y 


( 2 ) 


-- F representados como 
e posição 


V 


0 , 1 ) 

1 


-1 


-3 


(1,D 



3 4 


d, -2) 


- r resentados com ponto 

. íp.í valores vetoriais da 

= «-yj 


• v _ t \ \ \ \ 

* * t \ \ \ \ 

•s - 

- r ^ b- 




_L_ 


v 4 r- V- ■»- 

. í j * JT -JT 

. i 4 / X X 

^ k í / / / 

’ * f f // 


etorial /‘(z) = z 


Por exemplo, a função F(.r, ?y) = (:?; + ;/y)i + (2;rty)j é uni campo vetorial bidimen- 
sional para a qual. digamos, F(l, 3) = (1 + 3)i + (2 • 1 • 3)j = 4i -F 6j. Valores de 
uma função F dada por (2) são vetores que podem ser representados como vetores 
de posição, com ponto inicial na origem. No entanto, para obter uma representação 
gráfica do campo vetorial (2) que exiba a relação entre a entrada ( x , y) e a saída 
F(j;. ?/) desenhamos o vetor F(i\ y) com ponto inicial (x. y) e ponto terminal (x + 
P{x. y) , y + Q(x, y)). Por exemplo, na Figura 2.7.1 (a), os quatro valores funcio- 
nais F(l, 1) = i j. F((). 1) = j, F(l. 2) = i + 2j e F( 2. 1) = -2i - j do campo 
vetorial F(.r. y) = xi y) são representados como vetores de posição; na Figura 
2.7.1 (b) vemos uma porção da representação gráfica do campo vetorial obtida po- 
sicionando esses quatro vetores com pontos iniciais em (x. y). Especificamente, a 
Figura 2.7. l(b) consiste nos quatro vetores i j, j, i + 2j c -2i j desenhados com 
ponto inicial em (1, 1), (0, 1), (1, 2) e ( 2, 1) e ponto final em (2. 0), (0, 0), (2, 
0) e ( 4, 0), respectivamente. 

Funções Complexas como Campos Vetoriais Existe uma forma natural 
de representar um campo vetorial F(.t, y) — P(x, y ) i + Q(x, y ) j com uma função 
complexa f Especificamente, usamos a.s funções P c Q como as partes real e ima- 
ginária de /; neste caso. dizemos que a função complexa /(z) = P(x. y) 4- iQ(x, y) 
é a representação complexa do campo vetorial ¥(x, y) = P(x , y ) i + Q(x, y) j. Rc- 
ciprocamente, qualquer função complexa f(z) — u(x, y) + iv(x, y) tem um campo 
vetorial associado. F ( x, y) = u(x, y ) i + v{x, y) j. A partir daqui, F(x, y) — P(x, y ) i 
+ Q(x. y ) j e /( z) = u(x, y) + iv ( x. y) serão denominados campos vetoriais. Como 
um exemplo, consideremos o campo vetorial J[z) — z. Como f(z) = x iy , a fun- 
ção fé a representação complexa do campo vetorial F(x, y) = .ti t/j. Parte deste 
campo vetorial foi mostrada na Figura 2.7. l(b). Uma representação mais completa 
do campo vetorial f(z) = z é mostrada na Figura 2.7.2 (esta figura foi criada com 
Mathematica). Observemos que o campo vetorial ilustrado na Figura 2.7.2 fornece 
uma representação gráfica da função complexa /( z) = z que é diferente da fornecida 
por uma transformação. Comparemos esta figura com a Figura 2.5.3 da Seção 2.5. 

Na representação de um campo vetorial F associado a uma função complexa /vale 
notar que desenhar o vetor F(;r, y) com ponto inicial (.r, y ) é equivalente a desenhar 
a representação vetorial do número complexo f(z) com ponto inicial z. No exemplo a. 
seguir ilustraremos essa observação. 


EXEMPLO I Representação de Vetores em um Campo Vetorial 

Representemos, no campo vetorial /(z) = z 2 , os vetores correspondentes aos pontos 
z = 1, 2 -(- 7 1 + i e 7 

Solução Com cálculo simples, obtemos: 



/( 1) = l 2 - 1. 


/( 2 + i) = (2 + i) 

f(i) = i 2 = -1, 

e 

/(l+i) = (l + i) 


Isso implica que no campo vetorial f(z) — £ os números complexos 1, 3 + 47 1 e 2/ 
são representados como vetores com pontos iniciais 1,2 + 7 i e 1 + 7 respectivamente. 
Esses vetores são ilustrados na Figura 2.7.3. □ 


- 1 - -V 


no campo 


Uso de Computadores Desenhar vetores manualmente é uma tarefa simples, mas 
tediosa. Felizmente, sistemas algébricos computacionais, como Mathematica ou Maple, 
têm comandos internos para representar campos vetoriais bidimensionais graficamente. 
Na Figura 2.7.4 o campo vetorial f(z) = iy foi representado com o emprego do coman- 
do PlotVectorField de Mathematica. Vale observar que os comprimentos dos vetores 
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na representação de Mathem. atiça são menores do que deveriam ser. Por exemplo, n 
ponto, digamos, z = 1 + i, temos /(I + i) = i, mas o vetor desenhado em z— 1 + 
não tem comprimento 1. A razão para isso é que Mathematica altera proporcional- 
mente os comprimentos dos vetores cm um campo vetorial para criar uma figura iriac 
bonita (em particular, este procedimento de Mathematica também garante que n 
há superposição de vetores). Portanto, os comprimentos dos vetores na Figura 2.7 
não representam, de forma precisa, os comprimentos absolutos dos vetores neste cai. 
po vetorial. Os vetores na Figura 2.7.4, no entanto, representam de forma precisa 
comprimentos relativos dos vetores no campo vetorial.* 

Em muitas aplicações o interesse principal reside nas direções e não nas magnitu 
des dos vetores em um campo vetorial. Por exemplo, posteriormente discutiremos 
determinação de percursos ao longo dos quais partículas se movem em um fluxo fl 
do. Para esse tipo de aplicação podemos utilizar um campo vetorial normalizado. Eo 
um campo vetorial normalizado os vetores tem os comprimentos alterados de mod 
que todos tenham o mesmo comprimento. A Figura 2.7 .5 mostra um campo vetor: 
normalizado para f(z ) iy\ esta figura foi criada em Mathematica , com o emprego 

opção ScaleFunction com o cornando PlotVectorField. É interessante comparar es* 
figura com a Figura 2.7.4. 

Em muitas aplicações as magnitudes dos vetores são importantes e, nesses caso- 
um campo vetorial normalizado é inadequado. Veremos exemplos disso no Capítulo ' 
quando discutiremos circulação e fluxo líquido em um fluxo fluido. Neste texto cham 
remos a atenção sempre que usarmos um campo vetorial normalizado. Por conseguint- 
cm um sentido gráfico o termo campo vetorial fica reservado à representação de 
conjunto de vetores que não foram normalizados. 


X 


Fluxo Fluido Um dos vários usos de campos vetoriais em matemática aplicada 
a modelagem de fluxo fluido. Como, na análise complexa, estamos confinados a <h: 
dimensões, consideremos apenas o fluxo bidimensional de um fluido. Isso significa q 
o movimento do fluido se dá em planos paralelos ao plano xy e que o movimento e 
características físicas do fluido são os mesmos em todos os planos. Essas hipóteses permitem que analb- 
inos o fluxo em uma única folha do fluido. Suponhamos que }\ z) = P(x. y) + iQ{x, y) represente, no piar. 
complexo, um campo de velocidade de um fluxo plano. Dessa forma, f(z) especifica a velocidade de um 
partícula do fluido posicionada no ponto z no plano. O módulo de \f(z)\ c a amplitude da velocidade 
partícula, c o vetor /( z) indica a direção do fluxo neste ponto. 

Para um campo de velocidade que /(z) = P{ x. y) + iQ{x, y) de um fluxo bidimensional, as funçoe> 
e Q representam as componentes da velocidade nas direções x e y. respectivamente. Se z(t) = x(t) -t- ic . 
for uma parametrização do percurso ao longo do que a partícula se desloca em um fluxo fluido, o ve* 
tangencial ao percurso z / ( I) = xf(t) -1- iif ( t) deve coincidir com f(z(t)). Portanto, as partes real e ima- 
naria do vetor tangencial ao percurso de uma partícula em um fluido devem satisfazer o seguinte sistema 
de equações diferenciais: 

dx . 

= P{x, y) 


dl 


*>• 


A família de soluçoes do sistema de equações diferenciais de primeira ordem (3) representa as linhas <k 
fluxo do fluxo plano associado a /(z). 


EXEMPLO 2 Linhas de Fluxo 

Determinemos as linhas de fluxo do fluxo plano associado a f(z) = z. 


*Para mais informação a respeito da representação gráfica de campos vetoriais com Mathematica é sugerida a consulta ao rolai 
técnico Cni.de lo Standard Matlieinalical Packages [Guia de Pacotes Matemáticos Consagrados] , publicado por YVolfram Ueseai 
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Solução Como f( z) = z — x- iy , identificamos P(x, y ) — xe Q(x, y) 
f s ão a família de soluções do sistema de equações diferenciais 


-y. De (.‘1), as linhas de fluxo de 



dx 

~dt 

dy 

dt 


= x 


= ~v- 


Essas equações diferenciais são independentes, de modo que podem ser resolvidas por 
separação de variáveis. Assim, obtemos as soluções gerais x(t) = c x é e y(t) — a,e *, onde 
c.\ e Ca são constantes reais. Para desenhar as curvas z( t) = x(t) + iy( t) eliminamos o 
parâmetro t c obtemos uma equação cartesiana em x e y. Isso pode ser feito com faci- 
lidade multiplicando as duas soluções e obtendo xy = c\c 2 . Como c, e c 2 são constantes 
reais arbitrárias, essa família de curvas pode ser representada por xy c. onde c é 
uma constante real. Em resumo, mostramos que as partículas no fluxo bidimensional 
associado a j(z) = z se movem ao longo de curvas na família de hipérboles xy = c. Usa- 
mos Mathematica para gerar a Figura 2.7.0, que representa, para este fluxo, as linhas 
de fluxo correspondentes a c = ±1, ±4 e ±9. Estas linhas de fluxos são mostradas em 
pieto superpostas à representação do campo vetorial normalizado de /'( z) — z . í'~l 


EXEMPLO li Linhas de Fluxo 

Determinemos as linhas de fluxo do fluxo bidimensional associado a f(z) - z~. 

Solução Procedemos como no Exemplo 2. Como a função f pode ser expressa como f(z) = z 2 = x 1 -y 2 
-xyi, identificamos P( x, y) = x y~ c Q(x, y) == -2 xyi. Assim, as linhas de fluxo deste fluxo satisfazem o 
seguinte sistema de equações diferenciais: 

dx 22 

Tt =x ~ V 


dy 

dt 


(4) 


- -2 xy. 


A íegra da cadeia do cálculo elementar estabelece que ( dy/ dx) • ( dx/dt) = dy/dt ; resolvendo esta equação 
para dy/dx , obtemos 

/(—\ - dy 


Portanto, dividindo dy/dt = -2 xy por dx/dt = j? y 1 concluímos que o sistema cm (4) é equivalente à 
seguinte equação diferencial de primeira ordem: 

dy 
dx 


—2 xy 

9 9 

X a — y z 


ou 2x ydx + (a* 2 — y 2 ) dy = 0. 


(5) 


‘•ik íecoidar que uma equação diferencial da forma M{x. y)dx. + N(x, y) dy =06 denominada exata se 
dM/dy = c)A/dx. Dada uma equação diferencial exata, se conseguirmos determinar urna função F(x. y) 
1,1 a OF/Ox — Me ÔF/dy — A. F{x, y) = cé uma solução implícita da equação diferencial. Identi- 
**• all( to M{ x. y) — 2 xy e J\(x, y) = ;r y~ , notamos que a equação diferencial em (5) é exata, pois 

àM c) d , 2 ÕN 

dy dy dx v J > dx 

Kl a determinar urna função F{x, y) para a. qual dF /dx = M e dF /dy = N, primeiro, integramos parcial- 
mente a função M{x, y) = 2 xy em relação à variável x: 


F(x, y) = 2 xy dx = x 2 y -j- y(y). 
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Solução Como f( z) = z — x- iy , identificamos P(x, y ) — xe Q(x, y) 
f s ão a família de soluções do sistema de equações diferenciais 


-y. De (.‘1), as linhas de fluxo de 



dx 

~dt 

dy 

dt 


= x 


= ~v- 


Essas equações diferenciais são independentes, de modo que podem ser resolvidas por 
separação de variáveis. Assim, obtemos as soluções gerais x(t) = c x é e y(t) — a,e *, onde 
c.\ e Ca são constantes reais. Para desenhar as curvas z( t) = x(t) + iy( t) eliminamos o 
parâmetro t c obtemos uma equação cartesiana em x e y. Isso pode ser feito com faci- 
lidade multiplicando as duas soluções e obtendo xy = c\c 2 . Como c, e c 2 são constantes 
reais arbitrárias, essa família de curvas pode ser representada por xy c. onde c é 
uma constante real. Em resumo, mostramos que as partículas no fluxo bidimensional 
associado a j(z) = z se movem ao longo de curvas na família de hipérboles xy = c. Usa- 
mos Mathematica para gerar a Figura 2.7.0, que representa, para este fluxo, as linhas 
de fluxo correspondentes a c = ±1, ±4 e ±9. Estas linhas de fluxos são mostradas em 
pieto superpostas à representação do campo vetorial normalizado de /'( z) — z . í'~l 


EXEMPLO li Linhas de Fluxo 

Determinemos as linhas de fluxo do fluxo bidimensional associado a f(z) - z~. 

Solução Procedemos como no Exemplo 2. Como a função f pode ser expressa como f(z) = z 2 = x 1 -y 2 
-xyi, identificamos P( x, y) = x y~ c Q(x, y) == -2 xyi. Assim, as linhas de fluxo deste fluxo satisfazem o 
seguinte sistema de equações diferenciais: 

dx 22 

Tt =x ~ V 


dy 

dt 


(4) 


- -2 xy. 


A íegra da cadeia do cálculo elementar estabelece que ( dy/ dx) • ( dx/dt) = dy/dt ; resolvendo esta equação 
para dy/dx , obtemos 

/(—\ - dy 


Portanto, dividindo dy/dt = -2 xy por dx/dt = j? y 1 concluímos que o sistema cm (4) é equivalente à 
seguinte equação diferencial de primeira ordem: 

dy 
dx 


—2 xy 

9 9 

X a — y z 


ou 2x ydx + (a* 2 — y 2 ) dy = 0. 


(5) 


‘•ik íecoidar que uma equação diferencial da forma M{x. y)dx. + N(x, y) dy =06 denominada exata se 
dM/dy = c)A/dx. Dada uma equação diferencial exata, se conseguirmos determinar urna função F(x. y) 
1,1 a OF/Ox — Me ÔF/dy — A. F{x, y) = cé uma solução implícita da equação diferencial. Identi- 
**• all( to M{ x. y) — 2 xy e J\(x, y) = ;r y~ , notamos que a equação diferencial em (5) é exata, pois 

àM c) d , 2 ÕN 

dy dy dx v J > dx 

Kl a determinar urna função F{x, y) para a. qual dF /dx = M e dF /dy = N, primeiro, integramos parcial- 
mente a função M{x, y) = 2 xy em relação à variável x: 


F(x, y) = 2 xy dx = x 2 y -j- y(y). 
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A função g(y ) c. então, determinada derivando F parcialmente em relação à variáv 
e igualando o resultado a N{x. y) = ;r if: 

ÕF 


dy 


= x 2 + g'(y)=x 2 -y 2 . 


Isso implica que (j ( y) — —’if, de modo que podemos tomar giy) 3 y ■ ^ oncluin 

F(:r, y) = x 2 y — - y 3 = c é uma solução implícita da equação diferencial em (5); ass 
as linhas de fluxo do fluxo plano associado a j\z) — . z~ são dadas poi . 


2 1 3 

xy--y =c 


Figura 2.7.7 Linhas de fluxo no 
fluxo bidimensional associado a 
Hz) = P 

para esse fluxo. 


onde c c uma constante real. Usamos Mathematica para gerar a Figura 2.7.7, que 
prescnta as linhas de fluxo correspondentes a c = , iy 1 AIS. Essas linhas de flux 

são mostradas em preto e superpostas à representação do campo vetorial noimali/ 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 2.7 (Veja Soluções dc Problemas Selecionado s de Ordem Impar ao fmal do 

Nos Problemas 1-8. (a) represente as imagens dos números complexos 2=1.1 + i, 1 i e % sob a dada função ./ c 
vetores de posição, (b) represente as imagens como vetores 110 campo vetorial associado a /. 

2. f(z) = z 3 


1. fiz) = 2z - i 


3. f(z) = 1 - 


5. /(*) = *-- 


7. f(z) = r 


4. /(,) = - 

6. f(z) = z 1/2 , função raiz quadrada principal, dada 
por (7) da Seção 2.4 

8. f{z) = log c \z\ + <Arg(«) 


Nos Problemas 9 12, (a) determine as linhas de fluxo do fluxo bidimensional associado à dada função f. e (b) : 
nlie as linhas de fluxo. 


9. /(z) = l-2i 
11. f{z) — iz 


10 . f(z) = l 

z 

12. f(z) = {l + i)z 


Foco em Conceitos 


13. Seja / uma função complexa. Descreva a relação entre o campo vetorial associado a f(z) e o campo vetorial 
ciado a giz) = f{z 1). Ilustre-a graficamente usando uma única função para /. 

14. Seja f uma função complexa. Descreva a relação entre o campo vetorial associado a f(z) e 0 campo vetorial 
ciado a g( z) = if{z). Ilustre-a graficamente usando uma única função para /. 

15. Considere o fluxo bidimensional associado a f[z) - c. onde e é uma constante complexa. 

(a) Determine as linhas de fluxo para este fluxo. 

(bj Explique por que este fluxo é denominado fluxo uniforme. 

16. Considere o fluxo bidimensional associado a j{z) = 1 - l/z 2 . 

(a) Use um SAC para representar graficamente o campo vetorial associado a / na região \z\ 1. 

(b) Comprove analiticamente que a circunferência unitária r + tf = 1 é uma linha de fluxo para este flux 

(c) Explique por que f[z) = 1 1/P é denominado fluxo ao redor da circunferência unitária. 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 17 22, use um SAC para representar graficamente o campo vetorial associado à dada função 
plexa. 

18. f[z) = P 


17. f(z) = 2z-i 
19. f(z) = l-z 2 
21. f{z) = 2 + i 


20. f[z) = - 

22. pz)= i -4 






I' unções Complexas e Transformações 
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Questionário de Revisão do Capítulo 2 


( Veja SnluçÔes de. Problema# Selecionados ilc Ordem Impar ao fi.nul do liirrv.) 


Nos Problemas 1 20, responda verdadeiro ou falso. Se a afirmação for falsa, justifique sua resposta explicando por 

q ue e falsa ou de um contraexemplo; se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta provando a afirmação ou 
cite um resultado pertinente do capítulo. 

1. Se /(_) for uma função complexa. f(x + 0?’) deve ser um número real. 

2. arg(z) é uma função complexa. 

3. O domínio da função f(z) — — : são todos os números complexos 

z* 1 1 

4. O domínio da função f[z ) = (1 ! são todos os números complexos. 

5. Se f{z) for uma função complexa com u{x, y) = (}, a imagem de /está no eixo imaginário. 

6. lodo o plano complexo é mapeado no eixo real v = 0 por w — z + z. 

7. lodo o plano complexo é mapeado na circunferência unitária |«>| = 1 por w = — . 

\z\' 

8. A imagem da função f{z) = Arg(z) são todos os números reais. 

9. A imagem da circunferência \z = p sob uma transformação linear é uma circunferência com (possivelmente) 

um centro diferente, mas com o mesmo raio. 

10. A transformação linear w - (l - y/3i) z + 2 aplica uma rotação de um ângulo tt/ 3 no sentido trigonométrico 
em torno da origem, uma dilatação por um fator 2 e. então, translação de 2. 

11. Há mais de uma transformação linear que mapeia a circunferência \z lf = 1 na circunferência \z + 1| = 1. 

12. As retas x = 3 e x = -3 são mapeadas na mesma parábola por w — zr. 

13. A equação Arg(z) - Arg ;(i‘) não tem solução. 

14. Se f(z) = z‘ 1 for a função raiz quarta principal, então /(- 1) = -\\Í2 ±\/2 i. 

lõ. O número complexo i não está na imagem da função raiz cúbica principal. 

16. Sob a transformação w = 1 ,/z no plano complexo estendido, o domínio \z\ > 3 é mapeado no domínio \w\ < 

17. Se /for uma função complexa para a qual lim Rc(f(z)) = 4 e lhn Im (f(z)) = ■ 1, então lim fiz) = 4 i 

z -*2 + i " z —2 + i " ,_ 2 +i JK 

18. Se / for uma função complexa para a qual lim f(x + Oi) = 0e lim /(O + iy) = ü, então lim fiz) = 0. 

x — >0 y — >0 . ,Q J ' ’ 

19. Se ./ for uma função complexa contínua no ponto z = Y + i, então a função g(z) = 3[/'(Al- (2+t) f(z) + i é con- 

tínua cnn=l + i. 

-0. Se / for uma função complexa contínua em todo o plano complexo, então a função g(z ) =JTz) c contínua em 
todo o plano complexo. 


Nos Problemas 21 40. tente preencher as lacunas sem consultar o texto. 
21. Se f(z) = zr + iz, as partes real e imaginária de / são u{x, y) = 


e v{x, y) 


22. Se /(*) = - 


\ z ~ 1 


— , o domínio natural de / é 


e v(x. y) = 


i 2 + 2 iz + 2' 

23. Se }\z) - z-z, a imagem de /está contida no eixo . 

24. A função exponencial e~ tem partes real e imaginária u(x, y) = 

25. Uma parametrização do segmento de reta de 1 + i a. 2 i é z{t) = 

26. Uma parametrização da circunferência com centro em 1 i c raio 3 é z(t) = 

27. Ibda transformação linear complexa é uma composição de, no máximo, uma 


, uma 


e uma 


28. A transformação complexa w = iz + 2 corresponde a uma rotação e uma 

29. A função U eleva ao quadrado o módulo de 2 e seu argumento. 

30. A imagem do setor 0 < arg(z) < tt/ 2 sob a transformação w = z' é 

31. A imagem de retas horizontais e verticais sob a transformação w = V é 

32. A função raiz n-ésima principal 2 1 " mapeia o plano complexo na região 


. mas nao a uma 



na circunferência 


e reflexão em rei; 


33. Sc j\z) = 2 1/(i for a função raiz sexta principal, então J{-1) = 

34. A função recíproca complexa 1 / z é uma composição de 

ao eixo . 

35. Segundo a definição formal de um limite complexo, fim (z 2 - i) = “ 4 * sc - P ara todo c ' °> cxlstir 11111 

\< 8 . 


tal que 


2 + 2 


< £, sempre que 0 < \z 


, então fim f{x + 0i) 

Z x—>0 


e fim /(O + iy) — _ 

y —*0 


. Portanto, lim f(z) = 


z— 0' 


36. Se f{z) = 

37. Uma função complexa / é contínua em z = ^ se lim f{z) = • 

38. A função /( z) - é um exemplo de uma função que é contínua no domínio \z\ > 0, n ■' arg(z) 

39. A função complexa f(z) = ~ +i log,. x é contínua na região . 

40. e são exemplos de funções multi valentes. 


3 

Funções 

Analíticas 


Índice do Capítulo 


3.1 Diferenciabi lidade e Analiticidade 

3.2 Equações de Cauchy-Riemann 
■5.3 Funções Harmônicas 

3.4 Aplicações 

Questionário de Revisão do Capítulo 3 


Introdução No capítulo anterior apresentamos o conce 
ode função complexa. Como no cálculo de funções real 
1 demos desenvolver as noções de derivadas e integrais d 
mçoes complexas com base no conceito fundamental de 1 
mi e. Neste capitulo o foco principal será voltado à definiçã 
P ro I )rle dades de derivadas de uma função complexl 



( urvas de nível para f(z) = l/z 
(Problema 3 do Conjunto de 
Exercícios 3.4) 
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3.1 Diferenciabilidade e Analiticidade 


do derivadas c integrais destas fuuçõt 


O cálculo de funções complexas envolve com base na noção de limite. E»W 


Nesta seção definiremos a dcnvac a < e m,lr f rpgras para diferenciação de produtos, qu 
muitos dos conceitos nesta seç.ao paieçam^ ' egte maU , r j a ] e 0 associado ao cálculo de tunçe 

cientes e da cadeia, há importantes < i m ; m - ^ oxceU) pela familiaridade de nomes e definições. 


reais f[x). Capítulos posteriores deixam claro que, exce 

interpretações de grandezas como / (•-•) •/ 


pouca similaridade entre as 



i em 2», a correspondei 
em tem 


Derivada Sejam z - X + iy o % ^ •_ l U «- « 2 \ f or definida em z e em zb, a corres 

,, + , *) = A, + iAy. Se uma função complexa » - /W ()a f , nQâí) / é definida e 

mudança na função 6 a diferença Aí» - /U, + ^ , . 

de um limite do quociente de diferenças Aí»/ A z a 


é a diferença Az — z ãj 011 


Mf 


Definição 3.1 .1 Derivada de uma Função Complexa 


Seja a função complexa /definida em uma vizinhança de um p< 
da por /'{Zn), 6 

/(zo + A;)-/(zo) 
/'(zo) = i lím, ÃT 


M ,to 2b- A derivada de / em z,,, denot, 


d j 




desde cpie este limite exista. 


Dois outros símbolos que denotam a der: 


: ° ^ de " raa “ em 1 


da de w = /(z) são vi e dw/dz. Quandc 


ponto específico é escrito como ^ 


Z—ZÇ) 


1 x K IPLO 1 Uso da Definição 3.1.1 

Usemos a Definição 3.1.1 para determinar a derivada de /(z) = ~ - 5* 

Solução Como calcularemos a derivada de /em um ponto genérico, substituiremos * em ( 1 ) P* snu 
2. Primeiro, escrevemos , 2 r cA r 

/(2 + Az) = (z + Az) 2 -5(z + Az) = z 2 + 2zAz + (Az) oz 5 • 


A seguir. 


f (z -fi Az) / (z) 


= 2 2 + 2zAz + (Az) 2 - 5z - 5Az - (z 2 5z) 


= 2zAz+(Az) 2 -5Az. 


Por fim. (1) ternos 


/'(*) = 


lim 

Az->0 


2zAz + (Az) 2 - 5Az 


Az 


lim 

A z-*0 


Az(2z + Az - 5) 


Az 


lim (2 z + Az — 5). 

Az— >0 


O limite é 




Fu n ções A 1 1 alíticas 
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Regras de Diferenciação As familiares regras de diferenciação no cálculo com variáveis reais se apli- 
cam ao cálculo com variáveis complexas. Se /e g forem diferenciáveis em um ponto ze c for uma constante 
complexa, (1) pode ser usada para mostrar: 


Regras de Diferenciação 

Regras Envolvendo Constantes : —c = 0e ~cf(z) = cf'(z) 

ciz clz 


Regra. para. Soma: 


dz 


lf(z)±g(z)\ = f(z)±g'V) 


( 2 ) 

(3) 


Regra para o Produto: 


Regra para o Quociente: 


Regra da Cadeia: 


= f(z)g'(z) + f'{z)g{z) 


d_ 

dz 


f( z ) 

g(0 


/;(-)/'(-) - f(z)g'{z) 

L ';(-)] 2 


d 

dz 


1(9(0) = f (9(0)9' (0- 


(4) 


(5) 


(6) 


A regra de potência para a. diferenciação de potências de z também é válida: 

— z n = nz n ~ \ n inteiro. 
dz 

A combinação de (7) e (6) resulta na regra de potências paia funções: 


4-[g(z)]' L = n[d(z)] n x g'{z ), n inteiro. 
az 


(0 


(8) 


i X EMPLO 2 Uso das Regras de Diferenciação 

Diferenciemos: 

1 a) f(z) = 3 z 4 - 5z 3 + 2z (b) f(z) = " (c) f(z) = (iz 2 + 3 z)° 

4z -c i 


Solução 

(a) Usando a regra de potência (7) e a regra, para soma em conjunto com (2). obtemos 

f'(z) = 3 • 4 z 3 - 5 • 3z 2 + 2 • 1 = 12z 3 - 15 z 2 + 2. 

(b) Da regra para quocientes, 

_ (4z + 1)-2z-z 2 -4 4z 2 + 2^ 

f {Z) ( 42 + 1)2 ( 42 + 1 ) 2 - 

(c) Na regra de potência para funções (8), substituímos n = 5, g(z) = izr + 32 c g'(z) — 2 iz + 3, e obte- 


mos 


/ (z) — 5 [iz + 3z) (2 iz + 3). 


□ 


Para que uma função complexa /seja diferenciável em um ponto sabemos, do capítulo anterior, que 

r t f( z 0 + Az) - /(2 0 ) . . , . , , 

o limite lim — deve existir e ser igual a um umeo numero complexo, qualquer que seja 

a direção cm que A 2 se aproxima de 0. Isto significa que, na análise complexa, a exigência de diferencia- 
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bilidade de uma função /(z) em um ponto é muito mais rígida que no cálculo de funções /(•?), em i 
um número real Xq pode ser alcançado de apenas duas direções. Se uma função complexa foi monta', 
partir da especificação de suas partes real e imaginária u e v, como f(z) = x H- 4 iy, é grande a pioba 
dade de que não seja diferenciávcl. 


EXEMPLO 3 Uma Função Não Diferenciável em Qualquer Ponto 

Mostremos que a função /(z) = x H- 4 iy não é diferenciável, qualquer que seja o ponto z. 

Solução Seja z um ponto qualquer no plano complexo. Com Az = Ax + iAy, 



f(z + Az) - f (z) = {x + Ax) + 4 i(y + Ay) -x- 4 iy = Ax 4- 4iA y 


Az = A.t 


.V 


de modo que 


lim 

Az— *0 


f(z + Az) - /(z) 

Az 


lim 

Az— >0 


Ax + AiAy 
Ax + iAy 


(a) Az — 0 ao longo dc unia reta 
paralela ao eixo .r 

y 



Agora, como indicado na Figura 3. 1.1 (a), se fizermos Az » 0 ao longo de uma r i 
paralela ao eixo 2 :, Ay = 0 e Az = Ax. Neste percurso, obtemos 


lim 

Az— *0 


/(z + Az) - f(z) 

Az 


Ax , 
lim — = 1. 
Az^O Ax 


Se, contudo, fizermos Az — * 0 ao longo de uma reta paralela ao eixo y. como indicam ^ 
Figura 3.1. l(b), Ax= 0 e Az = iAy ; dessa forma. 


X 

(b) Az — > 0 ao longo de uma reta 
paralela ao eixo y 

Figura 3.1.1 Acercamento a z ao 
longo dc uma reta horizontal e ao 
longo de uma reta vertical 


lim 

Az— d) 


f(z + Az) - f(z) 
Az 



= 4. 


Como os valores em (10) e (11) são diferentes, concluímos que o limite em (9 
existe. Portanto, /(z) = x 4- 4 iy não 6 diferenciável em todo ponto; 011 seja, j não 
ferenciável, qualquer que seja o ponto z. 


A regra de potência básica (7) não se aplica a potências do conjugado de z, pois, como h funçã- 
Exemplo 3, a função f(z) = z não é diferenciável em qualquer ponto (Problema 21 do Conjunto de f 

cícios 3.1). 


Funções Analíticas Embora a exigência de diferenciabilidade seja severa, há uma classe de funçõ - í 
importância tão grande que seus membros devem satisfazer exigências ainda mais ngidas. Estas liu. 
são denominadas funções analíticas. 


Definição 3.1 .2 Analiticidade em um ponto 

Uma função complexa w - /(z) é analítica em um ponto z [) se / for diferenciável em Zq e em todo po_ 
em alguma vizinhança de z 0 . 


Muito 

importante 


Uma função f é analítica em 11111 domínio D se for analítica em todo ponto cm D. A fiase anaL^ 
obre um domínio U' também é empregada. Uma função / que é analítica em todo um domínio D 
ominada holomórfica 011 regular; contudo, não usaremos esses termos no texto. 

Sugerimos que a Definição 3.1.2 seja relida com cuidado. Analiticidade em um ponto não é o me - 
ue diferenciabilidade em um ponto. Analiticidade em um ponto é urna propriedade de vizinhança 
utras palavras, analiticidade é uma propriedade definida em um conjunto aberto. Deixamos como - 
ício mostrar que a função f[z) = \z\ 2 é diferenciável em z = 0, mas não é diferenciável em qualquer o 
ionto. Embora a função /(z) — |zj" seja diferenciável em z = 0, a função não é analítica neste ponto, 
tão existe uma vizinhança de z = 0 em toda a qual fê diferenciável; portanto, a função f(z) = \z\ 2 r.- 


analítica, qualquer que seja o ponto z (Problema 19 do Conjunto de Exercícios 3.1). 

Por sua vez, o simples polinómio /(z) = z 2 é diferenciável em todo ponto z no plano complexo. ( < 
quentemente, /(z) — zr é analítica em todo ponto z. 


Funções Analíticas 
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t,odo um domínio D que não contenha pontos onde o denominador seja zero. O seguinte teorema resume 
esses resultados. 


íeorema 3.1.1 Funções Polinomiais e Racionais 



negativo, é uma função inteira. 



quer domínio D que não contenha um ponto % para o qual q{zf) = 0. 



talhes no Capítulo 6. 

Outra consequência das regras de diferenciação em (2)-(6) é: 

Analiticidade de Soma, Produto e Quociente 

Se as Junções / e g forem analíticas em um domínio D. a soma f(z) + g(z). a diferença }(z) - q(z) e o 
produto f(z) g(z) são analíticos cm D. O quociente f(z) / g(z) é analítico, desde que g(z) =* (1 em D. 

definição Alternativa de J ( Z ) Algumas vezes é conveniente definir a derivada de uma função f 
usando uma forma alternativa para o quociente das diferenças Aw/Az. Como Az = z z {) . z = q, + Az, 
de modo que (1) pode ser reescrita como 


/(~) - f(z o) 


f'{z 0 ) = lim 


( 12 ) 


Em contraste com o feito no Exemplo 1, quando desejamos usar (12) para calcular /' em um ponto gené- 
rico z, substituímos o símbolo 2 por Zq depois de calcular o limite (Problemas 7 10 do Conjunto de Exer- 
cícios 3.1). 



seorema 3.1.2 Diferenciabilidade Implica Continuidade 

Se J for diferenciável em um ponto z ú cm um domínio D, fé contínua em z , „. 



como o produto de limites: 



lim {f(z) ~ f(z 0 )) = lim — — . ( z _ Zq ) 
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De lim (f(z) - f(z 0 )) = 0 concluímos que lim f(z) = f(z 0 ). Segundo a Definição 2.6.2, fé contínua < 

Z-+ZQ Z_+2 ° 

Z„. 

O recíproco do Teorema 3.1.2, no entanto, não é verdadeiro; a continuidade de uma função / em 
ponto não garante a diferenciabilidade de / no ponto. Segundo o Teorema 2.6.3, a função simples /(: 
x + 4 iy é contínua em todo o plano complexo, pois as partes real e imagináiia de /, u(i, y) — 
v (x. y) = 4 y. são contínuas em todo ponto (ar, y). No entanto, vimos no Exemplo 3 que f(z) = x - 
não é diferenciável em qualquer ponto 2 . 

Como outra consequência de diferenciabilidade, a regra de L Hôpital para o cálculo da forma inde 
minada 0/0 também se aplica à análise complexa. 


Teorema 3.1.3 Regra de L’Hôpital 

Se /e <] forem funções analíticas em um ponto Za, e se /( 2 o) = 0, g(zf) 

v f{z) f'(z o) 

lun — - = — j- ■ 
z— zug{z) g\ZQ) 


= 0 e g'(zo) * 0 , então 


(lí 


A prova de (13) não é dif: 
sos de uma prova. 


difícil nem longa. O Problema 33 do Conjunto de Exercícios 3.1 indica os \ 


EXEMPLO 4 Uso da Regra de L’Hôpital 

z 2 — 42 T 5 

Calculemos lim —z — ■ 

z-^2+i Z 3 - Z- 10 ? 

Solução Com }(z) = £ 4z + 5 e 9 ( 2 ) = f - 2 10*, notamos que /(2 + í) = 0 e g{ 2 + i) = 0. O lir_ 

dado tem. portanto, a forma indeterminada 0/0. Contudo, como feg são funções polinomiais, ambas - 
necessariamente analíticas em z l) = 2 + L Usando 

f(z) = 2 2 - 4, g'{z) = 3 2 2 - 1 , /'( 2 + i) = 2 i, g '{ 2 + ?) = 8 + 12 z, 
vemos que (13) fornece 


lim 


• 2 — 42 + 5 /'(2 + i) 


2'í 3 , 1 . 

= — — + — i. 


z— >2+i z 3 — 2 — 10? g'{2 + ?) 8 + 12? 26 13 


Na parte (b) do Exemplo 4 da Seção 2.6 recorremos ao longo processo de fatoração e simplifica 
para calcular o limite 

z 2 — 2z + 4 


lim — r • 
z-»l+V5i 2 - 1 - V3Z 


Uma reanálise deste exemplo mostra que o limite (14) tem a forma indetei minada 0/0. C 
f(z) - 2 2 -22 + 4, 5 ( 2 ) = 2 — 1 — \/3i, f'{z) = 22-2 e ^( 2 ) = 1 . A regra de UHôpital (13) for: 

imediatamente 

) im ^ ~ 2z + 4 = /'í 1 + v+ ) _ 2 A + V3 j - l) = 2\/3i 

z— »X+V^3i 2 - 1 - \/3 2 1 


1 
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Comparação com Análise Real 

No cálculo real a derivada do uma função y = f(x) em um ponto * tem várias interpretações. 
. 01 oxem P o, ./ (j) é a inclinação ila reta tangente ao gráfico de /no ponto (.1-, /(:<•)). Quando a 
mc maçao e positiva, negativa ou nula, a função, por sua vez, está aumentando, diminuindo ou. 
possivelmente, tem um máximo ou mínimo. Além disso. f’(x) é a laxa de variação instantânea 

em 'Í'.t“ um <:ontexto físico - esta taxa de variação pode ser interpretada como velocidade 
‘ C um objeto movei. Nenhuma dessas interpretações se aplica ao cálculo complexo. Portanto. 
>a e a pergunta: o que significa a derivada de uma função complexa w — f(z)l Aqui está a res- 
posta: na análise complexa, o interesse principal não é o que a derivada de uma função siqni- 
°, U re P' esenta : “»as sim se a função /realmente tem uma derivada. O fato de uma função 
complexa ,/ possuir unia derivada diz muito sobre a função. Como acabamos de ver, quando fé 

‘ . . “' ,av . cl el " Zv em todo P° uto etl1 «ma vizinhança de *, fé analítica no ponto z. A irnpor- 

mn,:ia de funções analíticas será reforçada, ao longo deste livro. Por exemplo, a derivada tem 

f !™ m de transformações por funções complexas. Grosseiramente, sob 
na t.i ansfoi maçao de(m,dn por llma h «Kào analítica /. a amplitude e o sentido de um ângulo 
cuas c -uivas que se cruzam em um ponto no plano complexo são preservados no pla.no 
" em todos os pontos para os quais f'(z) » 0. como discutiremos no Capítulo 7. 

‘ n) Sali «’tamos HUteriormente que f(z) = \# era diferenciável apenas no único ponto * = (, Em 
contraste, a função real f(x) = |:r| 2 é diferenciável em qualquer ponto. A função real f{%) = X è 

em s P0Ilt0, mas a compiexa m - * - «*<*> ■*> - 

iii) As fórmulas dc difeienciaçao (2) (8) são importantes, mas não tão importantes como na análise 
■ cal. ria analise complexa, lidamos com funções do tipo f(z) - 4a? iy ou g(z) = xu + i( x - 
!/)■ que, mesmo que possuam derivadas, nao podem ser diferenciadas pelas fórmulas (2) (8) 

( w) Nesta ,láo mencionamos o conceito dc derivadas de ordens superiores de funções comple- 

T t , D fTT eSt ° tema em d f alh€ na *Ç*> 5-5- Não há qualquer surpresa na definição de 
wu ah <le UIclcns supenores: sao definidas exata-mente da mesma forma que na análise real 
Po. exemplo, a derivada de segunda ordem (ou segunda derivada) é a derivada da primeira deri- 
var a. 1 o raso de j(z) - 4z>. temos f(z) = 12:'. de modo que a. segunda derivada é f"íx) = 24z. 

0nt ' K e j C1S * e * laIlde diferença entro as análises real e complexa no que diz respeito à. 

existência dc derivadas de ordens superiores. Na análise real. se uma função f possuir, digamos, 
a, primeira derivada, nao ha garantia de que possua quaisquer derivadas de ordens superiores. 

01 exemplo, no intervalo ( I. 1 b/í.r) = af - c diferenciável em x = 0. mas f'(x) = fu: 1 / 2 não é 
diferenciável cm .r 0. Na análise complexa, se uma função / for analítica em um domínio D. 
|>oi te uiçao, /possui uma derivada em cada ponto de D. Veremos, na Seção 5.5, que este fato 
gaiaute que / possui derivadas de ordens superiores em todos os pontos em D. Na verdade, na 
ana íso complexa uma função analítica fé infimtarneiite diferenciável em D. 

' r) Na anahse r . eaL a def ™ çao de “«nalítica em um ponto n" difere da definição usual deste con- 
ceito na analise complexa (Definição 3.1.2). Na análise real, anafiticidade de uma função é defi- 
nida em termos de serie de potências: tuna função y = f(x) é analítica cm um ponto « se /tiver 
uma seue de la.vlor em a que a represente em alguma vizinhança do ponto. Tendo em mente 
n açao ( m), por quo essas duas definições nao são, de fato, tão diferentes? 

' T.? nü ., OC | 0rrC n ° f™ 1 » rea }' > ><xle haver necessidade de aplicações sucessivas da regra de 
' opital para calcular um hmite. Em outras palavras, mesmo que /(z.). «(-.,) fl* ) e g 't, v 

sejam todas iguais a zero, é possível que o limite Um f(z), 9 (z) LdL. Sm geíal. se / , e"ÍÍ 
primeiras n 1 derivadas forem nulas em % e <J n) (z„) i (). então 

lim - = ! ifo) 

z->z 0 g(z) p(«)(z 0 ) 
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CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 3.1 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do 
Nos Problemas 1-6, use a Definição 3.1.1 para calcular f(z) para a função dada. 


1 . /O) = 9iz + 2 - 3i 
3. f(z) = iz ò — 7z 2 


2. f(z ) = 15z 2 -42 + 1-31 


4- f(z) = - 


5 - f{z) = z ~ 


6 . f(z) — z~ 


Nos Problemas 7 10, use a definição alternativa (12) para calcular J'{z) para a função dada. 


7. /( z ) = 5z 2 - IO 2 + 8 
9. /(z) = z 4 -z 2 


8 . f(z) = z z 


1 °. /(*) = ^ 


Nos Problemas 11-18, use as regras de diferenciação para calcular f'{z) para a função dada. 

11 . /( 2 ) = (2-z)z 5 +íz 4 -3z 2 +í 6 12. f{z) = 5(iz) 3 - 102 2 + 3 - Ai 

Vi. 5 \z) = Çz 6 - CC 2 - 2 + V - 14. f {z\ = (C + 2z - 7i) 2 (2 4 - Aizf 


15. /(z) = 


iz 2 — 2 z 


3z + 1 - i 


16. /(z) = -5iz 2 + 


2 + i 


17. /(z) = (z 4 - 2 iz 2 + z) 


10 


18. /(z) = 77 


(4 + 2i)z 


(2 — i)z 2 + 9i 

19. A função f(z) = \z\ 2 é contínua na origem. 

(a) Mostre que / é difcrenciável na origem. 

(b) Mostre que / não r. diferenciável em qualquer ponto z ^ 0. 

20. Mostre que a função 


0, 


f( z )={ x 3 -y 3 + .x 3 + y 3 


z = 0 


x 2 + y 2 x- 2 + y 2 

não é diferenciável em z - 0 : para isso, primeiro faça Az — 0 ao longo do eixo x e. a seguir, ao longo do eix- 


Nos Problemas 21 e 22, proceda como no Exemplo 3 e mostre que a função dada nao é diferenciável em quai 
ponto. 


21. /(z) = z 22. /(z) - |z| 

Nos Problemas 23 26, use a regra de L Hôpital para calcular o limite desejado. 

z 4 + 16 


23. lim 


z' + i 


25. Um 


z 14 + 1 

z 5 +4z 


24. lim 


z 2 - 2v / 2z + 4 
z 3 + 5 z 2 + 2 z + 10 




.i+i z 2 — 2 z + 2 

Nos Problemas 27-30, determine os pontos em que a função dada nao é analítica. 


27. f(z) = - 


iz 2 - 2 z 


3z + 1 — i 


n 2 + Í 

28. /(z) — — 5iz" H -y 


29. /(z) = (z 4 - 2iz 2 + z) 


10 


30. f(z) = 


(4 + 2i)z 


(2 - i)z 2 + 9i 


Foco em Conceitos 


31. Use a Definição 2.6.2 e o Teorema 2.6.2 e prove a regra para constante ^cf(z) - cf (z). 

32. Use a Definição 2.6.2 e o Teorema 2.6.2 e prove a regra para soma — \f{z) + g{z)\ = f\z ) + g{z). 


33 . Neste problema você é guiado no início da prova da proposição: 

Se as funções f e g forem analíticas em um ponto % e /(+) = 0 e g{zf) = 0. mas g'{zf) ^ 0, então 

f(z) _ /'(*>) 


lim 


z^zo g(z) g'(zo) 
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Prova Iniciamos com a liipótcsp rlp mm /m 

6ÍSerem dÍfere “ s ««* ^Portanto: deaT^dl^" “ ^ « % implica em / 

f '(zo ] = hjn e S ' W = Um sOLisM 

existem. Contudo, como /(*) = o e *(,) = o, os limites são iguais'» 

~~ e o'fal= lim _2Í?) 


Agora, analise ton ^ e complete a prova. 


/ ' (2 " ) = - lün e «'(*>) = lim 


z 0 Z — Zo 


U " >Ste P ; 0bIema Y0Cê é gl,iad ° “ U iníd ° d * P rov a da regra para o produto. 


p _ pruri u pXOailtO. 

üX ST" COm * ll,PÓteSe dC 0- * * “*“» diferenciáveis em um ponto , ou seja cad , 

1 X 1 . U ou seja, cada um dos seguintes 

/'{*)= lim lk±&±LzJM „ v , , fl f 2 + A .v , , 

^7 0 Ü (z) = lim - ff(z) 

Az-,0 Az 


aj Justifique a igualdade 

_d 
dz 


d [f{z)9{z)} = lim Zíi±^fMi± Az ) ~ f(z)q(z) 
A --" u ~ ÃT “ 


= lim 

Ac— >0 


Az 

f(z -f Az) - f( z ) j I a \ 

^ ~g(z + Az) + f( z )£Í£ + Az ) - g(z) 


(t) USG 8 DCfilÜÇâ0 2 - 6 ' 2 ^ P(* + Ac) = 


A; 


-- 2 não é diferen- 


/ \ TT r-lZ— HJ ' ^V-/’ 

c ) Use os Teoremas 2.6.21' ii) e 2 fí 9 (,™) 

e ^ 5 - 2 («0 Para completar a prova. 

Aeste Problema, usando a forma nolar A - - r ./ , 

ciável em todos os pontos. ~ C ° S 1 1 8011 você deverá provar que /(^) 

3) A que deve tender rso A ? *. n? rio j 

b) S ef(z\- 7 f ~ ' e tender a 11111 valor específico? 

' J\ z ) — z, mostre que 

lim ã±± & z ) - /O) cosô-isem? 

, „ ' ií_ ' 0 Az cos 6» + j sem? ’ 

C) Explique sucintamente por que o resultado da parte fbl mostro 

*■ 'A 6 problcma , usando a definição alternativa (19) e ... f ’ "* ° dlfcrpnciavcI em todos os pontos. 

na ° e dlferen ciável em todas as pontos. ~ “ ° mm P ° areS de2e %- vo<* deverá provar que f( 2 ) = 

í a ) bojam = r(cos <9 0) & * =~ r». _i_ .w „ 

lim /(*) “ /(-2o) ~ /} ^ CCÍh T * Seri Ao íou S° desse percurso, calcule 

z-xzo z- z 0 

( ) Sejam z,, — 7 (cos 0 + i sen 0) e z = r[cos(0 4- A)+ 1 sen (6 \ \ 1 An i , 

lim f(z) — f(zp) ‘ 1 Ao ^ oli S° deste percurso, calculo 

z —> z o z ~ Zo 

os pont U os SUCmtdmente P °‘ que reSUlUd0S das partes ( a ) e ( b ) mostram que /não é diferenciável em todos 
37. Suponha que f(z) exista em um ponto z; f(z) é contínna ern z! 

38 ' (b! lZ! (Z) = f S r Va “ PBrteS real ° imaginária de /« de r. O que você observa? 

(b) Repita a parte (a) para f(z) — Ziz + 2. 

(C) Desenvolva uma conjectura a respeito da relação entre as partes real e imaginária de /e de /'. 
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3.2 Equações de Cauchy-Riemaiin 

Na seção anterior vimos que uma função /de unia variável complexa zé analítica em itmponln . qu- - 
,1o for difere, iciável em z em todo ponto em alguma vizinhança de » Esta exigência e mais severa 
que a simples difermciabüidade em mn j mito, pois uma função complexa pode sei diieienuave • 
um ponto z e não ser diferenciável em qualquer outro ponto. Uma função fé analítica em um dom , 

D se for diferenciável em todos os pontos cm D. A seguir, desenvolveremos um testo da anahticid, 
de uma função complexa fiz) = u(x. y ) + tc(x. y) com base nas derivadas parciais das parles ice. 

imaginária u e v. 

Uma Condição Necessária para Analiticidade 0 próximo teorema mostra que se uma fun 
f(z) = u{x, y) + iv(x. y) for diferenciável cm um ponto z, as funções n e v devem satislazcr um par 
equações que relacionam suas derivadas parciais de primeira oídcm. 

Teorema 3.2.1 Equações de Cauchy-Riemaim 

Suponhamos que f(z) = u(x. y) + iv(x, y) seja diferenciável em um ponto z = x + ty- Então. cm : 
derivadas parciais de primeira ordem de « c v devem satisfazer as Equações de Cauchy-Riemaim 

du dv chi _ dv (j 

dx “ dy C dy~~ Õx‘ 


Prova A derivada de / em zé dada por 

x f( Z + ^~) ~ 

f M = 1™ o Ãí • 

Escrevendo /(z) = u(x. y) + iv(x. y)cAz = Ax + iAy, (2) fica escrita como 

u{ x + Ar, y + Ay) + iv(x + Ax, y + Ay) - »(x, y) - iv(x,y) 

A x + i&y 


fW = , lim 


A;— tO 


Como, por hipótese, o limite (2) existe, Az pode se aproximar de zero ao longo dc qualquer direção 
veuientc. Em particular, sc fizermos Az - () ao longo de uma reta horizontal, Ay - 0 c Az - Az. 
mos. então, escrever (3) como 

u(x + Ax, y) - u(x , y) + i \v( x + Ax, y) - v{x, y )} 
f'(z) = lim — — T 

Ai— >0 /AX 

U (x + A x.y)-u(x,y) , . v(x + Ax,y) - v{x,y) 

= Ã .1 + Ax-o Ax 

A existência de fiz) implica que cada limite em (4) existe. Esses limites são a definição das deriva 
parciais dc primeira ordem de « e de v em relação a x, respectivamente. Portanto, mostramos duas c,«- 
que u/x e v/x existem no ponto z e que a derivada de J é 

... du .dv 

f ( 2 ) = — (- I TT • 

v ' dx dx 

Agora façamos Az -+ 0 ao longo de uma reta vertical Com Ax = 0 e Az = t&y, (3) fica escrita com 

u(x, y + Ay) - u(z, y)_ + . ^ y{x.y + A y)-^,# 

* ' ' Ay-o iAy lA V 

Neste caso. (6) mostra que u/y e v/y existem em ze que 

... . .du dv 

f ^~~ l dy + dy 

Igualando as partes real e imaginária de (5) e (7). obtemos o par de equações em (1). 
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* Htio o Teorem u o i f r 

--quência necessária do fato^/W de C <*«‘%-Riemaim (i) são válidas 

ni que pontos fé diferenri-' i i ^ ere nciável em 2, não podemos ns->r „ o- " 11 ~ como unia con- 

j e a fi “ÇSo /não possui uma dírivlt' S ™ porta,lt ? rcswUt ^ que o Teorema dete ™ inar 

- qualquer ponto Í S eLnnoff" “° EXeiUp, ° 3 da Seção 3.1. q ,?/(?_ 7^““ T P °“ to * /«&> 

1 “ OS “ =I " = 4j, então du/cte = j ^ ~ f t llao é ^erenciãvel 

’ aí/( - (/ - <Wdy = ü e Õv/dx = 0. 



cAc 


1 # 7 




mente, segundo o Teorema3 2 P j d ? U . SOT sa “ sfeitas simultaneamente em qu-ilquer 
o Teorema 3.2.1 também 'hupl/d^e 1 * ™ tüdü ° P^o cmnpléxo! P ° * C '«-quente- 

; ' nt ° em nÇOeS “ 6 l ’ SatÍSf “ e “ « «fuções de Cabiam! f T) emtdo 


4 


Comprovação do Teorema 3.2.1 

I r 


• j. ^ m 

’ í unção polinomial f( z ) = f 

• • L °K°- «(*, .v) = a? - tf + x e v( ... J 1 "f para todo * e pode ser escrita como f( -) = * , 

• * “ — *■ <=■»%-*, j„ 1 ,s f :i p “ «-*- '”»» (*. » »4L ipCi 


()x 


— 2 x + l 


dv 

õ» 


du 

dy 


-22/ = - 


cta 


a forma eontrapositiva* da sentença que precede o Exemplo 1 é 

Critério paro, Não AnaUticidade 

" fUn * 0fÇ{£) - - - 'W«m D. então 


□ 


™ ,PI ° 3 

° StremOS C,ue * fuuÇSo complexa f( z) = 2a? + „ , ... _ , . . 

Solução Façamos u(x y) - 2:â + * «ao e analítica em qualquer ponto. 

1 ’ W - ^ + y e V(x, v) = x . De 



uia Condição Suficiente para Ah a I i t íri.l i » 

•“ - ■“ «“*■ /w - ^«í47Sr,2r^rrr - 1 — 

1 n c A — J. + /v/. possível que as 


A pi oposição “Se P entò/i ti” 0 1 

logicamente equivalente à forma contrapasitiva “Se não Q, ent, 


ão não P”_ 


t 


116 


Capítulo Três 


. 


equações de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas em ze. ainda assim, f(z) pode não ser diferencia vel em 
ou f(z) pode ser difercnciável em zc não diferenciável em todos os outros pontos. Em qualquer dos cas 
f não 6 analítica em z (Problema 36 do Conjunto de Exercícios 3.2). No entanto, quando acrescentai i 
a condição de continuidade a u e v e às quatro derivadas parciais Õu/dx, du/dy , Dv/di e dv/dy , pode -• 
mostrar que as equações de Cauchy-Riemann são não apenas necessárias, mas também suficientes p- 
garantir a analiticidade de f{z) = u{x, y) + iv{x, y) em 2 . A prova é longa e complicada, de modo ç 
apresentaremos apenas o resultado. 


Teorema 3.2.2 Critério para Analiticidade 


Suponhamos que as funções reais u(x. y) e v(x, y) sejam continuas e possuam õemaCtas pvvrmv 
primeira ordem contínuas em um domínio D. Se u o v satisfizerem as equações de ( auchy-Riemanu 
em todos os pontos em D, então a função complexa /( z) = u(x, y) -1- iv(x, y) c analítica em D. 


EXEMPLO 3 Uso do Teorema 3.2.2 


Para a função f(z) = 


x 


— i 


y as funções reais u(x, y) = 0 , — e v(x, y) = 


y 


T 2 + y- 


x 2 -t- y 2 x 2 + y 2 ’ ar +y 4 

contínuas, exceto nos pontos em que a? + y 1 = 0, ou seja, 2 = 0. Além disto, as quatro derivadas pa: 

de primeira ordem 


du 

y 2 - x 2 

du 

2 xy 

dx 

(x 2 + y 2 ) 2 ' 

dy 

( x 2 + y 2 ) 2 

dv 

2xy 

dv 

o 0 

V - X 

dx 

(x 2 -\- y 2 ) 2 

dy 

( 1 2 + y 2 ) 2 


são contínuas, exceto em 2 = 0. Por fim. de 

d u v 2 - x 2 dv 


du 

dy 


2 xy 


(x 2 + y 2 ) 2 


dv 

dx 


dx (x 2 + y 2 ) 2 dy 

vemos que as equações de Cauchy-Riemann são satisfeitas, exceto em z = 0. Assim, concluímos, < r 
rema 3.2.2. que fé analítica em qualquer domínio que não contenha o ponto 2 = ü. 


Os resultados em (5) e (7) foram obtidos sob a hipótese de que / era diferenciável no ponto 2 . E 
tras palavras, se / for diferenciável, (5) e (7) fornecem uma fórmula para o cálculo da derivada / . 


. du dv dv .du 

Fy ‘Fí 


Por exemplo, sabemos, da parte (?) do Teorema 3.1.1, que f{z) — 2 ' é inteiia e, poi tanto, difeie; 
para todo 2 . Com u(x. y) — a? t/ 2 , du/dx = 2x, v(x, y) — 2 xy e dv/dy = 2y, (9) fornece 

f'(z) = 2x + i2y = 2(x + iy) = 2 2 . 

Recordemos que analiticidade implica diferenciabilidade, mas a recíproca não é verdadeira. O Te 
3.2.2 tem um análogo que nos dá o seguinte critério para diferenciabilidade. 


Condições Suficientes para Diferenciabilidade 


Se as funções reais u(x. y) e v(x. y) forem contínuas e tiverem derivadas parciais de primeim 
dem contínuas em alguma, vizinhança . de um ponto z. e se u t v satisfizerem as equações dt Ca 
Riemann (1) em z, então a função complexa f(z) = u(x. y) + iv(x. y) é diferenciável em z ef {: 

dada por (9). 
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FXEMPLO 1 Uma Função Diferenciável em uma Reta 

Xo Exemplo 2 vimos que a função complexa J(z) = 2a? + y + i(lf x ) não era analítica em qualquei 
ponto, mas as equações de Cauehy- Riemanii eram satisfeitas na reta y = 2x. Como as funções u[x. y) 

2a? + y, du/dx = 4x, du/dy = 1, v(x , y) = y 1 x, dv/dx = 1 e dv/èy = 2y são contínuas em qualquer 
ponto, a função /é diferenciável na rela y = 2x. Além disso, de (9). vemos que a derivada de /em pontos 
nesta reta é dada por f'(z) = l.r i = 2y L ^ 

O teorema a seguir é uma consequência direta das equações de Cauchy-Riemann. A prova é deixada 
como exercício (Problemas 28 e 30 do Conjunto de Exercícios 3.2). 


Teorema 3.2.3 Funções Constantes 

Suponhamos que a função f(z) = u{x, y) -P iv(x, y ) seja analítica em um domínio D. 

(t) Sc \f(z)\ for constante em D , f(z) também é constante. 

(ü) Se f'{z) - 0 em D, f{z) = c em D. onde c ê uma constante complexa. 


C oordenadas Polares Na Seção 2.1 vimos que uma função complexa pode ser expressa em lei mos de 
coordenadas polares. De fato. com frequência o uso da forma f(z) = u(r, 0) + iv(r, 0) é mais conveniente. 
Em coordenadas polares as equações de Cauchy-Riemann ficam escritas como 


c hi 
dr 


Idv 
r 06 


dv 

dr 


1 Ou 
rOÕ 


(10) 


A versão polar de (9) em um ponto 2 , cujas coordenadas polares são (r, 0), é (Problemas 34 e 35 do Con- 
junto de Exercícios 3.2) 


/'(*) = * 


-i0 


du . dv \ i 

ãí + ”ãí) “ r e 


-ií) 


Ov 


dv 


00 1 00 


( 11 ) 


Observações 


Comparação com Análise Real 


No cálculo real, uma das propriedades importantes da função exponencial f(x) — e' ê j (x) e . 
Em (3) da Seção 2.1 demos a definição da exponencial complexa f(z) = e. Agora, estamos aptos a 
mostrar que f(z) = t é diferenciável em qualquer ponto e que esta função complexa tem a mesma 
propriedade de sua análoga real. ou seja, f'(z) — t (Problema 23 do Conjunto de Exei cicios 3.2). 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 3.2 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 

Nos Problemas 1 e 2 a função dada é analítica para todo 2 . Mostre que as equações de Cauchy-Riemann são satis- 
feitas em todos os pontos. 


1. f(z ) = 2 3 2. f(z) = 3 z 2 + 5z - 6i 

Nos Problemas 3 8 . mostre que a função dada não é analítica em qualquer ponto. 


3. f(z) = Re( 2 ) 


4. f{z)=y + ix 


5 . f(z) = 4z — 6z + 3 
7. f(z) — x 2 + y 2 


6. f(z ) = z 


-2 


8. f(z) = 


x 2 + y 


+ i- 


y 


Nos Problemas 9-16 (a) use o Teorema 3.2.2 para mostrar que a função dada é analítica em um domínio apropriado, 
e (b) use ( 9 ) ou ( 11 ) para calcular a derivada da função no domínio. 


9. f(z) — e * cos y — ie x sen y 
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10. f(z) — x 4 sen x cosh y 4 i(y 4 cos x senli y ) 

11. f(z) = é x *~ y2 cos 2 xy + ie x *~ v sen 2 xy 


12. f{z) — Ax z 4 5.r - 4 y 2 4 9 4 i(Sxy 4 5 y — 1) 

13. f( z) - — - . _ i~ V- - 

( x — l) 2 + y 2 (x — l) 2 4- y 2 


14. f(z) 


X 3 4 xy 2 4 £ . x 2 y 4 y 3 — y 

9,9 ' ^ 9 I 9 

x z + y* x z 4 - y * 


15. f(z) 

16. f(z) 


eo a 6 .sen 0 

?. 

r r 

5 r cos 0 4 - r 4 cos 40 4 i(5r sen (9 4 r ' 1 sen 4íí) 


Xos Problemas 17 e 18 determine constantes reais «. b. c e d de modo que a função dada seja inteira. 

1 7. f(z ) = 3:r — y 4- 5 4 i(ax 4 by - 3) 

18. /(z) - x 2 4 axy 4 òy 2 4 i(cx 2 4 dxy 4 y 2 ) 

Nos Problemas 19 22 (a) mostre que a função dada não é analítica em qualquer ponto, mas é difercnciávcl ao i 
da(s) curva(s) indicada(s) , e (b) use (9) ou (11) para calcular a derivada da função na curva. 


19. /( z) — :ir 4 if 4 2 ixy; eixo x 

20. /( z) — 3.rtf Oirif; eixos coordenados 

21. f(z) — 4 3.nf x 4 i ( ;*/ 4- 3 xry y); eixos coordenados 

22. f(z) = :P x 4 y 4- i{y' 5 y x); y = x 4 2 


23. Na Seção 2.1 definimos a função exponencial complexa f(z) — e~ como e* = e J cos y 4 úPseny. 

(a) Mostre que f(z) — e é uma função inteira. 

(b) Mostre que f'(z) = f(z). 

24. Na Seção 2.6, definimos o ramo principal da raiz quadrada complexa corno z l/ " = y/re 0/2 , —7 r < 0 < n. 

(a) Use (10) para mostrar que /, ( z) = z ] - é analítica no domínio 6 i r. 

(b) Use (10) para mostrar que f{ (z) — yz ~ l/ " neste domínio. 


Foco em Conceitos 


25. Suponha que f(z) seja analítica. Mostre que \f'(z)\ 2 = u 2 4 v 2 = u 2 4 vf r 

26. Suponha que u(x, y) e v{x. y) sejam as partes real e imaginária de uma função analítica f. A função g(x. . 
v(x. y) 4 iu(x, y) pode ser analítica? Justifique sua resposta matematicamente. 

27. Suponha que f(z) seja analítica. A função g(z) — f(z ) pode ser analítica? Justifique sua resposta matem • 
mente. 

28. Neste problema, você será guiado no início da prova da proposição: 

Sc f for analítica em uru domínio D c \f{z)\ = c. onde c c uma constante, então f ê urna constante cm t 
os pontos em D. 


Prova Iniciamos com a hipótese |/(z)| = c. Se f(z) = u(x. y) 4 iv(x , ■//). então \f(z)\ 2 = r é o mesmo qtu 
P = cr. As derivadas parciais da última expressão em relação a x e a y são. respectivamente. 


2 uu-x + 2vv x =0 e 2 uu y 4 2vv y = 0. 


Complete a prova usando as equações de Caucliy-Riemaim para substituir v, e v„ no último par de equaçí 
seguir, resolva o resultado para u, e u v e tire uma conclusão. Use as equações de Caucliy-Rieinaim íiovarn- : 
resolva para v x e v r 


29. 


30 . 


Se f ( z) = z I z. mostre que |/(~)| ê constante no domínio definido por 2 ^ 0. Explique por que isso não eonr - 
o Teorema 3.2.3(z). 

Neste problema, você será guiado no início da prova da proposição: 

Se f for analítica em um domínio D e f(z) = 0, então f é. constante em todos os pontos em D. 
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Prova Iniciamos com a hipótese de que / é analítica em D e. portanto, difcrenciável em todos os pontos em D. 

O í\ * 

De (9) desta seção e da hipótese f'(z) = 0 em D , temos f'(z) = ^ + i _ l = 0. Complete a prova. 

dx Õx 

31- Use as equações de Cauchy-Riemann para mostrar que se / for analítica em um domínio D e se f(z) for uma 
constante, então f(z) deve ser uma função linear complexa em todos os pontos cm D. 

32. lí se a proposição do Problema 30 para mostrar que, se /e g forem analíticas e f(z) - g'(z ), então f(z) = g(z) + 
(\ onde c é uma constante. [Sugestão: forme h(z) — f(z) g{z).) 


33. be j(z) e f(z) forem analíticas cm um domínio D, o que pode ser dito a respeito de / em todos os pontos em D? 

34. Sejam x = r cos 9, y = r sen 9 e f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Mostre que 

( 12 ) 

( 13 ) 


du du du du du . du 

= ~z cos 9 -(- — senfl, — = — — rsen0 + r cos q 

or dx dy ó6 dx dy 

dv dv dv dv dv . dv 

or dx dy àO dx dy 


Agora, use (1) nas expressões anteriores para v,. e v. Compare seus resultados com as expressões para u, c u c 
deduza as equações de Cauchy-Riemann em coordenadas polares, dadas em (10). 

•jÕ. Suponha que a função f(z) = u(r. 9) | w[v, 9) seja diferenciável em um ponto z, cujas coordenadas polares são 
( /. ). Resolva as duas equações em (12) para u T e, então, as duas equações em (13) para. v r . A seguir, mostre que 
a derivada de / em (r. ) é 


36. Considere a função 


f(z) = 


0, 


r4|» 


z = 0 
z± 0 . 


(a) Expresse / na forma f(z) = u(x, y) + w(x. y). 
i b) Mostre que / não é diferenciável na origem. 

tc) Mostre que as equações de Cauchy-Riemann são satisfeitas na origem. [Sugestão: use as definições baseadas 
em limites das derivadas parciais du/dx. du/dy. dv/dxe dv/dy em (0, 0).] 


3.3 Funções Harmônicas 

. •a Seção 5.5 veremos que quando uma função complexa /( z) = u(x. y) + ic(x, y) é analítica em um 
11 do todas as derivadas de /: /'(z), f'{z). f"(z ), ... também são analíticas em 2. C01110 consequência 
'te fato notável, podemos concluir que todas as derivadas parciais das funções reais u(x, y) e v(x, y) 
' ao contínuas cm 2. Da. continuidade das derivadas parciais, mostramos que as derivadas parciais rnis- 
de segunda ordem são iguais. Este último fato, em conjunto com as equações de Cauchy-Riemann. 
~ -i usado nesta seção para demonstrar que existe uma relação entre as partes real e imaginária de uma 
mação analítica /( 2) = u{x. y) + iv(x. y) e a equação diferencial parcial de segunda ordem 


d 2 0 t d 2 0 

O '3 1 • \ O 

ux- ay- 


. 


(1) 


— ' !a equação, uma das mais importantes cm matemática aplicada, é conhecida como equação de Laplace 
, .... d 2 ô d 2 ô 

m duas variavais. A soma 2 +• — ^ das duas derivadas parciais de segunda ordem em ( 1 ) é denotada 
o e denominada laplaciano de <p. A equação de Laplace ( 1 ) é. então, abreviada como V J ç> = 0 . 


1 Harmônicas A solução ç(x. y) da equação de Laplace ( 1 ) em um domínio D do plano c 
recebo um nome especial. 


com- 
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Definição 3.3.1 Funções Harmônicas 


Uma função do valor real ô de duas variáveis reais x e y que possui derivadas parciais de primo 
segunda ordens contínuas em um domínio D e satisfaz a equação de Lapla.ce é harmônica em D. 


Funções harmônicas são encontradas no estudo de temperaturas e potenciais. Essas aplicaçf» - 
apresentadas na Seção 3.4. O próximo teorema mostra (pie as partes real e imaginária de uma f 
analítica são harmônicas. 


Teorema 3.3.1 Funções Harmônicas 

Seja uma função complexa f(z) = u(x, y) + iv(x. y) analítica em um domínio D. Então, as fim 
//.(; r. y) c v(x, y) são harmônicas em ü. 


Prova Assumamos que f(z) = u(x, y) + iv(x, y) é analítica em um domínio D e que u o v têm deri" 
parciais de segunda ordem contínuas em D* Como fé analítica, as equações de Cauchy-Riemann - 
tis feitas em todo ponto 2. Diferenciando os dois lados de dv/dx = dv/dy em relação a x c diferenciau . 
dois lados de du/dy = dv/dx cm relação a y, obtemos, respectivamente. 

d 2 u d 2 v d 2 u d 2 v 

— = 


Ox 2 dxdy dy 2 

Com a hipótese de continuidade, as derivadas parciais mistas d 1 v/õxy e d 2 v/dyx são iguais. Portai.' 
mando as duas equações em (2) temos 


d 2 u d 2 u 


Oll 


V 2 u - 0. 


Isto mostra (pie u(x, y) é harmônica. 

Agora, diferenciando os dois lados de du/dx = dv/dy em relação a y e diferenciando os dois la- 
du/dy = dv/dx em relação a x, obtemos, respectivamente, dht/dydx = d 2 v/dy 2 e d‘ 2 u/dxdy - -d-. 
Subtraindo as duas últimas equações, obtemos Y 2 v = 0. 


\ F í P L O Funções Harmônicas 

A função f(z) = £ — a? tf + 2 xyi é inteira. Portanto, as funções u(x, y) = xr tf e v{x, y) = 
necessariamente harmônicas em qualquer domínio D 110 plano complexo. Isso também pode ser ver:: 
direta mente: 

d 2 ii d 2 u 

+ 77^ ='z-z = u e 


dx 2 dy 2 


d 2 v d 2 v 

4- 7-7 = 0 + 0 = 0. 


dx 2 dy 2 


Funções Conjugadas Harmônicas Acabamos de mostrar que se uma função f(z) — u(x. y) - 
y) for analítica em 11111 domínio D. suas partes real e imaginária u e v são necessariamente harm 
em D. Agora, suponhamos que u(x, y) seja uma dada í unção real que é harmônica cm D. Se for p< 
encontrar outra função harmônica v(x, y), de modo que u e v satisfaçam as equações de Cauchy- Ri- 
em todo o domínio D, a função v(x. y) é denominada conjugada harmônica de u(x, y). Combina: 
funções 11a forma u(x. y) + iv ( x. y). obtemos 11111a função complexa que é analítica em D. 


*A conl iiuiidadc das derivadas parciais de segunda ordem de u e v imo é parte da hipótese do teorema. Este fato será pr< 
Capítulo 5. 
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K X K 1\ 1 1 J LO 2 Conjugada Harmônica 

(a) Comprovemos que a função u(x. y) = x 3 3 xif -5 y c harmônica em todo o plano complexo. 

(b) Determinemos a função conjugada harmônica de u. 


Solução 

(a) Das derivadas parciais 


£ = 3** - Zy\ ^ = 6*. ^ = -6 xy - 5. ^ = -to 
ax ' ax z ay ay z 

vemos que u satisfaz a equação de Laplace 

d 2 u 0 2 u c r 
7T^ + TT-Õ = 02' - 02' - (). 

cbF õhr 

(b) Como a função conjugada harmônica v deve satisfazer as equações de Cauchy-Riemann Ov/Oy = Ou/dx 


dx — -du/díL devemos ter 


dv o o c?u 

— = 'òxr — ‘Sy~ e — = 6 xy + 5. 
ay ' ax 


(3) 


A integração parcial da primeira equação em (3) em relação à variável y fornece v{x, y) = 3 :/ ?y - 
f H- h ( x) . A derivada parcial em relação a x desta última equação é 

dv 


dx 


= 6xy + h'(x). 


Quando este resultado é substituído na segunda equação cm (3), obtemos h'(x) = 5. de modo que 
h(x) — 5x + (7, onde Cá uma constante real. Portanto, a conjugada harmônica de u é v(x. y) — 3 oxy 

f + a 

□ 


No Exemplo 2, a combinação de u com sua conjugada harmônica v na forma u(x, y) + iv ( x, y) resulta 
na função complexa 

f(z) — x Á — 3 xy 1 — 5 y 4- i(3x 2 — y 3 + 5x + C) 

que é uma função analítica em todo o domínio D que, neste caso, consiste em todo o plano complexo. No 
Exemplo 1. como f(z) — z 1 — :i 2 - if + 2 xyi é inteira, a função real v(x. y) = 2 xy é a conjugada harmônica 
de u (x, y) = :r - tf (Problema 20 do Conjunto de Exercícios 3.3). 


Observações 


Comparação com Análise Real 


Nesta seção vimos que se f(z) = u{x, y) + iv(x, y) for uma função analítica em um domínio D. as 
duas funções u e v satisfazem V 2 ô — 0 em D. Existe uma outra importante relação entre funções 
analíticas e a equação de Laplace. Em matemática aplicada é comum a situação de desejarmos re- 
solver a equação de Laplace V 2 ç> — 0 em um domínio D no plano xy e. por razões fundamentalmente 
associadas à forma de D , não ser possível determinar ò. Contudo , pode ser possível identificar uma 
transformação analítica /(c) = u(x. y) + iv{x. y) ou 


u = u(x,y), v = v(x, y). 


(4) 


do plano xy ao plano uik de modo que D', a imagem de D sob (4). não apenas tenha uma forma mais 
conveniente, mas a função ô(x, y) que satisfaz a equação de Laplace em D também satisfaça a 
equação de Laplace ern D' . Assim, resolvemos a equação de Laplace em D' (a solução o será uma 
função de u e v) e. a seguir, retornamos ao plano xy e a ô(x. y) jior meio de (4). Esta invariância 
da equação de Laplace sob transformações será explorada nos Capítulos 4 e 7. A Figura 3.3.1 ilus- 
tra o conceito. 
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Figura 3.3.1 Uma solução da equação de Laplace em D é calculada resolvendo-a em D'. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 3.3 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do 


Nos Problemas 1 10 (a) comprove que a função dada u é harmônica em um domínio apropriado D, (b) determine 
y), a conjugada harmônica de u, c (c) forme a correspondente função analítica f(z) — u T iv. 


1. u(x, y) = x 
3. u(x,y) = x 2 —y 2 
5. u(x,y) = log e (x 2 + y 2 ) 


7. u(x, y) = 
9. u(x. y) = 


e j: (x cos y — y seu y) 
x 

x 2 + y 2 


2. u(x, y) — 2x — 2 xy 
4. u(x. y ) = x 3 — 3 xy 2 
6 . u(x,y) — cos x cosh y 
8. u(x,y) = -e 1 sen y 
10. u(x, y) = arctan (—y/x) 


Nos Problemas 11 e 12 comprove que a função dada u é harmônica cm um domínio apropriado D. Determhu 
conjugada harmônica v c uma função analítica f(z) — u + iv que satisfaça a condição indicada. 


11. ií(x, y) = xy + x + 2 y — 5; f(2i) — -1 + 5?. 

12. u(x, y) = 4xy 3 - 4 x' y y -f x; /(I + i) — o + Ai 


x. 


13. (a) Mostre que v (x,y) = —ç — — ^ 6 harmônica em um domínio D que não contém a origem. 

x t y 

(b) Determine uma função f(z) = u(x. y) + iv(x. y ) que seja analítica no domínio D. 

(c) Expresse a função / da parte (b) em termos do símbolo 2 . 


14. Seja f(z) = u[r, 0) + iv(r, 6) uma função analítica em um domínio D que não contém a origem. Use as equ 
de Cauehy Riemaim (10) da Seção 3.2 na forma vu r - v 0 e rv r = e mostre que u(r. 0) satisfaz a equaç 
Laplace em coordenadas polares: 


9 

r~ 



du 

+r m- + 



= 0 . 


Nos Problemas 15 e 16 use (5) para comprovar que a dada função u é harmônica em um domínio D que não c- * 
a origem. 


15. 


16. 


u(r , 0) = 
u(r, 0) = 


r 3 cos 30 
I ür 2 — sen 20 


Foco em Conceitos 


2 2 

17. (a) Comprove que u(x, y) = e x cos 2 xy é harmônica cm um domínio I) apropriado. 

(b) Determine sua. conjugada harmônica v e uma função analítica f(z) = u + iv que satisfaça /(O) = 1 . - 
tão: ao integrar, inverta a regra para o produto.] 

18. Expresse a função / obtida no Problema 11 em termos do símbolo z. 

1 , „ . . ... - i t i d 2 u d 2 u cr 

19. (a) Mostre que ç»(x, y, z) = — é harmônica, ou seja, satisfaz a equaçao de Laplace + Tpy + 

yj x 2 -\-y 2 + z 2 ax °y oz 

em um domínio D do espaço que não contém a origem. 

(b) A função bidimensional análoga à função na parte (a), ou seja. <j>(x , y) = 1 , c harmônica em 

mínio D do plano que não contém a origem? V x ~ ^ V 
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20. Construa um exemplo, acompanhado dc uma breve justificativa, que ilustre o seguinte fato. 

Se v for uma. conjugada harmônica de u em algum domínio D. então u não r. em geral, uma conjugada 
harmônica de v. 


21. Se f(z) = u(x. y) + iv{x, y) for uma função analítica em um domínio D e f{z) * 0 para todo 2 em D, mostre que 
(f>{x, y) = log 0 |/( z ) | c harmônica cm D. 

22. Neste problema você é guiado no início da prova da proposição: 

Se u (x, y) for uma função harmônica e v(x, y), sua conjugada harmônica , então a função <j>(x. y) = u(x, y) 
v(x, y)é harmônica. 


Prova Suponhamos que f(z) = «(*, y) + iv(x, y) seja analítica em um domínio D. Vimos, na Seção 3.1. que o 
produto de duas funções analíticas c uma função analítica. Portanto, |/(z)|' é analítica. Agora, examine i./(t)r e 
complete a prova. 


3.4 Aplicações 


Na Seção 3.3 vimos que. se a função f(z) = u(x. y) + iv(x. y) for analítica em um domínio A a,s part.es 
real o imaginária dc / são harmônicas; ou seja, u c v tem derivadas parciais dc segunda ordem contínu- 
as e satisfazem a equação de Laplace em D: 

d 2 v d 2 v 
+ — = 0 . 


d 2 u Õ 2 u 

+ — = o 


( 1 ) 


dx 2 ' dy 2 " ' Ox 2 ' Õy 2 

Reciproca mente, se most rarmos que uma função u{x. y) é harmônica em D podemos determinar uma 
única (a menos de uma constante aditiva) conjugada harmônica v(x. y) c construir uma função /(-) 

que seja analítica em D. 

Nas ciências físicas e na engenharia a equação diferencial parcial de Laplace aparece, com tiequên- 
cia, como um modelo matemático de alguns fenômenos invariantes no tempo e. neste contexto, nosso 
problema consiste em resolver a equação sujeita a certas exigências físicas denominadas condições de 
contorno ou condições de fronteira (Problemas 11 14 do C onjunto de Exercícios 3.4). Devido à relaçao 
exposta em (1), funções analíticas são fontes de um número ilimitado de soluçoes da equaçao dek- 
place. e devemos ser capazes de identificar uma que atenda o problema em questão (Seções 4.5 e 7.5). 
Esta é apenas uma razão por que a teoria de variáveis complexas é tão essencial no estudo de mate- 
mática aplicada. , „ 

Iniciamos esta seção mostrando que as curvas de nível das parles real e imaginária de uma • unção 

analítica j\z) = u{x. y j 4- ir(x. y ) formam duas famílias ortogonais de curvas. 


Famílias Ortogonais Suponhamos que a função J(z) — u(x. y) + rr{x. y) seja analítica em algum do 
mínio D. Então, as partes real e imaginária dc f podem ser usadas para definir duas famílias de curvas 

em D. As equações 

u[x,y) = ci e L'[x.y) = C 2 , ( 2 ) 

onde Cj e c, são constantes reais arbitrárias, são denominadas curvas de nível de u e i . 
rcspectivamcnte. As curvas de nível (2) são famílias ortogonais. Isto significa que cada 
curva em uma família é ortogonal a cada curva na outra família. Mais precisamente, 
em um ponto de interseção z,, = a}, + iy {) , onde assumiremos / (zfj * 0, a íeta tangente 
L x à curva dc nível u(x, y) = u x) e a reta tangente L, à curva de nível v{x, y) = v {) são 
perpendiculares (Figura 3.4.1). Os números u,, c v u são definidos pelo cálculo dos valores 
de u(x, y) e v(x, y) em z,,. ou seja, c l = u(x {) , y {] ) = u {) c c 2 — v(x üf //„) = v {) . Para provar 
que L, e L,, são perpendiculares em z [) demonstramos que a inclinação d(' uma tangente 
é o recíproco negativo da inclinação da outra; para isso. mostramos que o produto das 
duas inclinações é 1. Primeiro, usamos a regra da cadeia de diferenciação parcial para 
diferenciar u(x. y) = % e v(x. y) = v {) em relação a x: 



. 4.1 As tangentes e L 
de interseção z n são 
ulares. 
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du ^ du dy _ 
dx + dy dx 


Õv dv dy _ 
dx ' dy dx 


A seguir, resolvemos cada uma das equações anteriores para dy/ dx. 


inclinação do uma tangeute à curva u(x. y ) • «u iuoliiiaçao do uma tangente à curva r(.r. y i — n. 


dy 

dx 


du/dx 


dy 

dx 


dv/dx 


du/dy' dx dv/dy ’ 

Em (% y„) , de (3), identificamos as equações de Cauchy-Riemaim u r = v y , u u = v x : de J/z ;,) * ' 


que o produto das duas funções de inclinação é 

dv/dx\ _ / dv/dy \ ( dv/dx \ _ ^ 

dv /dy ) V dv \ dv/ dy ) 


EXEMPLO 1 Famílias Ortogonais 

Com f(z) = f = x 2 • tf + 2xyi, identificamos u(x, y) = a? if o v{x, y) = 2.r 
esta função as famílias de curvas de nível xr y 1 = c, e 2 xy = c 2 são duas fami. 
hipérboles. Como /é analítica para todo z , estas famílias são ortogonais. Em um 
específico, digamos, 3, = 2 + i, obtemos 2 2 l 2 = 3 = Cj e 2(2)(1) = 4 = c 2 ; com 
as duas curvas ortogonais são :r y 2 = 3 e xy = 2. A Figura 3.4.2(a) mostra 
= 3 em cinza e xy = 2 cm preto; as curvas são ortogonais em 3, = 2 + í(e em _ 
devido à simetria das curvas). Na Figura 3.4.2(b) as duas famílias são superpôs* . 
mesmos eixos coordenados; as curvas 11a família x* if — Cj são desenhadas em 
as curvas na família xy = em preto. 



(a) Curvas que são ortogonais nos pontos 
dc interseção 



Figura 3.4.2 Famílias ortogonais 


Curva de nível 
fix, y) = c 0 
t) Tangente 



V/(x 0 , y 0 ) 


Figura 3.4.3 Gradiente é 
perpendicular à curva dc nível 
em (x 0 , y 0 ) 


Vetor Gradiente No cálculo vetorial, se f(x, y) for uma função escalar diferer 
o gradiente de f. denotado grad / ou V/ (o símbolo V c denominado nabl.a ou 
definido como o vetor bidimensional 

dx dy 

Como mostrado em cinza na Figura 3.4.3, o vetor gradiente V/(x 0 , yj) , em um 
(a;,, y 0 ), é perpendicular à curva de nível de f(x. y) que passa pelo ponto, ou seja. 
va dc nível de f(x, y) = c 0 , onde q, - Z/o)- Para comprovar isso, suponham.: - 

x = g (t), y = /?,(*), onde x„ = </(/„), //,, = //(/,,) são equações paramétricas para a 
/(%. |/u) = Cf,. A derivada de f(x(t ), y(t)) = em relação a t c 

d/dx dj_dy_ = 0 
dx dt dy dt 

Este último resultado é o produto interno (ou escalar) de (5) com o vetor tangente 
x/t ) i + y/t) j. Especificamente, em t = (6) mostra que, se r(/,) ^ ü, V/(a;„ ;t/ 0 ) • r 

0. Isso significa que V/é perpendicular à curva de nível em |/ n ) . 

Campos Gradientes Como discutido na Seção 2.7, na análise complexa, campos 
riais bidimensionais F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, Z/)j> definidos em algum domínio D d 
no. são de interesse, pois F pode ser representado como uma função complexa f{z) = 
y) + iQ(x, y). Em ciências são de particular importância os campos vetoriais que p 
ser escritos como o gradiente de alguma função escalar (p que tenha derivadas parei 
segunda ordem contínuas. Em outras palavras, campos vetoriais para os quais F(.r. 
P(x, y) i T Q(x, y ) j é o mesmo que 

v V7 d(p dà. 

F (x,y) = V(j)= 1 + — J- 


de modo que P(x, y) - do/x e Q{x. y) = dò/dy. Um campo vetorial F deste tipo 
nominado campo gradiente, e a função <j>, função potencial ou, simplesmente, potei 
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para F. Campos gradientes ocorrem naturalmente no estudo de eletricidade e magnetismo, fluxos fluidos, 
gravitação e temperaturas no estado estacionário. Em um campo de força gradiente, como o campo gra- 
vitacional. o trabalho feito pela força sobre uma partícula que se move da posição A para a posição B é 
o mesmo em todos os percursos entre esses dois pontos. Além disso, o trabalho feito pela força ao longo 
de um percurso fechado é zero; em outras palavras, a lei de conservação de energia mecânica se aplica: 
energia cinética + energia potencial = constante. Por esse motivo, campos gradientes são também deno- 
minados campos conservativos. 

No estudo de eletrostática a intensidade do campo elétrico F devido a uma coleção de cargas estacio- 
nárias em uma região do plano é dada por F(r. y) = Wcj), onde a função de valor real (p(x . y ) é deno- 
minada potencial eletrostático. A lei de Gauss diz que a divergência do campo F. ou seja, V • F = P, + 
Q ir é proporcional à densidade de carga p, onde p é uma função escalar. Se a região do plano for livre de 
cargas, a divergência de F é zero.* Como F = Vp, se V • F = 0, então 

d 1 2 (f) d 2 à 


V-F = V- | - — i- — j } = 

1 dx dy J J dx 2 dif 


= 0, 


ou V J (f> = 0. Em outras palavras, a função potencial satisfaz a equação de Laplace e, portanto, c uma 
função harmônica em algum domínio D. 




Potencial Complexo Em geral, se uma função potencial p(: r, y) satisfaz a equação de Laplace em 
algum domínio D. é harmônica; da Seção 3.3. sabemos que existe uma função conjugada harmônica 
y) definida em D , de modo que a função complexa 



"ipo elétrico 


Í2(,:) = o(.?\ y) + ú-’(.t, y) (8) 

seja analítica em D. A função fi l(z) em (8) é denominada potencial complexo cor- 
respondente ao potencial real p. Como vimos na discussão inicial desta seção, as 
curvas de nível de p e i{) são famílias ortogonais. As curvas de nível de p, (f)(x, y) = 
C[ são denominadas cm: vas equipotcnciais, ou seja, curvas ao longo das quais o po- 
tencial é constante. No caso em que p representa o potencial eletrostático, a inten- 
sidade de campo elétrico F deve estar direcionada ao longo da família de curvas or- 
togonais às curvas equipotcnciais, pois a força do campo é o gradiente do potencial 
P, F = Vp; como demonstrado em (6), o vetor gradiente em um ponto (.r fl , y fí ) é 
perpendicular a uma curva de nível de p em (^„ y 0 ). Por esse motivo, as curvas de 
nível (.x\ y) — c 2 , curvas que são ortogonais à família <f>(x, y) = c,. são denominadas 
linhas de força e representam os percursos ao longo dos cpiais uma partícula carre- 
gada se moverá no campo eletrostático (Figura 3.4.4). 


Linlia-s dc fluxo y/=c 2 


Fluido Ideal Em mecânica, um fluxo é denominado fluxo bidimensional se o fluido (que pode ser água 
ou. até mesmo, o ar que se desloca em baixa velocidade) se desloca em planos paralelos ao plano xy c 
as características físicas e de movimento do fluido ern cada plano forem precisamente as mesmas que no 
plano xy. Suponhamos que F(r. y) seja o campo de velocidade bidimensional dc um fluido viscoso que é 

incompressível, ou seja, um fluido para o qual div F = 0 ou V • F = 0. O fluxo 
é irrotacional se rot F = 0 ou V • F = 0.** Um fluxo fluido cujo fluxo bidimen- 
sional seja irrotacional é denominado fluido ideal. O campo de velocidade F de 
um fluido ideal é um campo gradiente e pode ser representado por (7), onde 
p é uma função de valor real denominada potencial de velocidade. As curvas 
de nível ó{x, y) = c, são denominadas curvas equipotenciais ou, simplesmente, 
equipotenciais. Além disso, p satisfaz a equação de Laplace, pois div F = 0 c 
equivalente a V • F = V • (Vp) = 0 ou V 2 p = ü, de modo que p é harmônica, 
A conjugada harmônica i'(x. y) é denominada função de fluxo e suas curvas de 
nível P(;r. y) = p, linhas de fluxo, as quais representam percursos ao longo dos 
quais partículas se movem no fluido. A função fl(z) = p(r, y) -j- i'ip(x, y) é de- 
nominada potencial de velocidade complexo do fluxo (Figura 3.4.5). 



■ fluido 


1 ) potencial eletrostático, neste caso, é devido a cargas que estão fora da região livre de cargas ou na fronteira da região. 

"Discutiremos fluxo fluido em mais detalhe na Seção 5.0. 
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Fluxo do Calor Por fim, se ó(x, y) representar temperatura invariam 
tempo ou em estado estacionário que satisfaz a equação de Lapla.ce. as 
de nível <p(x, y) = c x são as curvas ao longo das quais a temperatura é con- 
te. sendo denominadas isotérmicas. As curvas dc nível i/{x. y) = c, da í 
conjugada harmônica de cp são as curvas ao longo das quais o calor flui. 
denominadas linhas de fluxo (Figura 3.4.(i). 

A Tabela 3.4.1 resume algumas das aplicações da função potencial com . 
Cl(z) = @(x. y) 4- y ) e os nomes dados às curvas de nível 

<j>(x,y) = ci e if>(x i y) = c 2 . 


Aplicação 

Curvas de nível <p(x, y) = c, 

Curvas de nível tp{x, y ) = c» 2 

elet rostática 

curvas ec|iiipotenciais 

linhas de força 

fluxo fluido 

curvas equipotenciais 

linhas de fluxo 

gravitação 

curvas eq ui] potenciais 

linhas de força 

fluxo de calor 

isotérmicas 

linhas de fluxo dc calor 


Tabela 3.4. t F unção potencial complexo íl(z) = <p(x, y) 4- y) 


Problemas de Dirichlet Um clássico e importante problema em matemática aplicada que cm 
solução da equação de Laplace é ilustrado na Figura 3.4.7 e enunciado da seguinte forma: 



Problema de Dirichlet 

Suponhamos que. D seja um domínio no plano e que: g seja uma função definida na fronteira ■ 
O problema de determinar urna função o(x. y) que satisfaça a equação de Laplace em D e que 
igual a g na fronteira C de D é denominado problema de Dirichlet. 


Tais problemas ocorrem com frequência na modelagem bidimensional dc elctrcm 
fluxo fluido, gravitação c fluxo de calor. 

No exemplo a seguir resolveremos um problema de Dirichlet. Embora o problem- 
muito simples, sua solução nos ajudará na solução dc problemas mais complict i 
Seção 4.5. 


0 =A 


-i 


V 2 0 = o 


EXEMPLO 2 Problema de Dirichlet Simples 

Resolvamos o problema de Dirichlet ilustrado na Figura 3.4.8. O domínio L 
fita vertical infinita definida por -1 < x < 1, -oo < y < oo; as fronteiras d-, J? 
as retas verticais x = -1 e x = 1. 


0 = k. 


Solução O problema de Dirichlet na Figura 3.4.8 é 

-1 <x< 1, 


Resolver: ^ = 0, 


dx 2 dy 2 

Sujeito a: </>(-!, y) = k 0 , <t>(hy) = h, 


— oc < y < oc . 
— oc < y < oc, 


Figura 3.4.8 Figura para o Exemplo 2 


onde k v (' k { são constantes. 

A forma de D e o fato de as duas condições de contorno serem constam 
gerem que a função 0 independa de y\ ou seja, é razoável buscar uma som 
(9) da forma 0(xj. Com esta hipótese, a equação diferencial parcial de Lapi 
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- rorna a equação diferencial ordinária <?tf /*? = 0. Integrando duas vezes, obtemos a solução tf(: r) = 
+ 6 A^ondiçoes de contorno nos permitem determinar os coeficientes ae b. Em particular, de tfí-1) = 

■ 1 u- V cv ' :, "'f tc *' “( õ + * - k e a(l) + b = k„ respectivamente. A soma das duas equações 

- .nu taneas fornece - b - k, + k,; a subtração da primeira equação da segunda resulta em 2 a = *, ^ k 

Loin isso, calculamos ac b como 1 

7 , m + k(j ki - kn 

ü = e a = 


2 2 
Assim, obtemos a seguinte solução para o dado problema de Dirichlet: 

ó(x) ~ ^ ^ 

n) ~ 2 • ( 11 ) 

□ 

-redóròblT 110 i '; X ™ lpl ° 2 , |,0de Ser i " tel 'Preta,lo como a determinação do potencial eletrostático ò en- 
is planos condutores infinitos e paralelos que são mantidos em potenciais constantes. Por satisfazer 

; Tnf 0 f , LaplaCe em A * 6 uma flm ^ fiarmônica. Portanto, uma conjugada harmônica tf podo ser 
determinada da seguinte forma: como tf e tf devem satisfazer a equação de Laplace, temos 

(10 _ — k() , Qijj Q(j) 

dx 2 


Dy 


e 


dx 


dy 


= 0. 




A segunda equaçao indica que ip é uma função de y apenas; integrando a primeira 
equaçao em relação a y, obtemos 

tf (v) = 

onde por conveniência, tomamos a constante de integração corno igual a 0. Portanto. 

de (b) uma função potencial complexo para o problema de Dirichlet no Exemplo 2 
e n(z) = <j)(x) + iip(y) ou 


n(z) = + ^~ +k ° + j h 7 h y = h - kg 


+ 


ki + k(] 


-■'.as equipotenciais 
;)ara o Exemplo 2 


2 ’ 2 2 a 2 ' 2 
As curvas de nível de 0 ou curvas equipotenciais* são as retas verticais x = c, mos- 
tradas em cinza na Figura 3.4.9; as curvas de nível de 0 ou linhas de força são os 
segmentos de íeta horizontais y= c, mostrados em preto. A figura mostra claramente 
que as duas famílias de curvas de nível são ortogonais. 


Observações 


NaScçao 4.5 e no Capítulo 7 apresentaremos um método que nos permitirá resolver problemas de 
iJiiiclilei com o uso de transformações analíticas. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 3.4 


(Veja Soluçoes de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 


■\os Problemas 1-4, identifique as duas famílias de curvas de nível definidas pela dada função analítica f Esboc, 

manualmente, duas curvas de cada família nos mesmos eixos coordenados. ' ' 


1* f(z) = 2 iz - 3 + i 
3- I(z) = i 


2. f(z) = (z-l)‘ 

4- /W = 2 +í 


X« Problemas 5-8. a dada função analítica f(z) = a + iv define duas famílias de curvas de nível «(* y) = <• e v(x 
iudias são ortogo^r ^ ^ Ca ' CUlar *** **** cada famflia a seguir, comprove que as fie 


' As curvas de nível dc (j> são ó(x) = C, ou ±(à-, - k ) r -i- l (h -l — r n r i 
\ o/tuL-i f i i j- • i , 1 1 2 • 1 u ' ii 1 2^ ' — * i* Resolvendo para;/:, obtemos x = 

-V . onstaute no lado direito desta última equação é tomlda como igual a <■„ 


( C i 5*1 W «]. 
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Figura 3.4.10 Figura para o 
Problema 12 



Figura 3.4.11 Figura para o 
Problema 13 



Figura 3.4.12 Figura para o 
Problema 14 


5. f(z) = x - 2x 2 -f 2y 2 + i(y - Axy) 

6. f(z) = x 3 - .3 xy 2 + i(Sx 2 y - y J ) 

7. f(z) — e~ x cos y — ie~ x sen y 


8. /(*) = * + 


x 1 + y 2 


õ + M y - 


x 2 + 


r 


Nos Problemas 9 e 10. a dada função de valor real 0 é o potencial de velocidade para o £h 
mcnsional de um Unido incompressível e irrotacional. Determine o campo de. velocidade F 
Assuma um apropriado domínio D do plano. 

9. (p(x : y) = — 10. (j>{x,y) = \A\og e [x 2 + (t/+ l) 2 ), A > 0 

x z + y- 

11. (a) Determine o potencial 0 quando o domínio D na Figura 3.4.8 é substituído por Ü 

-oc y oc. e os potenciais nas fronteiras são 0(0, y) = 50. 0(1, y) = 0. 

(b) Determine o potencial complexo fi(z). 

12. (a) Determine o potencial 0 no domínio D ent re os dois planos condutores infinitos e : 

ao eixo x mostrados na Figura 3.4.10 quando os potenciais nas fronteiras são 0(x. 

{ p(x . 2) = 20. 

(b) Determine o potencial complexo Q[z). 

(c) Esboce as curvas equipotciiciais e as linhas de força. 

13. O potencial 0(0) entre os dois planos condutores infinitos que formam a cunha infinita : 
na Figura 3.4.11 satisfaz a equação de Laplace em coordenadas polares na forma 


£T0 

dO 2 


= 0. 


(a) Resolva a equação diferencial sujeita às condições de contorno 0 (tt/ 4) = 30 e 0(0 = 

(b) Determine o potencial complexo Í2(z). 

(c) Esboce as curvas equipoteneiais e as linhas de força. 

14. A temperatura de estado estacionário 0(r) entre os dois cilindros condutores concêntr 
trados na Figura 3.4.12 satisfaz a equação de Laplace em coordenadas polares na form - 

2 dr ô dó 

r i^ +T ib ={) - 

(a) Mostre que a solução da equação diferencial sujeita às condições de contorno c 
0(6) — ky, onde A;, e ky são potenciais constantes, é dada por 0(r) = Alog„ r + B. 


A = 


kp — k\ 
los c (a/b) 


e B = 


-An log e 6 + ki log e q 
log e (a/ò) 


[Sugestão: a equação diferencial é conhecida como uma equação de Caucliy-Euler. 

(b) Determine o potencial complexo f2U). 

(c) Esboce as curvas isotérmicas e as linhas de (luxo de calor. 
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15. Considere a função f(z) — z H — . Descreva a curva de nível v(x. y ) = t). 

16. As curvas de nível de u (x. y) — :r y 2 e de v(x. y) - 2 xy, discutidas no Exemplo 1. se cruzam em : - 
as curvas de nível que se cruzam em ~ = 0. Explique por que essas curvas de nível não são or togou. 

17. Releia a discussão anterior sobre famílias ortogonais que inclui a prova de que as retas tangentes L 
togonais. Na prova que leva a (4), explique onde a. hipótese /'(^i) =*= 0 foi usada. 

18. Suponha que as duas famílias de curvas u{x, y) = c, c v(x. y) = c 2 sejam trajetórias ortogonais em \ 
D. A função /( z) = u(x. y) + iv(x, y) é necessariamente analítica em D? 
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lareías para o Laboratório de Computação 


iblemas 19 e 20. use um SAC ou software para traçado de gráficos e desenhe algumas curvas de níveis que sejam 
— nt ativas de cada uma das famílias ortogonais u(x. y) = c, e v(x. y) — c,, definidas pela. dada função analítica. 
- :ro. faça. os gráficos em eixos coordenados diferentes e. depois, nos mesmos eixos coordenados. 

2 - 1 






-7T < 0 < 7T 


( 6 fl\ 

COS - F i sen — ) , r > 0, 

A ímição íí(z) = A , A > 0. é um potencial complexo de um fluxo fluido bidimensional. 

a Assuma A — 1. Determine a função potencial 4>(x, y) e a função de fluxo ò(x. y) do fluxo, 
b Fxpresse a função potencial cp e a função de fluxo t£> cm coordenadas polares. 

c Use um SAC ou software para traçado de gráficos c desenhe, nos mesmos eixos coordenados, curvas que se- 
jam representativas de cada uma das famílias ortogonais é(r, 0y) = c, c </’(r. 0) c„ 


A função f l(z) - log f . 


+ 1 
- 1 


+ íArg 


z + 1 

z — 1 


é um potencial complexo de um campo eletrostático bidimensional. 


a Mostre que as curvas equipoteiiciais <j>(x, y) ~ c, c as linhas de força ò(x. y) = c, são. respectivamente, 


(x — coth cj.) 2 F y" = csch 2 ci c x 2 F (y F cot 02) 2 = esc 2 c 2 . 


Observe que tanto as curvas equipotenciais como as linhas de força são famílias de curvas. 

b) Os centros das curvas equipotenciais na parte (a) são (coth e,. 0). Aproximadamente onde estão localizados 
os centros quando c, — ► 00 ? Quando c } — *■ - 00 ? Onde estão localizados os centros quando c, — > (U? Quando 
c, -> 0 ? 

c) Comprove que cada linha de força circular passa por 2 = 1 e por 2 = 1. 

d) Use um SAC ou software para traçado de gráficos e desenhe, nos mesmos eixos coordenados, curvas que se- 
jam representativas de cada família. 


Questionário de Revisão do Capítulo 3 


(Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao final do livro.) 


Problemas 1 — 12. responda verdadeiro ou falso. Se a afirmação for falsa, justifique sua resposta explicando por 
é falsa ou dê um contraexcmplo; se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta provando a afirmação ou 
um resultado pertinente do capítulo. 

Se uma função complexa / for diferenciável em um ponto 2 , então / é analítica em 2 . 

V x 


2. A função f(z ) 


x 2 F lp 


F 1- 


x z + y 1 


- é diferenciável para todo 2 ^ 0 . 


3. 

4. 

5. 

6 . 


A função f(z) = £ F z não é analítica em qualquer ponto. 

A função f(z) = cos y i sen y não é diferenciável em qualquer ponto. 

Não existe uma função analítica /( 2 ) = u(x , y) F iv(x, y) tal que u{x. y) — y { F 5x. 
A função u{x, y) = é* cos 2 y é a parte real de uma função analítica. 

Se f(z) - e r cos y F ie 1 sen y, então f(z) = f(z). 

Se u(x. y) e v(x. y) forem funções harmônicas em um domínio D. (aitão a função f(z) = 
é analítica em D. 


du dv 


du dv 


dy dx ) \ dx ' dy / 


9. 

10 . 

11 . 

12 . 


Se g for uma função inteira, então f(z) — (iz 2 F 2 ) g(z ) 6 necessariamente uma função inteira. 

As equações de Cauchy-Ricmann são condições necessárias para a difcrenciabilida.de. 

Mesmo que as equações de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas em um ponto 2 , a função f(z) = u(x. y) F iv(x. 
y) pode não ser diferenciável em 2 . 

Sti a função f{z) = u(x , y) F iv(x, y) for analítica em um ponto 2 , necessariamente a função g(z) = v{x, y) 
iu(x, y) é analítica em 2 . 


Problemas 13 22. tente preencher as lacunas sem consultar o texto. 

1 


Nos 
13. Sc f(z) = 


2 2 F 5Í2 — 4 
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14. 


15. 

16. 
17. 


18. 

19. 

20 . 
21 . 

22 . 


A função fiz) = — ; não é analítica em 

s J w z 2 + 5iz- 4 


A função f(z) = (2 - x) A + i(y 1) ;! c diferenciável em 2 = 
Para f(z) = 2xf + 3 iy 2 , f'(x + ir) = . 


A função f(z) = 


x — 1 

Oc-l ) 2 + (l/-l ) 2 


z = l + i Em D . f'{z ) — 



y-i 

l) 2 + (2/ — l) 2 


é analítica em um domínio D (pie não contém o 


Determine uma função analítica f( z ) = log c s/x 2 + y 2 + i em um domínio D que não contenha 

gem. 

A função f(z) é analítica em um domínio D e f(z) = c -f iv ( x. ij). onde c c uma constante real. Então. 
em D. 

z/ — 4 iz 4 - 4 z' 5 + z 2 - 4 iz + 4 

õz' 1 — 20 iz z — 21 z 2 — 4iz + 4 

y) = C|. sendo u(:r. y) = e '(zsen y y cos ;?/). e v(x, y) = c?, sendo v(x, y) = , são famílias 

gonais. 

A asserção “ Existe uma função J que é analítica para Re(z) > 2 e é não analítica em, todos os outros por- 
falsa porque . 
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Questionário de Revisão do Capítulo 4 

Introdução No capítulo anterior, definimos a classe de fun- 
ções de maior interesse na análise complexa: a das funções 
analíticas. Neste capítulo definiremos c estudaremos algu- 
mas funções analíticas complexas elementares. Em parti- 
cular. investigaremos as funções exponencial, logarítmica, 
potência, trigonométricas, hiperbólicas, trigonométricas in- 
versas e hiperbólicas inversas complexas. Mostraremos que 
todas estas funções são analíticas em um domínio apropria- 
do (' que suas derivadas têm formas semelhantes às de suas 
análogas reais. Também examinaremos a atuação dessas 
funções como transformações do plano complexo. O conjun- 
to de funções elementares será uma fértil fonte de exemplos 
a serem considerados no restante do texto. 



w = sen r 





Transformação rv = sen /. Veja Exemplo 3, 
Figura 4.3.2. 
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4.1 Funções Exponencial e Logarítmica 


As funções exponencial e logarítmica reais têm um importante papel no estudo da análise e cp . 
diferenciais reais. Nesta seção, definiremos e estudaremos os análogos complexos destas íuik 
primeira parte da seção estudaremos a função exponencial complexa e-, introduzida nas Seçm - 
2.1. Um dos conceitos ainda não discutidos e que será abordado nesta seção é o da i.iansfoi maç 
ponencial «? = ri. Na segunda metade da seção apresentaremos o logaritmo complexo ln 2 para : • 
equações exponenciais da forma e w - z. Se x for um dado número real positivo, existe uma única >■ 
para a equação ri' = x. cujo valor é y = log c . x. Xo entanto, veremos que quando 2 é um dado 
complexo existem infinitas soluções para a equação ri = z. Portanto, o logaritmo complexo ln 
“função multivalente” , segundo a interpretação dada na Seção 2.4 para este termo. O valor p: 
do logaritmo complexo será definido como uma função (unívoca) que associa a entiada ( onij ■ 
um dos múltiplos valores de ln 2 . Mostraremos que a função valor principal é uma função iny-: 
função exponencial ri definida em um apropriado domínio restrito do plano complexo. Conclur 
seção com uma discussão da analiticidade de ramos do logaritmo. 


4.1.1 Função Exponencial Complexa 

Função Exponencial e suas Derivadas Iniciamos com a repetição da definição da funçãx > 
ciai complexa dada na Seção 2.1. 


Definição 4.1.1 Função Exponencial Complexa 

A função e : definida por 

e z = e x cos y + ic x sen y 

é denominada função exponencial complexa. 


Uma razão natural para chamar esta função de função exponencial foi ressaltada na Seção 2.1. r 
ficamente, a função definida por (1) reproduz a função exponencial real quando zé real. Ou seja. - 
real, z = x + Oi e a Definição 4.1.1 fornece: 

e x+0 * = e x (cos 0 -M sen 0) = t x ( 1 T i • 0 ) = e x . 

A função exponencial complexa também compartilha importantes propriedades difeieiiciab 
função exponencial real. Vale recordar duas propriedades fundamentais da função exponencial r- 

diferenciável em todos os pontos e -^-e x — e - x P ara f°do x. A função exponencial complexa tem \ . 
dades semelh antes . 


Teorema 4.1.1 Analiticidade de e z 

A função exponencial € é inteira e sua derivada c dada por 

d . 


dz 


. 


Prova Para mostrar que t é inteira, usamos o critério para analiticidade dado no Teorema .1.2.2. ; 
ro, notamos que as partes real e imaginária, u(x, y) = ricos y e v(x. y) = ri sen y, de t sao funçt.-. - 
contínuas e têm derivadas parciais de primeira ordem contínuas para todo (x, y). Além disso, a sa 
das equações de Cauchy-Riernann em u e v é comprovada com facilidade: 


du 


dv 


— - = t" cos y = — 
ay 


du 

Dy 


Dv 


= — e sen y = 


dx 


Funções Elementares 


133 


■ quentemente, a função exponencial e é inteira, segundo o Teorema 3.2.2. De (9) da Seção 3.2, a 
-.da de e z é: 


d 


du dv 


—e = — — b i — — = e cos y + ie sen y = e 
dz ox dx 


□ 


b 'ando o fato de que as partes real e imaginária de uma função analítica são conjugadas harmônicas, 
ém podemos mostrar que a única função inteira / que reproduz a função exponencial e' para entrada 
que satisfaz a equação diferencial c a função exponencial complexa c definida por (1) 

blema 50 do Conjunto de Exercícios 4.1). 


íPLÜ Derivadas de Funções Exponenciais 

-Tinineinos a derivada de cada uma das seguintes funções: 
a iz * * * 4 (z 2 - e z ) e (b) 


3 2--(l+i)2+3 


"olução (a) Usando (3) e a regra para o produto (4) da Seção 3.1, temos: 

4 [iz* p 2 - e-)] = iz* (: 2z - e z ) + 4 iz 3 (z 2 - e") 


= Qiz 5 — iz 4 e z — 4 iz ò e* 


b Usando (3) e a regra da cadeia (6) da Seção 3.1, obtemos: 

d r 
dz . 


p 2 ' -(14 -í) 2 +3 


= e z 2 -(l+i)z+3 . (2z- 1 - i) 


□ 


Módulo, Argumento e Conjugado O módulo, o argumento e o conjugado da função exponencial 
- u determinados de (1) com facilidade. Se expressarmos o número complexo w — e~ na forma polar: 

w — e x cos y + ie x sen y = r (cos 0 + i sen 6 ) , 

•riremos que r — e s e 0 — y T 2rar, com n — 0, ±1, ±2. ... Como ré o módulo e 6 , o argumento de w, 
■ mos: 


X 


\e \=e 

nrgin' ) — y 4- 2 //-. n = 0, tl, ±2 


(4) 

(5) 


''abemos, do cálculo, que e r > 0 para todo x real; portanto, de (4). temos |ej > 0. Isto implica que e ^ 
para todo z complexo. Em outras palavras, o ponto w = 0 não está na imagem da função complexa 
r = cr. A equação (4) , no entanto, não elimina a possibilidade de que e seja um número real negativo. 
Xa verdade, podemos comprovar que se, digamos, z = ttz, (?' é real e e~' < 0. 

Uma fórmula para o conjugado da exponencial complexa e é obtida usando as propriedades das fun- 
ções reais cosseno e seno. Como a função cosseno real é par, temos cos y = cos (-//), para todo y: como a 
função seno real c ímpar, temos sen y = sen ( y), para todo y. Logo: 

e z = e x cos y — ie x seny — e x cos(— y) + ie x sen(—y) — e x ~ iy = e z . 

Com isso, mostramos que. para todo 2 complexo. 


— e' 


(6) 


Propriedades Algébricas Xo Teorema 4.1.1 provamos que a diferenciação da função exponencial 
complexa é. fundamentalmente, o mesmo que a diferenciação da função exponencial real. Estas duas fun- 
ções também compartilham as seguintes propriedades algébricas: 
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Teorema 4.1 .2 Propriedades Algébricas de e~ 

Sejam z } e z, números complexos; então 
(*) e° = 1 
(ii) e Zl e Z2 = e Zl+Z2 
e Zl 

(Ui) — — c Zx 22 

(z v) (e z ' )" = e n21 , n — 0, ±1, ±2, . . . 


Prova de (?’) e (ii) ( i ) A prova da propriedade ( i ) resulta da observação que para entrada real. a : 
exponencial complexa reproduz a função exponencial real. Ou seja, de (2), ternos e ' = c , c sa 
que, para a função exponencial real, e í] = 1. 


(ii) Sejam z x = x , + iy x e z> = + iy 2 • Pela Definição 4.1.1, temos: 

e Zl e' 2 — (e Xl cos y\ -f ie Xl sen y \ ) (e J 2 cos y 2 + ie' 2 sen y 2 ) 

= e Xl+X2 (cos;t/i cos 7/2 — sen 7/1 sen 7 / 2 ) 

H- ze Xl+X2 (sen 7/1 cos 7/2 + cos 7/1 sen 7 / 2 ) • 

Usando as fórmulas de adição para as funções cosseno e seno reais dadas na Seção 1.3, podemos 
ver a expressão anterior como: 

e 2l e 2 2 - e' ri+ ‘ T2 cos(yi + ^ 2 ) + ze Xl +X2 sen^ + y 2 ). 

D(^ (1), o lado direito de (7) é e 2l+22 . Portanto, mostramos que e Zl e 22 = e 2|+2 ' 2 . 


As provas do Teorema 4.1.2(zzz) e 4.1.2(zt>) seguem procedimento análogo (Problemas 47 e 48 t. 
junto de Exercícios 4.1). 


Periodicidade A mais notável diferença entre as funções exponenciais real e complexa é a perio _ 
de de c . Dizemos que uma função complexa / é periódica com período T se f(z + T) = f(z) para - 
complexo. A função exponencial real não é periódica, mas a função exponencial complexa é. pois é c- : 
em termos das funções cosseno e seno reais, que são periódicas. Em particular, segundo (1) e o F- 
4. 1.2( //), temos c :+2 "' = e r (cos 2 t r + i sen 2i r). Como cos 2?r = 1 c sen 2 tt = 0, isto implica: 


e ** 2 * 1 = e 


E 111 resumo, mostramos que: 

A função exponencial complexa e : é periódica , com período puramente imaginário 2ni. 



2+2^11 I 2 ~i 


Como (8) se aplica a todos os valores de z, também temos — e' 

Isto, em vista de (8), implica e (:f ,7r,) = e\ Repetindo este processo, concJuímc 
e :l2mi — e . para n = 0, ±1, ±2, ... Portanto, a função exponencial complexa não • 
nívoca e todos os valores de e~ são assumidos em qualquer fita horizontal infinr 
largura 2 tt no plano complexo. Por exemplo, todos os valores da função e são assi 
no conjunto 00 < x < 00 , y Q < y < y {] + 2tt. onde y a é uma constante real. Na t - 
4.1.1, dividimos o plano complexo cm fitas horizontais obtidas igualando y n a mii/: 
impares de tt. Se o ponto z estiver na fita horizontal infinita -00 < x < 00 , 7r • 
mostrada em cinza na Figura 4.1.1, os valores f(z) = e', f(z + 27rz) = e~-\ j(z _~ 


Figura 4.1.1 Região fundamenta 
para e-' 


n~ 


etc. são todos iguais. A fita horizontal infinita definida por 
— OO < X < OC, —71 < 'IJ < 7T, 
é denominada região fundamental da função exponencial complexa. 


Fu 1 1 çòes Elemeuta n's 
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V 




( a ) Segmentos <le retas verticais (b) Imagens dos segmentos de retas 

na região fundamental ern (a) são circunferências 

Figura 4.1.2 Imagem da região fundamental sob vv = e 7 



2 - 


3 


Transformaçao Exponcncia 1 Como todos os valores da função exponencial complexa e são assumi- 
■> na região fundamental definida por (9), a imagem desta região sob a transformação w = e: é igual à 
-iiagein de todo o plano complexo. Para determinar a imagem da região fundamental sob w = e primeiro 
notamos que esta região consiste na coleção de segmentos de reta z(t) = a + it , tt t < tt. onde a é um 
número real qualquer. Por (11) da Seção 2.2, a imagem do segmento de reta z(t) = a + it. -t r < t < 1 r, 
'õb a transformação exponencial é parametrizada por w(t) — e :(>) = <? +i1 — eé\ tt t < tt. e. de (10) da 
"í ção 2.2. vemos que w( t) define uma, circunferência com centro na. origem e raio e“. Como a é um iiúrne- 
' rea ^ qualquer, a imagem desta região fundamental sob a transformação exponencial consiste na eolc- 
■ dc todas as ciicunferências com centro 11 a origem e raio não nulo. Em outras palavras, a imagem da 
região fundamental -00 < x < 00 , tt < y < tt, sob w = e ; éo conjunto de todos os números complexos 
v w ^ b ou, o que é equivalente, o conjunto \ w\ > ()P : Isto concorda com a observação 

feita anteriormente sobre o fato de o ponto w — 0 não estar na imagem da função 
exponencial complexa. 

A transformação w = e~ da região fundamental é mostrada na Figura 4.1.2. Cada 
segmento de reta vertical mostrado em cinza na Figura 4.1.2(a) é mapeado em uma 
circunferência mostrada cm preto na Figura 4.1. 2(b). À medida que o ponto em que 
o segmento de reta cruza o eixo x se desloca para a direita, o raio de sua imagem 
aumenta. Assim, o segmento de reta mais à esquerda é mapeado na circunferência 
mais interna; o segmento de reta intermediário c mapeado na circunferência inter- 
mediária. e o segmento de reta mais à direita, na circunferência mais externa. 

Nada há de especial 110 uso de segmentos dc retas verticais para determinar a ima- 
gem da região fundamental sob w = e. Esta imagem também pode ser determinada 
com o uso, digamos, de retas horizontais na região fundamental. Para isso. conside- 
remos a reta horizontal z = b. Esta reta pode ser parametrizada como z( l) — t 4- ib, 
-oc < t < oc; sua imagem sob w — e : é dada por w( t) = e :il) = e J+,b = èé'\ -00 < 
t oc. Definindo um novo parâmetro s = e f , notamos que 0 • t> < oc. pois oc < 
í < 00 . Fazendo uso do parâmetro s, a imagem é dada por IF( .s) = e i! ‘s, 0 < ,s < 00 ; 
segundo (8) da Seção 2.2, este é o conjunto que consiste em todos os pontos w ^ 0 
no raio que emana da origem e contém o ponto e ih = cos b + i sen b. A imagem tam- 
bém pode ser descrita pela equação arg(w) = b. Representamos esta propriedade da 
transformação complexa na Figura 4.1.3. Cada reta horizontal mostrada em cinza 11 a 
Figura 4.1.3(a) é mapeada no raio mostrado em preto na Figura 4.1. 3(b). À medida 
que o ponto em que uma reta hotizontal cruza o eixo y se desloca para cima, o ângulo 
que o raio imagem faz com o eixo positivo u aumenta. Portanto, a linha horizontal 
inferior é mapeada 110 raio no terceiro quadrante; a reta intermediária é mapeada no 
raio no primeiro quadrante e a reta superior, no raio 110 segundo quadrante. 


-- T u 


- na. ragiao 


W = e z 



i.s relas em (a) 

- >rmaçãow = e z 


ste conjunto é. às vezes, denominado plano complexo perfurado. 
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A seguir, resumimos as propriedades da transformação exponencial. 


Propriedades da Transformação Exponencial 

(i) w - e' mape.ia a região fundamental oo < x oo. -tt • y < tt, no conjunto M > d. 

{ü) ty = e-- m apeia o segmento de. reta vertical x= a , tt y < i r, na circuújeiêm ia |«'| 

(m) w — er mapeia a reta horizontal y = 6. oc .r oo, no rato arg(w) = b. 


2 



1 



-2 -1 

-1 

-2 

1 

- K » 


X 


EXEMPLO 2 Transformação Exponencial de uma Grade 

Determinemos a imagem da grade mostrada na Figura 4.1.4(a) sob w — e. 

Solução A grade na Figura 4.1.4(a) consiste em segmentos de retas vei ticais .i — 

2 < y < 2, e nos segmentos de retas horizontais y — -2, - 1 , 0, 1 e 2. 0 < x < - 
a propriedade {ri) da transformação exponencial, concluímos que a imagem do - 
de reta vertical x = 0, 2 < y < 2, é o arco circular \w\ = e° = l, 2 < arg(ir 
modo similar, os segmentos de reta i=lei = 2, -2 < y < 2, são mapeados no= 
circulares |ü;| = e e \w\ = e 2 , 2 < arg (w) < 2, respectivamente. Segundo a piv 
(m) da transformação exponencial, o segmento de reta horizontal y = 0, 0 < 
mapeado na porção do raio que emana da origem definida por arg( w) = 0, 1 E 
Esta imagem é o segmento de reta de 1 a é no eixo u. Os segmentos de retas ho: 
restant.es" y = 2, -1, 1 e 2, são mapeados de forma semelhante, nos segmentos c- 
por arg(u-) - 2, arg (u») = 1, arg(ti>) = 1 e arg(w) = 2, 1 < \w\ < ef respecT 
te. Portanto, os segmentos de retas mostrados em cinza na Figura 4. 1.4(a) sa« 
dos nos arcos circulares mostrados em preto na Figura 4.1.4(b), com o seginen 
x= u sendo mapeado no arco com raio e“. Além disso, os segmentos de retas hu, 
mostrados em cinza na Figura 4.1. 4(a) são mapeados nos segmentos de reta em r 
Figura 4.1.4(b), com o segmento de reta y = b sendo mapeado no segmento de 
faz um ângulo de b radianos com o eixo u positivo. 


(a) Figura para u Exemplo 2 


a» = e z 



4.1.2 Função Logarítmica Complexa 


ia i 


(b) Imagem da grado cm (a) 

Figura 4.1 .4 Transformação 
vv = e* 


Nata: log, r será 
usado para dcuolar 
o logarilmo real. 


Na análise real a função logaritmo natural In xé. com frequência, definida como um 
inversa da função exponencial real e\ De aqui em diante usaremos a notação ar-: 
log . x para representar a função logarítmica real. Como a função exponencial íeai 
voca em seu domínio R. não há qualquer ambiguidade na definição desta função 
A situação é muito diferente na análise complexa, pois a função exponencial com 
não é bi unívoca em seu domínio C. Na verdade, dado um número complexo nao in- 
equação e w = z tem infinitas soluções. Para comprovar isto, escrevamos w = u + iv. Sc t 
|e"'| = \z\ e arg( e w ) ~ arg ( 2 ). De (4) e (5), temos e u = \z\ e v = arg (z) ou. o que é equivalente. 

I -;| c v — arg ( 2 ). Consequentemente, dado um número complexo não nulo 2 , mostiamos que 

Sc e w = 2 , então w — log e \z\ + i arg( 2 ). 

Como há infinitos argumentos de 2 , (10) fornece infinitas soluções w para a equação e“ = z. O con; 
valores dados por (10) define uma função multivalente w = G(z), como descrito na Seção 2.4, dem 
logaritmo complexo de ze denotada por ln 2 . A seguinte definição resume esta discussão: 


Definição 4.1 .2 Logaritmo Complexo 

A função multivalente lu 2 , definida por 


ln 2 = log, \z\ + i arg( : ) 




é denominada logaritmo complexo. 
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1 



-2 -1 

-1 

-2 

1 

- K » 


X 
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a» = e z 



4.1.2 Função Logarítmica Complexa 


ia i 


(b) Imagem da grado cm (a) 

Figura 4.1 .4 Transformação 
vv = e* 


Nata: log, r será 
usado para dcuolar 
o logarilmo real. 
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é denominada logaritmo complexo. 
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De aqui em diante, a notação ln z será usada para denotar o logaritmo complexo multi valente. 
Usando a notação exponencial 2 = ré 10 em (11), obtemos a seguinte descrição alternativa para o 
logaritmo complexo: 


ln 2 = log f r -f i{B ! 2//7r). 11 = 0, ±1. ±2 (12) 

De (10), vemos que o logaritmo complexo pode ser usado para determinar todas as soluções da equa- 
i j exponencial e“' = 2 , quando 2 for um número complexo não nulo. 


1 UPLO 3 Solução de Equações Exponenciais 

terminemos todas as soluções complexas de cada uma das seguintes equações: 
a e w = i (b) e w = 1 + i (c) e w = -2 


solução Para cada equação e"‘ = 2 , o conjunto de soluções é dado por w = ln 2 , sendo ln 2 determinado 
- giindo a Definição 4.1.2. 

a Para 2 = i, temos \z\ = 1 e arg( 2 ) = tt/2 4- l 2 2rm. Logo. obtemos de (11): 

w = ln i = log,. 1 4 - i + 2??.7rj . 


Como log f 1 = 0. temos: 


w = 


( 4 n 4 - 1)tt . 

2 1 


n = 0.±1.±2... . 


Portanto, cada um dos valores 


w = 


7ir 37T . 7T . Õ7T . 



satisfaz a equação é w — i. 

b Para 2=14- i, temos \z\ = \/2 e argfz) = n/4-\-2mr. Com isto. obtemos de (11): 


w 


= ln (1 + i) = log e \Í2 4- i ^ 4- 2n7r ^ . 


Como \og e y/2 = ^ log e 2, podemos reescrever este último resultado como: 


w = - log e 2 4- 


(8 n 4- 1)tt . 


2 


4 


L n = 0. ±1. ±2. 


Portanto, cada valor de w satisfaz a equação e w =14-/- 
c ! Mais uma vez, usamos (11). Como 2 = 2. temos \z\ = 2 e arg( 2 ) = tt 4- 2im. de modo que: 


w = ln(— 2) = log t; 2 4- i (n + 2n7r) . 


Ou seja. 


w = log {; 2 4- (2 n 4- 1) n — 0, ±1, ±2, . 
Cada valor de w satisfaz a equação e w = 2. 


□ 


identidades Logarítmicas A Definição 4.1.2 pode ser usada para provar que o logaritmo complexo 
'Htisfaz as seguintes identidades, análogas às identidades do logaritmo real: 
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Teorema 4.1.3 Propriedades Algébricas de ln 2 

Se 2 , e 2 o forem número complexos não nulos e n for um inteiro, então: 
(i) 111 ( 2122 ) = ln^i + I 1122 


(ii) ln ( — j = lri 2 i — I 1122 
\ z 2/ 

(Ui) I 11 z T { — ?7 ln 21 . 


Prova de (i) Segundo a Definição 4.1.2, 

ln 21 + ln 2 2 = log e \z\\+i arg (21) + log e |2 2 | + i arg (z 2 ) 
= log e I Zi I + log e \z 2 \ + i (arg ( 21 ) + arg (z 2 )) ■ 


Como o logaritmo real tem a propriedade log, a + log, b = log, («6), para a Ü e b 0, podeim» 
ver log, j 2 , 2 ,| = log, \z { \ + log, \z,\. Além disso, de (8) da Seção 1.3, temos arg( 2 ,) 4- arg(z 2 ) = ar. 
Consequentemente, (13) pode ser reescrita como: 

ln 2 1 + ln z 2 = log e 1 2 ! 2 2 [ d - i arg (ziz 2 ) = ln (z\Z 2 ) ■ 






Provas dos Teoremas 4. 1.3 (d) e 4.1.3( m) são similares (Problemas 53 e 54 do Conjunto de Ex»-: 
4.1). 


Notarão usada 

('UI I (>(]( I 1 1 I cxl O 


Valor Principal dc uni Logaritmo Complexo Vale notar que o logaritmo complexo de 
mero real positivo tem infinitos valores. Por exemplo, o logaritmo complexo ln 5 é o conjunto de 
1,6094 4- 2/77 ri, onde n c um inteiro qualquer; por sua vez, o logaritmo real log, 5 tem um tínicc 
log, 5 ~ 1.6094. O valor de ln 5 correspondente a n = 0 é igual ao valor do logaritmo real log, 5. Eu. 
este valor do logaritmo complexo é denominado valor principal do logaritmo complexo, pois é deteri: 
com o uso do argumento principal Arg( 2 ) em vez do argumento arg( 2 ) em (11). Denotamos o vai< : 
cipal do logaritmo jjelo símbolo L 11 2 . Portanto, a. expressão J(z) = L 11 2 define uma função, en 
F(z) = ln 2 define uma função multi valente. Resumimos esta discussão 11 a seguinte definição: 


Definição 4.1.3 Valor Principal do Logaritmo Complexo 


A função complexa Ln 2 definida por 


Ln 2 = log ( , \z\ 4- iArg( 2 ) 


é denominada valor principal do logaritmo complexo. 


Usaremos os termos função logarítmica e logaritmo para nos referirmos tanto à função multivalem 
como à função L 11 2 . O contexto deve deixar claro qual é a função em questão. De (14) vemos que 
principal do logaritmo complexo também pode scr dado por: 

L 11 2 = log. r 4 -10, —n<9 < 1 r. 


EXEMPí. Valor Principal do Logaritmo Complexo 

Calculemos o valor principal do logaritmo complexo Ln 2 para 
(a) z = i (b) z = l + 7 (c) z = —2 

Solução E 111 cada parte aplicaremos (14) da Definição 4.1.3. 

(a) Para 2 = L temos \z\ = 1 e Arg ( 2 ) = 7r/2, de modo que: 
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Ln i = log p 1 + -?. 

Jmt 

No entanto, como \og t 1 = 0, este resultado simplifica para: 


Lni = -?. 
2 


(b) Para z = 1 + ?, temos \z\ = \/2 e Arg(z) = 7t/4; c 


; com isso: 

Ln(l + ?') = log e y/2 + ~i. 

4 


Como log e \J2 = ^ logp 2. este resultado pode ser reescrito c 


omo: 


Ln(l + i) = ~ logp 2 + ji w 0,3466 + 0,7854?. 

(c) Para z = 2, temos \z\ = 2 e Arg(^) = 7 r; logo: 

Ln(— 2) = logp 2 + 7 r?: » 0,6931 + 3,1416?. 

\ ale obseivai que cada valor determinado nas partes (a)— (e) também poderia ser calculado substituin- 
do n = 0 nas expressões para ln 2 no Exemplo 3. □ 

L impoitante ressaltar que as identidades para o logaritmo complexo no Teorema 1.1.3 não são ne- 
cessariamente satisfeitas pelo valor principal do logaritmo complexo. Por exemplo, não é verdade que 
Lní-!^) — Pn Z] + Ln Zo para todos os números complexos 2 , e 2 >, embora possa ser verdade para alguns 
números complexos (Problema 55 do Conjunto de Exercícios 4.1). 

Lu ;> como uma Função Inversa Como Ln zé um dos valores do logaritmo complexo ln 2 , (10) im- 
plica 


e Lnz = z para todo z / 0. 


(16) 


Isto sugere que a função logaritmo complexo Ln 2 é uma função inversa da função exponencial e . Como a 
função exponencial complexa não é biunívoca cm seu domínio, a afirmação anterior não é completamcnte 
verdadeira. Na verdade, a relação entre estas funções é similar ã que existe entre a função quadrática $ e 
a íunção íaiz quadrada principal z ]< ~ = definida por ( / ) da Seção 2.4. A função exponencial 

deve, primeiro, ser restringida a um domínio em que seja biunívoca para que tenha uma função inversa 
bom definida. O I roblema 52 do Conjunto de Exercícios 4.1 explora a comprovação de que p : é uma fun- 
ção biunívoca na região fundamental -00 < x < 00 , ir < y < 7 r, mostrada na Figura 4.1.1. 

A seguir, mostraremos que se o domínio de e for restrito à região fundamental, o valor principal do 
logaritmo complexo Ln zé uma função inversa de e\ Para justificar esta asserção, consideremos um ponto 
z = x + iy na região fundamental -oc < x < 00 , 7 v < y < n. De (4) c (5), temos que |ej e J e arg(z) = 
V + sendo n um inteiro. Desta forma, y é um argumento de e\ Como 2 está na região fundamental, 
também temos n < y < ir: isto indica que y 6 o argumento principal de e\ Ou seja, Arg(c ) = y. Além 
disso, para o logaritmo real, temos log, ef = xe, da Definição 4.1.3, obtemos: 

Lne z = log e \e z \ 4- ?Arg (e z ) 

— l°g e e x T W 
= x + iy. 

Com isso, mostramos que 


Ln e 


z se — 00 < x < 00 


— 7T < y < 7T. 


(17) 


D (> (16) (17) concluímos que L 11 z é a função inversa de e~ definida na região fundamental. A relação 

entre estas duas funções é resumida da seguinte forma: 


Ln z é uma Função Inversa de e z 

Se a junção exponencial complexa f(z) = e for definida na região fundamental 00 x . 00 , tt < y< 
. 1 . então f e. biunívoca e a função inversa, de f é 0 valor principal do logaritmo complexo f *( 2 ) — Ln 2 . 
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Devemos ter em mente que (16) é válida para todo número complexo não nulo z, mas ( 1 / ) 

n ^ 

apenas se 2 estiver na região fundamental. Por exemplo, para o ponto z = l+ que nao esta n; 
fundament al , temos: 

Lne 1+37r */ 2 = 1 — ~ 7 T?' 7 ^ 1 + ^vtí. 



Figura 4.1 .4 Ln 

z = 0 e no eixo 


z é descontínua em 
real negativo 


Aiialiticidade O valor principal do logaritmo complexo Ln z é descontínuo n 
z = 0. pois a função não é definida neste ponto. Esta função também é desconí::. 
todo ponto no eixo real negativo. Intuitivamcnte isto é claro, pois o valor de Ln 
ponto 2 nas proximidades do eixo r negativo no segundo quadrante tem parte ini - 
próxima de tt. enquanto o valor em um ponto vizinho e no terceiro quadrante ter.. 
imaginária próxima de tt (Figura 4.1.4). Contudo, a função Ln 2 é contínua no c 
que consiste no plano complexo, excluído o eixo real não positivo. Para comprov 
recorrarnos ao Teorema 2.6.3, que afirma que uma função complexa f(z) = u(x. y - 
y) é contínua cm um ponto 2 - x + iy se e somente se u e v forem ambas funçc 
contínuas em (x. y). De (14), as partes real e imaginária de Ln 2 são u(x, y) = lo. 
log ( , y/x 2 + y 2 e v(x, y) == Arg( 2 ), re spectiva mente. Do cálculo de múltiplas var 
temos que a função u(x, y ) = log e \/ x 2 + y- é contínua em todos os pontos n 
exceto em (0. 0); do Problema 55 do Conjunto de Exercícios 2.6, temos que a fim, 

> 0, — 7 r < arg( 2 ) < tt. Por conseguinte, pelo Teorema 2.6. 


y) = Arg( 2 ) é contínua 110 domínio 
é uma função contínua no domínio 


j:| > 0. — tt < arg( 2 ) < tt, 

y mostrado em cinza na Figura 4.1.5. Dito de outra forma, a função f definida po: 

f\ U) = log, r + iO 

é contínua no domínio em (18), onde r = \z\ e 9 = arg( 2 ). 

Como a função /, reproduz o valor principal do logaritmo complexo Ln 2 nos 

o x onde ambos são definidos, f associa a entrada 2 a um dos valores da função inulr 

F( 2 ) — ln 2 . Usando a terminologia da Seção 2.6. mostramos que a. função /, defn. 
(19) é um ramo da função multivaiente F(z) — ln 2 . (Vale lembrar que os ramos 
função multivaiente F são denotados por /j, / 2 , c assim por diante.) Este ramo : 
denominação ramo principal do logaritmo complexo. O eixo real não positivo. 11 . 
r . r em cinza na Figura 4.1.5. é um corte de ramo para /, e o ponto 2 = 0 é um ponto de 

Como demonstra o teorema a seguir, o ramo /, e uma função analítica em seu <L 


Teorema 4.1.4 Analiticidade do Ramo Principal de ln £ 


O ramo principal f do logaritmo 
dada por: 


complexo definido por (19) é uma função analítica e sua derr 



Prova Para provar que f é analítica, usamos o análogo do Teorema 3.2.2 da Seção 3.2 em coo: 
polares. Como /, é definida 110 domínio dado em (18), se 2 for um ponto neste domínio podemos 
2 = re 1 ", com tt < f) < tt. Como as partes real e imaginária de j\ são u(r, 0) = log ( . r e v(r , 0) — 
pccti vamente , temos: 

du 1 Õv 
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: jrtanto, u e v satisfazem as equações de Cauchy-Riemaim em coordenadas polares em ( 10 ) da Seção 


3 . 2 : 


Ou 1 dv dv 1 Ou 

dr r 06 0 dr r 06 

>mo % v c as derivadas parciais de primeira ordem de u e u são contínuas em todos os pontos no do 
:_ínio dado em ( 18 ), segundo o Teorema 3 . 2 . 2 , /, 6 analítica neste domínio. Além disso, de ( 11 ) da Seção 
2 . a derivada de / é dada por: 


lio í Ou . dv 

l+ + + 


/+)=*-+ +++) = 


1 


1 


vé ltí z 


□ 


Como f L (z) = Ln 2 para cada ponto 2 110 domínio dado em ( 18 ), segundo o Teorema 4 . 1 . 4 , Ln 2 é dife- 
neiável neste domínio e sua derivada é dada por /(.Ou seja, se \z\ > 0 e tt < arg(z) < tt. então 


/ L n, = I 

az z 


(21) 


XEMPLO 5 Derivadas de Funções Logarítmicas 

Determinemos as derivadas das seguintes funções em um domínio apropriado: 

a) 2L11 2 e (b) Ln( 2 -f 1 ). 

Solução (a) Segundo as regras de diferenciação da Seção 3 . 1 , a função zLn zé difcrenciável em todos os 
pontos em que as duas funções 2 e L11 2 são diferenciáveis. Como 2 c inteira c Ln 2 é difcrenciável no domí- 
nio dado em ( 18 ), 2L11 zé diferenciável 110 domínio definido por \z\ > 0 . tt < arg(2) < 7 r. Neste domínio, 
t derivada é dada pela regra para o produto ( 4 ) da Seção 3.1 e por ( 21 ): 

[2L11 2] = 2 • - + 1 • L11 2 = 1 -F L11 2. 

rj y y 

Ui V v 

(b) A função Ln(2 + 1 ) é uma composição das funções Ln 202+ 1 . Como a. função 
2 + 1 é inteira, a regra da cadeia indica que Ln(2 + 1) é diferenciável em todos os pontos 
«7=2+1 tais que \w\ > 0 e -n < arg(w) < tt. Em outras palavras, esta função é diferen- 
ciável 110 ponto w, sempre que w não estiver 110 eixo real não positivo. Para determinai- 
os correspondentes valores de 2 para os quais Ln(2 + 1 ) não é diferenciável , primeiro, 
* escrevemos 2 em função de w: z = w - 1 . A equação 2 = w - 1 define uma transforma- 
ção linear do plano w no plano 2, dada pela translação de 1 . Sob esta transformação, o 
eixo real não positivo é mapeado no raio que emana de 2 = 1 e contém o ponto 2 = - 2 , 
mostrado em cinza na Figura 4 . 1 . 6 . Portanto, se o ponto w =2+1 estiver no eixo real 
não positivo, o ponto 2 está 110 raio mostrado 11a Figura 4 . 1 . 6 . Isso implica que Ln(2 + 
1) c diferenciável em todos os pontos 2 que não estejam neste raio. Para esses pontos, a 
regra da cadeia fornece: 


- _n z + 1) não é 

■ raio mostrado em 


-y— Lü(2 + 1) = - 
dz K 2 + 1 


• 1 = 


+ 1 


□ 


Transformação Logarítmica A transformação complexa, w = Ln z pode ser entendida em t. ermos 
da transformação exponencial w = e , pois estas duas funções são a inversa uma da outra. Por exemplo, 
como w = e: mapeia a região fundamental -00 < x < 00,-7 r < y < tt, no plano 2, no conjunto |«;| > 0 . 110 
plano w, a transformação inversa w = Ln 2 mapeia o conjunto \z\ > 0 . 110 plano 2, 11a região -oc u <00, 
-7 t < v < 7 r, no plano w. Outras propriedades da transformação exponencial também podem ser estendi- 
das à transformação logarítmica. Estas propriedades são resumidas a seguir. 
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Propriedades da Transformação Logarítmica 

(i) w — Ln z mapeia o conjunto \z\ > 0 na região oo u < oo, tt u < tt. 

(z/) -uj = Ln z mapeia a circunferência \z\ = r no segmento de. reta vertical u = log, r, 7r r 
(m) w = Lu z mapeia o raio arg(z) — 0 no segmento de reta horizontal v = 9. -oo ■ u oo. 




3 


_ 2 . 


í / 1 

{ 

, 1 

I 

; —3 —2 -1 

V - 1 
' --2 

\ ^ 

1 



” 3 



(a) Anel 2 <1 = 1 <4 
w = Ln z 


y 

i* 


-4 -3 -2 


-1 

-2 

-3 

-4 


A— n 


(b) Imagem do anel em (a) 

Figura 4.1 .7 Transformação w = Ln 7 


1 i X E \ i P I ( ) tf Transformação Logarítmica 

Determinemos a imagem do anel 2 < \z\ < 4 sob a traiisfonnação logarífinii 
Ln z. 

Solução Da propriedade {ri) da transíormação logarítmica, as fronteiras das cr. : 
rências \z\ = 2 e |z| = 4 do anel são mapeadas nos segmentos de retas vertica s 
]og f 2 e u — log, 4, 7 r v < 7T. respeet ivamente. De modo similar, cada circun 
|z| — ■/•, 2 < r < 4. é mapeada em um segmento de reta vertical u — log, r. r 
ir. Como a função logarítmica real aumenta em seu domínio, u = log, r assi un- 
os valores no intervalo log, 2 < u < log,. 4. quando 2 < r < 4. Portanto, a imag- 
anel 2 < \z\ < 4. mostrado em cinza na Figura 4.1.7(a). é a região retangular 
a log, 1. v ir, mostrada em cinza na Figura 4.1. 7(b). 

Outros Ramos (lc lll /T O ramo principal f do logaritmo complexo definido c 
c apenas um de muitos ramos possíveis da função multivalente F(z) — ln 2 . P 
definir outros ramos de F especificando outros intervalos de comprimento 2 tt r 
valores de 0 em (18). Por exemplo, 


h {z) = log e r + iO. 


7T 3tT 

2 <9< 2 


define um ramo de F cujo corte de ramo é o eixo imaginário não positivo. P 
comprovar que para o ramo f 2 temos / 2 (1) = 0, f 2 (2i) = log,. 2 + \ni e ff - 1 
2 + ri. 

iVssiin como provamos que o ramo principal /, do logaritmo complexo é unia 
analítica, podemos provar que qualquer ramo 

fk(z) = log e r + i0 , 9q <0 < 9q + 27 r, 
de F(z) = ln 2 é urna função analítica c que sua derivada é dada por: 

fíÂ z ) = “• 


Comparação com, Análise Real 

(i) Embora as funções exponencial c logarítmica complexas guardem muitas semelhanças co 
funções exponencial e logarítmica reais, é importante ressaltar as diferenças entre as me. 4 

• A função exponencial real é bhmívoca, mas a 1 unção exponencial complexa não é. 

« log, .ré uma função unívoca, enquanto ln 2 é multivalente. 

• Muitas propriedades do logaritmo real se aplicam ao logaritmo complexo, corno lii(i 
ln Z] + ln 2 o, mas estas propriedades nem sempre se aplicam ao valor principal Ln 2 . 

( ti) Gomo a função (exponencial complexa não é biunívoca, podemos usar uma superfície de 
manii, como descrito nas Observações no final da Seção 2.4, para auxiliar a visualizaçr \ 
transformação w - é. A superfície de Riemann que construirmos também nos ajudará 
sualizar a função multivalente w - ln 2 . Consideremos a transformação w = e no semi] ; 
x < 0. Cada fita semi- infinita S n definida por (2 n 1)tt • y < (2 n 4- 1 )tt, x < 0, com n 
±1, 4r2, ... . é mapeada 110 disco unitário perfurado 0 - \w\ < 1 mostrado na Figura 4.1.' 
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as semirretas horizontais mostradas em cinza na Figura 4.1.8(a) são mapeadas no segmento 
1 < u < ()., mostrado em preto na Figura 4.1.8(b). Portanto, w = r descreve uma cobertura 
de infinitas vezes do disco unitário perfurado. Para visualizar tal cobertura, imaginemos que 
exista um disco imagem diferente D,, para, cada fita semi-infinita S n . Agora, cortemos cada disco 
imagem B n ao longo do segmento 1 < u < 0. Construímos uma superfície de Riemann para w 
=c unindo, para cada n. o disco cortado fí v ao disco cortado B n+l ao longo da borda que re- 
presenta a imagem da reta semi-infinita y = (2 n 4- 1)tt. Posicionamos esta superfície no espaço 

xyz de modo que, para cada z no semiplano, as imagens ... z. u z u . z } , ... de 2 em B ,, Z?„, B ] 

respectivamente, estejam posicionadas diretamente acima do ponto w = <f no plano xy. como 
ilustrado na Figura 4.1.9. Projet ando os pontos da. superfície de Riemann verticalmente sobre o 
plano xy. observamos a natureza periódica da transformação w = c . Rcciprocamente, podemos 
visualizar a função mull i valente F(z) = ln 2 considerando os pontos na superfície de Riemann 
que estejam diretamente acima de um ponto no plano xy. Estes infinitos pontos na superfície 
de Riemann correspondem aos infinitos valores de F(z) no semiplano u < 0. 



!■ > de fitas semi-infmitas S„ 


(b) A imagem de cada fita S„é 
O disco unitário perfurado 


Figura 4.1.8 Transformação iv = c' 



Figura 4.1.9 Uma superfície de Riemann 
para w - e- 


* 

CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 4.1 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao final do livro.) 


4.1.1 Função Exponencial Complexa 


Nos Problemas 1-4, determine a derivada f da função / dada 
1. f(z) = z 2 e z+i 


3e~“ — ie 

2 - /(*) = 


-l-M 

3. f(z) = e iz - e~ iz 4. f(z)=ie i/z 

Nos Problemas 5-8, escreva a expressão dada em termos de x e y. 

6. arg (e 2-,/z ) 


e 

(. arg 


8 . ie z + 1 

Nos Problemas 9-12. expresse a função /na forma f(z) — u(x, y) -f iv(x. y). 

9. f(z) = e~ iz 10. f(z) = e 2z+i 

11 . f(z) = e z 2 12 . f(z) = e 1/z 

13. Use as condições suficientes para diferenciabilidade da Seção 3.2 e determine em que pontos a. função f(z) — e 2z+t 
é difcrcnciável. 


14. Use as condições suficientes para diferenciabilidade da Seção 3.2 e determine em que pontos a função f(z) — e ’ 
é difereneiável. 
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Nos Problemas 15-20. determine a imagem do dado conjunto sob a transformação exponencial. 

15. Reta y = -2. 

16. Reta x = 3. 

17. Fita infinita 1 < x < 2. 

18. Quadrado com vértices em 0. 1. 1 + i e L 

19. Retângulo 0 < x < log,. 2, -tt/4 < y < ?r/2. 

20. Fita semi-infmita -oo x < 0, 0 < y < 7r. 


4.1.2 Função Logarítmica Complexa 


Nos Problemas 21-26, determine todos os valores complexos do logaritmo dado. 

21. ln(— 5) 22. In (—ei) 

23. In (— 2 -f 2i) 24. In (1 + i) 

25. ln(\/2 + v/Õi) 26. lnf-v^ + i) 

Nos Problemas 27-32, escreva o valor principal do logaritmo na forma a + ib. 


27. Ln (6 — 6 i) 

29. Ln(— 12 + 5Í) 
31. Ln (l + \/3 i) ’ 


28. Ln(-e 2 ) 
30. Ln (3 — Ai) 
32. Ln[(l-M) 4 ] 


Nos Problemas 33-36. determine todos os valores complexos de 2 que satisfazem a equação dada. 

33. e s =4 i 34. c 1/z = -1 

35. = —ie 3 36. e 2z -(- e z + 1 . = 0 




Nos Problemas 37-10, determine um domínio em que a função / dada seja diferenciável. 

37. f{z) = 32“ - e“ i “ + iluz 38. f{z) = (2 + l)Ln 2 

39. f(z) = Lu( z Z - $ 40. f(z) = Ln {z* + 1) 

Nos Problemas 41-46. determine a imagem do dado conjunto sob a transformação w — Ln 2 . 

41. Raio arg( 2 ) = tt/6. 

42. Eixo y positivo. 

43. Circunferência \z\ = 4. 

44. Região no primeiro quadrante limitada pelas circunferências \z\ = 1 e \z\ = e. 

45. Anel 3 < ( 2 ] < 5. 

46. Região fora da circunferência unitária \z\ — 1. entre os raios arg(^) = tt/ 4 e arg(z) = 3 tt/4. 


Foco em Conceitos 


47. Use (1) para provar que C / tr- = C **. 

48. Use (1) e a fórmula de De Moivre para provar que (c : ') n c nr \ com 71 inteiro. 

49. Determine onde a função complexa er é analítica. 

50. Este problema mostra que a função exponencial complexa definida por (1) é a única função inteira coi. 
que reproduz a função exponencial real e" quando z é real, e tem a propriedade f(z) = /(z), para todo 
(a) Assuma que f(z) = u(x. y) + iv(x, y) seja. uma função inteira complexa, para a qual /'(z) = /(z). E 

por que u e v satisfazem as equações diferenciais 

u x {x, y ) = u(x , y) e v x {x, y ) = v(x, y ). 


(b) Mostre (pie u(x. y) = a( y ) (ã e v(x, y) = b(y) t? r são soluções das equações diferenciais em (a). 
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(c) Explique por que a liipótese de que f(z) reproduz a função exponencial real para 2 real implica a(ü) 1 e 

6 ( 0 ) = 0 . 

(d) Explique por que as funções a(y ) e b(y) satisfazem o sistema de equações diferenciais 


ci(y) - b\y) = 0 
a'(y) + b(y) = 0. 

(e) Resolva o sistema de equações diferenciais em (d) sujeito às condições iniciais a{ 0) - 1 e 6(0) = 0. 

(f) Use as partes (a) (e) e mostre que a função exponencial complexa definida por (1) é a única função inteira 
complexa f(z) que reproduz a função exponencial real e r quando 2 é real. e tem a propriedade f'(z) — f(z) 
para todo 2 . 


51. Descreva a imagem da reta y — x sob a função exponencial. [Sugestão: determine uma expressão polar r(0) da 
imagem.] 

52. Prove que e é uma função bi unívoca na região fundamental -oc x < 00 . 7r - : y < tt. 

53. Prove que ln ( — j = I 1121 - I 1122 , para todos os números complexos não nulos 2 , e 2 ,. 

\z 2 J 

54. Prove que ln z" = v ln 2 ,, para todo número complexo não nulo 2 , e todo inteiro n. 


55. (a) Determine dois números complexos 2 , e 2 , tais que Ln ( 2 , 2 ,) ^ Ln 2 , + Ln 2 ,. 

(b) Determine dois números complexos 2 , e 2 o tais que Ln ( 2 , 2 ,) = Ln 2 , + Ln 2 + 

(c) O que pode ser dito a respeito de z x e 2 o se Ln ( 2 , 2 >) = Ln z 1 + Ln 2 ,? 


56. Ln z\‘ — n Ln z, para todos os inteiros n e números complexos z(l Justifique sua resposta com uma pequena prova 
ou com um contraexomplo. 



A maioria dos SA(’s dispõe de uma função interna para calcular o valor de Ln 2 . Por exemplo, em Mathematica o 
comando Log[a + b I] determina o valor principal do logaritmo complexo de a + bi. O comando N[Log[a + b I]] 
calcula, uma. aproximação para este valor. Por exemplo. Mathematica indica que N[Log[2 -f 3 1]] é aproximadamente 
1.28247 + 0.9827947 

Nos Problemas 57-62. use um SAC para calcular o valor de L 11 2 . 


57. 2 = -1 - i 
59. 2 = 3 + ?n 
61. 2 = 4 + 10/ 


58. 2 = 2-3/ 


60. 


62. 


2 = 13 + s/2 i 


z — 


12 - i 
2 + 3? 


Nos Problemas 63-66, use um SAC para determinar uma solução da equação dada. 
63. e 5z_ * = 12? 64. e lz = 2 — 5? 


65. 3e (2+i)z = 5 - i 


66. ie z 2 = 7T 


4.2 Potências Complexas 


Ao Professor. Nesta seção estudaremos potências complexas 2 0 . onde a é uma constante complexa. 
Esta seção pode ser omitida sem alterar de modo significativo o desenvolvimento de tópicos em capí- 
tulos subsequentes. 

Na Seção 2.4 examinamos funções potências especiais da forma z" e z i: ". para n inteiro e n > 2. Estas 
funções representam generalizações das funções quadrática, cúbica, raiz quadrada, raiz cúbica, e assim 
por diante, do cálculo elementar. Nesta seção analisaremos o problema de elevar um número comple- 
xo a uma potência real ou complexa arbitrária. No caso de simples potências inteiras, este processo é 
facilmente entendido em termos de multiplicação complexa. Por exemplo, (1 + 'i) :] = ( I + /) (1 + i) (1 
f i) =2-f 2 i. No entanto, não existe mna descrição similar no caso de potências complexas, como 
(1 + ?)'. Para definir expressões como esta, usaremos as funções exponencial e logarítmica complexas 
da Seção 1.1. 
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Xota: torios 
us valores 
do r’ s3u r*:ni 


Potências Complexas Potências complexas, como a potência (1 4- ?•)' mencionada na introduçãc 
definidas em termos das funções exponencial e logarítmica complexas. Recordemos, de (10) da Seçã< 
que z - é" para todo número complexo não nulo 2 . Por conseguinte, quando n 6 um inteiro o Teo: 
4..1 .2(iv) indica que z" pode ser escrito como z" — (e ln ')" = e nln \ Esta fórmula, que 6 válida para cxp 
tes inteiros n, sugere o uso da seguinte fórmula para a definição da potência complexa 2 *' para qua 
expoente complexo a. 


Definição 4.2.1 Potências Complexas 


Se a for um número complexo e 2 ^ 0, a potência complexa t é definida como: 


y n t» ln z 


Em geral (1) forneee um conjunto infinito de valores, pois a função logaritmo complexo ln z e multi\ 
te. No entanto, quando n é um inteiro a expressão em (1) tem valor único (de acordo com o lato de 
uma função quando n é um inteiro). Para comprovar isso, usamos o Teorema 4.1.2 (ii) para obter: 

,.n _ nlnz _ n[log e \z\+i arg(z)] _ e n log,, p| g n arg(z)-q 


Se 0 - Arg(r), então arg( 2 ) = 0 + 2âtt, com k inteiro, de modo que 

^naxg(z)i ^n(0+2feir)i _ ^n9i^2nkiri 


Da Definição 4.1.1, ternos (?" Ul = cos(2nAx) + i sen(2ntr). Como n e k são inteiros, 2nkir 6 um mu. 
par de tt. de modo que cos(2«far) = 1 e sen(2 nkn) = 0. Consequentemente, è 2 ^ = le (2) pode ser 
crita como: 




z n _ p nlog„ \z\ e nArg(z)i 


que tem valor único. 

Embora esta discussão mostre epie (1) pode definir uma função de valor único, devemos ter em ll-t 
que, em geral, 


,a ct ln z 




define uma função multivalente. A função multivalente dada por (4) é denominada função potência 
plexa. 


: , v I PLO Potências Complexas 

Determinemos os valores das seguintes potências complexas: (a) r\ (b) (1 + i)‘. 
Solução Em cada parte, os valores de 2‘ são determinados com o uso de (1). 

(a) Na parte (a) do Exemplo 3 da Seção 4.1 vimos que: 


. (4nTl)7r. 

lnz = 1 . 


Então, identificando z = i e o = 2 i em (1), obtemos: 






•2 i _ 2i ln i _ 2i[(4n+l)7TÍ/2] — (4n+l)7r 




para n = 0. ±1, ±2, ... Os valores de ir 1 que correspondem a, digamos, n — 
0.0432 e 1,507x10 7 , respectivamente. 

(b) Na parte (b) do Exemplo 3 fia Seção 4.1. vimos que: 


-1, 0 e 1 são 12: 


J 


1- ? . (871 + 1): 


ln(l + i) = - log e 2 + 4 


para n— 0, ±1, ±2. ... Substituindo 2=1 + i e a = i cm (1), obtemos: 
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ou 


(1 iy = c *l n (l+») r e *[( lo 8e 2 )/2+(8n+l)7TÍ/4j 
(1 4 - iy * 1 — e -(8n+l)ir/4+t(log R 2)/2 


para n = 0. ±1. ±2. 


□ 


Potências complexas definidas por (1) satisfazem as seguintes propriedades, análogas às propriedades 
. potências reais: 


■»«! 

y Q 2 ~ T ÍV] — a. 


-a- 


(2 a ) = 


para n = 0, ±1, ±2 


( 5 ) 


ada urna. destas propriedades pode ser deduzida da Definição 4.2.1 e do Teorema 4.1.2. Por exemplo. 
; ela Definição 4.2.1 temos 2 ai 2 “ 2 - ln V* 2,n *. Usando 0 Teorema 4.1.2(w), isso pode ser reescrito 

.mo Z a 'Z°* = e «lln^+a 2 U.z = e (o,+a 2 )lnz Com0j segumlo (J) ( e (*,+„ a )ln 2 = z a l+ a 2 mostramos 

-'^1 r «2 — r «l+Q2 

-\em todas as piopriedades de expoentes reais se traduzem em propriedades análogas para expoentes 
amplexos. As Observações no final desta seção apresentam um exemplo disso. 

\ alor Principal dc uma Potência Complexa Como ressaltado, a potência complexa z dada em 
é, em geral, multivalente, pois é definida com base na função multivalentc logaritmo complexo ln 2 . 
demos associar um único valor a z' se usarmos o valor principal do logaritmo complexo Ln z no lugar 
- ln z. Este valor particular da potência complexa é denominado valor principal de Z‘. Por exemplo, como 
Ln i = 7T//2, o valor principal de r‘ é o valor de r' (pie corresponde a n = 0 na parte (a) do Exemplo 1. 

1 seja, o vai 01 piincipal de r é e ~ 0,0432. Resumamos esta discussão na seguinte definição. 


Definição 4.2.2 Valor Principal de uma Potência Complexa 

Se a for um número complexo e 2^0, a função definida por 

.,(x .aLii£ 

z = e 

é denominada valor principal da potência complexa 2\ 


A notação Z' será usada para denotar tanto a função potência multivalente F(z) = Z' de (4) como o valor 
principal da função potência dada em (6). O contexto deixará claro qual c a função em consideração. 


1 vLMPLO 2 Valor Principal de uma Potência Complexa 

- terminemos o valor principal das seguintes potências complexas: (a) ( 3)' '. (b) (2i) 1 
Solução Em cada parte usaremos (6) para determinar o valor principal de Z\ 

a Para. 2 = -3, temos \z\ =3 e Arg(-3) = ir, de modo que, de (14) da Seção 4.1, L 11 ( 3) 

I 01 tanto, substituindo z— —3 e o = i/ir cm (6). obtemos: 

(—3)*/^ = _ e (f/7r)(log e 3-j-7.Tr) 

OU (-3) i/?r = e -l+»(loge3)/7T 

A Definição 4.1.1 da Seção 4.1 fornece 


— l°g,. 3 -fi ii 


■l+i(log n 3)/?r _ -1 


COS 


ioge 3 


+ i sen 


7T 


!°g e 3 

7 r 


(- 3 ) 


qA/tt 


0.3456 + 0.1260L 


de modo que 
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(b) Para * = 2 i, tomos |z| = 2 e Arg(2i) = tt/2, <1c modo que de (14) d» Seção 4.1, Ln 2 i 
Portanto, substituindo 2 = 2 i ea = l i em (6), obtemos. 


loa 9 
AW ©« - 


(2i) 1_i = e ( 1_i)Ln2i = g(l-i)(log e 2+iir/2) ) 

(2^) 1-7 ' = gloge 2 + 7r /2- i (l°ge - _7r / 2 ). 

Calculamos uma aproximação para este valor usando a Definição 4.1.1 daSeçao 4.1: 

(2í) 1_í = e loBí 2+ ’ /2 

rí 6,1474 4- 7-4008Í. 


7 r 


cos ( log e 2 — - ) - ísen 



7T 

! " 2 -2/J 


Analiticidade Em geral, o valor principal de uma potência complexa r definido poi (6) «* 
função" contínua no plano complexo, pois a função Ln * não é contínua no plano complexo. No «■ 
i a função é contínua em todo o plano complexo c como a função Ln , e contmua no dom 
. q _ 7 i- < ar g ( 2 ) < Tc, t' é contínua no domínio \z\ > 0, 7r al sU). ■- ' • 
denadas polares r = \z\ e 8 = arg ( 2 ), concluímos que a função definida por 


nmll i valente F são douoimios 
por C /,. c iLSsivn por (limite. ** 


f^ z ) = e a(,0ge r+Í °\ -7T < Ô < 7T 

. r ~ 1 , • 1 i rpi z\ y* — pA i" 1 Rste ramo particular é denominado ramo pr_ 

é um ramo da função mullivalente £{z) - t - e • ^i.c <uui p _ 


da potência complexa *•; seu corte de ramo é o eixo real não positivo, e o ponto de ramo, . - 0. 

No domínio |z| > 0, -tr < arg(z) < *, o ramo /, definido por (7) reproduz o valoi PA''«pa - 
por (6). Consequentemente, a derivada de /, pode ser calculada com uso da regra cadeia ( . 

3.1: 


f[(z) - — e ah, ' z = e“ L " 2 4 [aLn z] = e aLnz 

Usando o valor principal = d' *, observamos que (8) pode ser simplificada para /[(*) = «fA = 
Ou seja. no domínio |z| > 0, n < arg (z) < ir o valor principal da potcncia complexa . . - 

—z°=az a ~ 1 . 

dz 

Isso demonstra que a regra de potência (7) da Seção 3.1 se aplica ao valor principal dc uma p 

complexa no domínio especificado. . £ , , - 

Outros ramos da função multivalentc F(z) = t podem ser definidos com o uso da formula em 

0 assumindo valores em outros intervalos de comprimento 2 tt. Por exemplo, /,(*) - ‘ 

77T/4, define um ramo de F cujo corte de ramo ê o raio arg( z) - -ir/4, e o ponto c o íamo e .. 


EXEMPLO 3 Derivada de uma Função Potência 

Determinemos a derivada do valor principal z’ no ponto z= 1 + >■ 
Solução Como o ponto z = 1 + % está no domínio |z| > 0, tt arg (z) 

A - 1 


Ti, dc (9) temos: 


d 


dz 


— i 


d 


— % 


j-i 


. =i(l + i) 
:=!+» v ' 


• \i — 1 


S=l+Í 


de modo que, ^ ' 

Podemos usar (5) para reescrever este valor como 

«(1 + iX 1 =i(l+i)*(l+») _l = i (!+ ,: )‘ Y + i 2 
Além disso, da parte (b) do Exemplo 1, com n = 0, o valor principal de (1 + i)' 6: 


-1 1 -l±i (1 + 1)4 
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de modo que, 


(l + f)‘ = e“ ,r/4+i(l ' >g * 2)/2 , 



^ 2)/2 
2 


0,1370 + 0.29191 


□ 


Comparação corri Análise Real 


( i) Como já mencionado, algumas propriedades de potências reais não são satisfeitas por potências 
complexas. Um exemplo disso é que para potências complexas (ê") n - ^ Z Hil ' . a menos que a. 2 
vSeja um inteiro (Problema. 14 do Conjunto de Exercícios 1.2). 

( vi ) Como no caso de logaritmos complexos, algumas propriedades de potências reais não se apli- 
cam a valores principais de potências complexas. Por exemplo, usando a Definição 4.2.1 e o Te- 
orema 4.1.2, podemos provar que = zf.z? para quaisquer mi meros complexos + e z>. No 

entanto, esta propriedade não se aplica aos valores principais dessas potências complexas. Km 
particular, se z t — - 1 . z 2 = ie a = 1 de (6) temos que o valor principal de ( 1 • i)' é é Ln( ;) = 


+ Contudo, o produto dos valores principais dc ( 1)' e 1 é e’ Lll( n e ,Lat 


e + 


+2 _ ( q 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 4.2 (Veja Soluções dt Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 
Nos Problemas 1 ti. determino todos os valores da potência complexa dada. 

1. (-1) 31 2. 3 2i/,r 

3. (1+í) 1_,; 4. (l + U3i) i 

5. (— i)' 6. (et) - ^ 2 

Nos Problemas 7 12. determine o valor principal da potência complexa dada. 

7. (-1)” 8. 3 2i / w 

9. 2 4 ’ 10. i i/n 

11. (l + 12. (1+i) 2 1 

z ai 

13. Comprove que - — = z ai ~ a 2 para z 0. 

Z a 2 

14. (a) Comprove que ( 2 ?)" :: 2 '“’ para 2 ? 0 e n inteiro. 

(b) Dê um exemplo que ilustre o fato de que. para 2 ^ 0. é possível que ^ Z' 1 "'-. 

Nos Problemas 15-18. determine a derivada da função dada no ponto especificado. Admita que 2 " representa o valor 
principal da potência complexa definida 110 domínio |r| 0, tt - argú) 7 r. 

15. z 3/ “; z = 1 + l 1G. z 2l \ z — i 

17. 2 1+i ; 2=1 + x/3 i 18. 2 V ' 2 ; 2 = -i 


Foco em Conceitos 


19. Para qualquer número complexo 2 ^ 0, calcule 2 0 . 

20. Se a — x + iy , com x — 0. ±1. ±2, ... , o que pode ser dito sobre l' 1 ? 

21. Mostre que, se o = 1/ u. onde n é um inteiro positivo, o valor principal de 2 " 6 igual à raiz enêsima principal dc 2 . 

22. (a) Mostre que, se a for um número racional (ou seja, a — rn/n , onde m o n são inteiros sem fator comum), 2 " 

tem um número finito de valores. 

(b) Mostre que. se a for 11111 número irracional (ou seja, não for um número racional), 2 “ tem um número infinito 
de valores. 

23. Qual(is) da(s) identidade(s) listadas em (5) se aplica(m) ao valor principal de 2 "? 

24. Uma propriedade útil de números reais é x"y" = (xy) ü . 

(a) A propriedade z'ud — (zw) a é válida para potências complexas? 

(b) A propriedade 2 “ ut l = (zw)° é válida para o valor principal de uma potência complexa? 
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Tarefas para o Laboratório de Computação 


A maioria dos SACs dispõe de uma função interna para calcular o valor principal de uma potência complex? 
exemplo, crn Mathematica o comando (a + b I)'(c + d I) é usado para. esse fim. O comando N[(a + b I)'(c + •: 
calcula uma aproximação para esse valor. Por exemplo. Mal hrmatica indica que N[(l + 2 I)~(3 + 2 I)] c apro. 
damente 0,2647 1.19227 


Nos Problemas 25-30, use um SAC para calcular o valor principal da potência complexa dada. 
25. (1-5 i)* 26 . 5 5-2 * 

28. (1 — 4i) 1+3i 
30. (l-3i) 1/4 


27. (2 - i) 3+2i 


29. (1 + j) (1+i)l+i 




4.3 Funções Trigonométricas e Hiperbólicas 


Nesta seção definiremos funções trigonométricas c hiperbólicas complexas. Como no caso das Hu • 
complexas e c Ln z definidas em uma seção anterior, essas novas (unções reproduzem as corresponc 
tes funções reais para entrada real. Além disso, mostraremos que as funções trigonométricas e ln. 
bólicas complexas têm as mesmas derivadas e satisfazem muitas das identidades satisfeitas por fim.: 
trigonométricas e hiperbólicas reais. 



4.3.1 Funções Trigonométricas Complexas 


Sc x for uma variável real. da Definição 4.1.1 temos: 


e lx = cos x + i senx - 


e vx = cos x — i semr. 


Somando estas duas equações c simplificando, obtemos uma equação que relaciona a função cosseii* 
à função exponencial complexa: 

^ ix 


COS X = 


Dc modo similar, se subtrairmos as duas equações em (1) obtemos unia expressa para a fuiiçai 
real: 

e ix — £~ ÍX 


sen.T 


2 i 


As fórmulas para as funções cosseno c seno reais dadas em (2) e (3) podem scr usadas para definir as 
ções cosseno e seno complexos. As funções trigonométricas complexas são definidas com a substituiç 
variável real x pela variável complexa 2 em (2) e (3). 


Definição 4.3.1 Funções Seno e Cosseno Complexos 


As funções seno e cosseno complexos são definidas como: 

e iz — e 1Z 

sen . e cos c — 


2 i 


As equações (2) e (3) mostram que as funções seno c cosseno complexos definidas em (4) reproduz- 
funções seno e cosseno reais, respectivamente, para entrada real. A seguir, definimos as funções iam.- 
cotangcntc, secante e cossecante complexas a partir do seno e cosseno complexos: 

sen z cosz 1 1 

tanz = . cotz = , secz = , e esc z = . 

cos 2 sen z cos z sen 2 


Estas funções também reproduzem as correspondentes funções reais para entrada real. 
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j_\EMPLO 1 Valores de Funções trigonométricas Complexas 

-in cada parte, expressemos o valor da. função trigonométrica dada na forma a + ib. 
a cos i (b) sen (2 + 1) (c) tan (n — 2 i) 

Soluç.ão Para cada expressão, aplicamos a fórmula pertinente de (4) ou (5) c simplificamos: 
a) De (4), 




COS l = 


e + e 


e _i + e 


1.5431 


b) De (4). 


sen (2 + i ) = 


e ?:(2+í) _ e ~i(2+i) 

2 i 

e -l+2 i _ e l-2i 

2 i 


e 1 (cos 2 + isen2) - e(cos(— 2) + isen( 2)) 


2 i 


0.9781 + 2,8062? 

.~v_> 



2 i 

« 1,4031 — 0,48911. 

íc) Da primeira fórmula em (5) e de (4), temos: 


( e i{ir-2i) _ e -i(ir-2i)\ Mj _ - i(n-2i ) 

tan (tt - 2 i) = ^ — _ — 


^ e i(7T-2i) _J_ ^-1(77-2?:)^ j 2 ^ e Í(7T-2í) _j_ e -Í(7T-2Í) ) 


2 —2 
e — e 


e 2 + e 


— i » —0 r 96401. 


□ 


Identidades A maioria das familiares identidades satisfeitas por funções trigonométricas reais .se aplica 
a funções trigonométricas complexas. Isso resulta da Definição 4.3.1 e de propriedades da função exponen- 
cial complexa. A seguir, listaremos algumas das identidades trigonométricas mais úteis. Cada resultado 
em (6) (10) é idêntico a seu análogo real. 


sen (~z) — — sen-2 cos (— 2 ) = cos z 
cos 2 2 -P sen 2 z — 1 

sen (z] ± z 2 ) — sen z\ cos z 2 ± cos Zi sen z 2 
cos (zi ± z 2 ) = cos Z\ cos z 2 T sen 2 1 sen z 2 

Vale notar que as fórmulas do arco duplo: 

sen 22 = 2 sen 2 cos 2 cos 2 2 = cos 2 2 — sen 2 2 


( 6 ) 

( 7 ) 

(8) 
( 9 ) 

( 10 ) 

resultam diretamente de (8) e (9). 

Comprovaremos apenas a identidade (7). A prova das restantes é feita de modo similar (Problemas 13 
e 14 do Conjunto de Exercícios 4.3). Para comprovar (7), notamos que de (4) e de propriedades da função 
exponencial complexa especificadas no Teorema 4.1.2 temos 


9 / e + e 

cos" 2 = , 

9 


IZ I _ — xz \ ~ 


e 


2 

sem z - 


e xz _ c xz 

2 i 


i 2iz + 2 + 


? 2?:z - 2 + e~ 2iz 

~T~ 


Portanto. 


— 2 /; 


2 2 e 222 + 2 + e" 22Z - e 2í * + 2 - e 

cos 2 + sen 2 — = 1 . 

1 
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A o la + 


É importante ressaltar que algumas propriedades de funções trigonométricas reais não são sat >: 
pelas correspondentes funções complexas. Por exemplo, |sen x\ < 1 e |cos :/;| < 1 para todo arreai; con- 
do Exemplo 1 temos |cos i\ > 1 e |scn(2 -f i) | > 1, pois |cos i\ ~ 1,5431 e |sen (2 + ?)| ~ 1.4859. Por 
as desigualdades, cm geral, não são satisfeitas para entrada complexa. 

Periodicidade Na Seção 4.1 vimos que a função exponencial complexa é periódica, com peno- . 
ramente imaginário 2iri. Ou seja, mostramos que e zí2 ~' = e\ para todo z complexo. Substituindo : 
nesta equação, obtemos e f - +2TÍ = é' {z+27T) — è z . Logo, e u é periódica, com período real 2 tt. De modo sir 
podemos mostrar e i(z+2v) — e~ h também é uma função periódica, com período real 2 tt. Portanto, d 
nição 4.3.1, temos: 

pi(z+ 27r) _ p-i(z+ 2 k) Az _ p -iz 

sen (z + 2tt) = -f = - — = senz. 

2% 2 1 

Uma asserção semelhante é satisfeita pela função cosseno complexo. Em resumo, 

sen (2 -f 2tt) - sen z e cos (z 4- 2tt ) == cos 2 

para todo 2 . Em outras palavras, (11) mostra que seno e cosseno complexos são funções periódica ~ 
período real 2i r. A periodicidade das funções secante e cossecante advém diretamente de (11) e 
identidades sen (2 + tt) = -sen 2 e cos (2 + tt) = -cos 2 podem ser usadas para mostrar que a tam 
a cotangente complexas são periódicas, com período real tt (Problemas 51 e 52 do Conjunto de E 
cios 4.3). 

Equações Trigonométricas A seguir, voltamos a atenção à solução de equações trigonoméf ri< 
pies. Corno as funções seno e cosseno complexos são periódicas, sempre há infinitas soluções par; 
çÕcs da forma sen 2 = w ou cos 2 = w. Uma abordagem para resolver equações como estas con»*-- 
usar a Definição 4.3.1 em conjunto com a fórmula quadrática. Demonstraremos este método no e: 
seguinte. 


EXEMPLO 2 Solução de Equações Trigonométricas 

Determinemos todas as soluções da equação sen 2 = 5. 

Solução Pela Definição 4.3.1. a equação sen 2 = 5 é equivalente à equação 


e tz — e lz 


2 % 


= 5. 


Multiplicando esta equação por e' e simplificando, obtemos 

e 2iz - 10 ie iz -1=0. 

Esta é uma equação do segundo grau em e r , ou seja. 

e 2iz - 10 ie iz - 1 = (e iz ) 2 —UH (e iz ) -1 = 0. 

Usando a fórmula quadrática (3) da Seção 1.6, a solução de é h 10e' ; 1= 0 é calculada como 

10'i + ( -96) 1/2 


e lz = 


2 


= 5í±2\/6?= (5 ±2^2. 


Para determinar os valores de 2 que satisfazem (12), resolvemos as duas equações exponenciais 
fazendo uso do logaritmo complexo. Se e* z = (5 + 2\/6)z, iz = I 11 (5i 4- 2 \/6i) ou 2 = i ln [(5 4- . 
Como (5 + 2 \/ 6) i é um número imaginário puro e 5 + 2\/6 > 0 . arg[(5 + 2 \/6 ) /] = + 2//7T. Lc . 


-ilog 


5 + 2^6) i 




log t . Í5 + 2v / õ) +i 


ÍIITT 


OU 


(4 Tl + l)/i 
2 


- i log e ffi -h 2v / 6 
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para n — 0, ±1, ±2. ... De modo similar, concluímos que, se e ,; = (5 - 2\/6 )i, z = -i ln [(5 2\/6 )?]. Como 

(5 2 vdi) / é um número imaginário puro e 5 - 2\/6 > 0, arg[(5 - 2 \/6) i] — r 4- 2im, de modo que 


= -i log 





ou 


5 - 2V6J i 

(4 n + l)n 



log e ( 5 ~ 2v6 )+?■(-+ 2n7T 


7 r 


ilog e I 0 


2V6 


(14) 


para n = 0. ±1, ±2, ... Com isso, mostramos que se sen z = 5, 2 é um dos valores dados em (13) ou 
(14). □ 

Módulo O módulo de uma função trigonométrica complexa também pode ser útil na solução de equações 
trigonométricas. Para deduzir fórmulas em termos de x e y para os módulos das funções seno e cosseno, 
primeiro expressamos estas funções em termos de suas partes real e imaginária. Substituindo o símbolo 2 
por x + iy na expressão para sen 2 em (4). obtemos: 

e —y+tx _ e y-tx e —y (cosa: 4- i seria: ) — e y (cosa; — isenx) 


SC112 = 


li 


2 i 


e y + e y \ . ( e y - e y 

= sen x 1 4- ? cos x 


2 


9 


(15) 


e y — e y 


Como as funções seno c cosseno hiperbólicos reais são definidas, respectivamente, por senli y — 

6 y 4 - a~ y ^ 

e cosh x = - — — — , podemos reescrever (15) como 

sen 2 = sen./- cosh y + i cos a: sen h y. ( 1 6 ) 

Cálculo similar nos permite expressar a. função cosseno complexo em termos de suas parles real e imagi- 
,: ia como: 

cos 2 — cos a- cosh y - i sen a: sen h y. (17) 

podemos usai e {Yl \ para dedvvÃt íóiitadas paia os módulos das íunções seno e cosseno com- 
plexos. De (16), temos: 


|sen z\ = p/sen 2 x cosh 2 y + cos 2 x senh 9 1 


Essa fórmula pode ser simplificada com uso das identidades cos- x + scir 1 = 1 e cosh 2 y = 1 + senlr y 
para as funções trigonométricas e hiperbólicas reais: 


| sen 2 1 = \J sen 2 x (l + sentf y) + cos 2 x senlr y 
— p/sen 2 x H- (cos 2 x 4- sen 2 x) senlr y, 


1 / = senh a: 


1 / = -tr x /2 


ou |sen.:| — y sei f r + senlr y. ( 18 ) 

Após cálculo semelhante, obtemos a seguinte expressão para o módulo da função 
cosseno complexo: 



b ) y- cosh .v 

-jnções hiperbólicas reais 


! 1 2 

jeos 2 ] — y cos 2 x 4- senh y. (19) 

Vale recordar do cálculo que a função hiperbólica real senh x é ilimitada na reta 
real (Figura 4.3.1 (a)). Como resultado desse fato, os valores das expressões cm (18) 
e (19) podem ser feitos arbitrariamente grandes com a escolha dc um valor arbitra- 
riamente grande para y. Portanto, as funções seno e cosseno complexos são ilimitadas 
110 plano complexo. Ou seja, não existe urna constante real M dc modo que |sen z\ < 
Aí, para todo 2 em C, assim como não existe uma constante real M de modo que 
Jcos z\ < M. para todo 2 em C. Isto, é claro, é muito diferente do que ocorre com fun- 
ções seno e cosseno reais, para as quais |seu x\ < 1 e |cos x\ < 1 para todo x real. 

Zeros As fórmulas deduzidas para os módulos das funções seno e cosseno comple- 
xos são úteis na determinação de zeros dessas funções. Recordemos que os zeros da 
função seno real ocorrem em múltiplos inteiros de tt, e que os zeros da função cos- 
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seno real ocorrem em múltiplos ímpares dc w/2. Como as funções seno e cosseno complexos repi, J; 
as correspondentes funções reais para entrada real, os zeros das funções seno e cosseno mm Iam » 
zeros das funções seno e cosseno complexos. É natural questionar se as funções seno e cosseno com: 
tem zeros adicionais no plano complexo. Uma forma de esclarecer esta questão consiste em resur 
equações sen z = 0 e cos z = 0. segundo o procedimento apresentado no Exemplo 2. Um meto., 
rente sc baseia no fato de que um número complexo é igual a 0 se e somente se seu modulo for 0. A- 
rcsolver a equação sen z = 0 é equi valente a resolver a equação |sen z| - 0. Usando (18), vemos q 
|sen z\ -- 0, então \/sen 2 x 4- senh 2 y = 0, que é equivalente a: 

sen 2 x + senh 2 y - 0. 


Todo» o.s zeros dc sen 
(‘ tU; cos z suo reais. 

C 


Como sen- x e senh 2 y são números reais não negativos, a ultima equação 6 satisleita se e somente 
x — 0 e senli y = 0. Como sabemos, sen x = 0 quando x = mr, n — U, ±1, ±2, ... t unia mspeçax 
(i' Ura 4 3.1 ( a ) indica que senh y = ü apenas quando y = 0. Portanto, as soluçoes da equaçao sen - 
plano complexo são os números reais * = nr, n = 0, ±1, ±2, ... Ou seja. os zeros da função seno 
plexo são iguais aos zeros da função seno real; não há zeros adicionais da função seno no pUno c. 
xo. Esta situação difere da dc funções polinomiais, para as quais, com frequência, ha zeros adieioi 

plano complexo. . 

De modo similar, podemos mostrar que os únicos zeros da função cosseno complexo sao os nume os 

- = (2 n + l)w/2, n = 0. ±1, ±2, ... (Problema 41 do Conjunto de Exercícios 4.3). Em resumo, tem 

sen 2 = 0 se e somente se 2 = m r, 

(2 71 + 1)7T 




cos 2 = 0 se c somente sc 2 = 


2 


para n = 0. ±1, ±2, ... . 


Analiticidade As derivadas das funções seno e cosseno complexos são determinadas com uso da 
da cadeia (6) da Seção 3.1. Para a função seno complexo, temos: 

ie lz + ie~ tz 



,IZ e 1* 


ll 


d 


ou 


d: 


sen 2 - cos z. 


é uma função inteira. De modo simila: 


COS Z — —i 


Como esta derivada é definida para todo 2 complexo, sen 
mos: 

d_ 
dz 

As derivadas de sen z e de cos z podem ser usadas para mostrar que as derivadas dc todas as funç. .- 
gonométricas complexas têm as mesmas expressões que as das correspondentes funções tngouomc 

ré: 


reais. As derivadas das seis funções trigonométricas complexas sao Estadas a seguir. 


Derivadas de Funções Trigonométricas Complexas 


d 

d 

— sen 2 = cos .2 

— cos 2 = — sen 2 


d 


tan z = sec 2 2 


d: 


d , 2 

cot 2 = - CSC- 2 

dz 




d 


d 


— sec 2 = sec 2 tan 2 
dz 


- esc 2 — — esc 2 cot 2 
dz 


anf 


As funções seno c cosseno são inteiras, mas as funções tangente, cotan gente, secante e c issecau J 
alíticas apenas nos pontos cm que o denominador é não nulo. De (20) e (21), vemos que as 
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:: gente e secante tem singularidades em z = (2 n + 1 )7t/ 2, para n = 0, ±1, ±2. ... enquanto as funções 
' ingente e cossecante têm singularidades em z — rnr. para n = 0 , ±1, ±2 


transformação Trigonométrica A seguir, discutiremos a transformação complexa w = sen z do 
•no z no plano w. Como sen z é periódica, com período real 2 tt. esta função assume todos os valores 
qualquer fita vertical x^ < x < Xq + -oo < y < oc. De forma semelhante à usada para estudar a 
ansformação exponencial w = er, podemos estudar a transformação w = sen z em todo o plano complexo 


-lisando-a em qualquer uma dessas fitas. Consideramos, por exemplo, a fita -tt ■ x < tt. oo < y oc. 
ates de examinarmos a transformação complexa w = sen z nesta fita. observemos que sen znão é biuní- 
a nesta região. Por exemplo, z, = 0 e z, = tt estão nesta região e sen 0 — sen tt = 0. Da identidade sen 
- 4- tt) = sen z, vemos que a imagem da fita -tt < x < tt/2, oo < y < oo é a. mesma que a imagem da 
-ta tt/2 x < 7 r, -oo y < oo, sob w = sen z. Por conseguinte, para entendermos a transformação w — 
-í 2 em todo o plano z, basta considerá-la na região tt/2 x < tt/2, oo < y oo. O Problema 45 do 
iijunto de Exercícios 4.3 pede que seja mostrado que a função seno complexo é biunívoca no domínio 
~ 2 < x < tt/2, -oo < y < oo. 


EMPLO 3 Transformação w =■ sen z 

rscrevamos a imagem da região tt/2 < x < tt/2. oc < y oo, sob a transformação complexa, w = 
-en z. 


oolução Como no caso da transformação exponencial, discutida na Seção 4.1, uma abordagem a este pro- 
-eina consiste em determinar a imagem de retas verticais x = a, com -tt/2 < a < tt/2 , sob w — sen z. 
Assumamos, por ora, que a ^ -tt/2, 0 ou tt/2. De (16), a imagem da reta vertical x — a sob w = sen z é 
.ada por: 


u = sen a cosh y, v = cos asenh y, — oo < y < oo. 


(22) 


eliminamos a variável y cm (22) e obtemos uma única equação cartesiana relacionando u e v. Como 
~ 2 < a < tt/2 e a ^ 0 . sen a ** 0 e cos a^O; de (22), temos cosh y = e senh y — V . A identi- 


seri a 


cos a 


iade cosh 2 y - senh 2 y = 1 para funções hiperbólicas reais leva à seguinte equação: 

(— ) a -(— ) a = 1 - 
v sen o / V cos a / 


(23) 


A equação cartesiana, em (23) é uma hipérbole com vértices em (± sen n, 0) e assintotas oblíquas 

— ± ( ) u. C omo o ponto (a, 0) está na reta x = a. o ponto (sen a. 0) deve est ar na imagem da. reta. 

\sen a / 

Portanto, a imagem da reta vertical x — a, com 7 t /2 < a < tt/2 e a ^ 0, sob w — sen z é o ramo* da hi- 
pérbole (23) que contém o ponto (sen a. 0). Como sen ( z) = -sen z para todo z, a imagem da reta x = a 
o ramo da hipérbole (23) que contém o ponto ( sen a, 0). Ilustramos esta propriedade de transformação 
ie w — sen z na Figura 1.3.2, onde as retas verticais mostradas em cinza na Figura 1.3.2(a) são mapeadas 
nas hipérboles mostradas em preto na Figura 4.3.2(b). A reta x — tt/3 é mapeada no ramo de hipérbole 
me contém o ponto (|\/3, ü); a reta x— tt/6 é mapeada no ramo de hipérbole que contém o ponto (|, ü). 

De modo similar, a reta x = tt/ 3 é mapeada no ramo de hipérbole que contém o ponto (-1^/3, 0), e a 
reta x— -7t/6 é mapeada no ramo de hipérbole que contém o ponto ( — , ü). 

As imagens das retas x = 7t/2, x = tt/ 2 e x = 0 não podem ser determinadas de (23). Contudo, de 
22) vemos que a imagem da reta x = — 7t/ 2 é o conjunto de pontos u < 1 no eixo real negativo, que a 

imagem da reta x = 7t/2 é o conjunto de pontos u > 1 no eixo real positivo c epie a imagem da reta x — 
i é o eixo imaginário u — 0 (Figura 4.3.2). Em resumo, mostramos que a imagem da fita vertical infinita 
:r/2 < x < tt/2, oc < y < oc, sob w = sen z é todo o plano w. □ 


Xão devemos confundir este termo com o ‘ramo de uma. função multi valente". 
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(a) Região -n/2<x<n/2 


(h) Imagem da região em (a) 


Figura 4.3.2 Transformação w = sen z 


No Exemplo 3 a imagem também poderia ser determinada usando segmentos de retas horizoir 
b. tt/2 < x < tt/ 2 no lugar dc retas verticais. Neste caso. as imagens são dadas por: 


u = sen x cosh ò, v = cos a^senh b. - — < x < — . 

2 2 


Quando b ^ 0, este conjunto também é dado pela equação cartesiana: 


/ u 


; 


2 +r-^v=i. 


cosh b) \ scnli b) 


que descreve uma. elipse que cruza o eixo u em (rbcosh b. 0) e o eixo v em (ü, ±sen b). Se b 
gcm do segmento de reta y — b é a metade superior da elipse definida por (24), e a imagem do _ 
de reta y = b é a metade inferior desta, elipse. Portanto, os segmentos de retas horizontais mostre 
cinza, na Figura 4.3.2(a) são mapeados nas elipses mostradas em cinza na Figura 4.3. 2(b). Os se_. 
de retas horizontais mais internos são mapeados nas elipses mais internas, o par de segmentos 
horizontais intermediários é mapeado nas elipses intermediárias e os segmentos de retas horizontr 
ex ternos são mapeados nas elipses mais externas. Como observação final, notemos que se b = ü. a li- 
do segmento de reta y — 0 , — 7r/2 < x < tt/2. é o segmento de reta -1 < u < 1, v = 0 , no eixo real 
A transformação w = cos z pode ser analisada de modo similar ou, como cos z = sen ( z + tt 
podemos interpretar a transformação w = cos z como uma composição da translação w = z + ■ 
transformação w = sen z (Problema 46 do Conjunto de Exercícios 4.3). 


4.3.2 Funções Hiperbólicas Complexas 


As funções seno hiperbólico e cosseno hiperbólico reais são definidas com base na função exponen 
da seguinte forma: 


senh x = 


e x - e~ x 


e cosh x = 


e x + e 


— X 


2 2 

As funções seno hiperbólico e cosseno hiperbólico complexos são definidas de forma análoga, com 
função exponencial complexa. 


Definição 4.3.2 Seno e Cosseno Hiperbólicos Complexos 


As funções seno hiperbólico e cosseno hiperbólico complexos são definidas por 


senh z 


e — e 


2 


e 


>sl I 2 = 


e + e 


o 


Como a função exponencial complexa reproduz a função exponencial real para entrada real, (25 
que as funções seno hiperbólico c cosseno hiperbólico complexos com entrada real reproduzem as : 
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seno hiperbólico e cosseno hiperbólico reais. No entanto, diferentemente das funções hiperbólicas 
reais, cujos gráficos são mostrados na Figura 4.3.1, as funções hiperbólicas complexas são periódicas 
* e tem infinitos zeros (Problema 50 do Conjunto de Exercícios 4.3). 

As funções tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbólicas complexas são definidas em termos 
de senil z e de cosh 2: 

SPTln r POffh 7 

tanh 2 — — - — , cotli z — — - — , sech 2 = — - — e csch 2 = — - — . (26) 

cosh 2 senh 2 cosh 2 senh 2 

Vale observar que as funções seno e cosseno hiperbólicos são inteiras, pois as funções cee são intei- 
ras. Além disso, usando a regra da cadeia (6) da Seção 3.1, temos: 

e z + e~ z 


d d ( e~ - e z 

dz dz \ 2 


2 


ou 


Cálculo similar para cosh 2 leva a: 


d 

dz 


d_ 

dl 


senh z = cosh z. 


■ seul 


As derivadas das quatro funções hiperbólicas restantes podem ser calculadas usando (26) e a, regra para 
o quociente (5) da Seção 3.1. 


Derivadas de Funções Hiperbólicas Complexas 


senh 2 = cosh 2 
sech 2 . 


? cosh, 
dz 


d 

— tanh 2 
dz 


d 

dz 


dz 


sech z = —sech 2 tanh 2 


senh 2 

n 

coth 2 = —csch 2 

— cscli2 coth 2 


-- csch.2 
dz 


Relações com Seno e Cosseno As funções trigonométricas reais e hiperbólicas reais têm muitas 
propriedades similares. Por exemplo. 

— — sen x = cos x e — — senh x = cosh x. 

dx dx 


Apesar de notações parecidas e similaridades entre as respectivas séries de Taylor, não exista uma forma 
simples para relacionar funções trigonométricas reais e funções hiperbólicas reais. No entanto, no caso de 
funções trigonométricas complexas e funções hiperbólicas complexas há uma conexão bela e simples entre 
as mesmas. Para deduzir essa relação, substituímos 2 por iz 11a definição de senh 2 e, então, comparamos 
o resultado com (4): 


senh (iz) = 


p í* 


e 


IZ 


e 


-iz 


2 


2 i 


— % sen 2, 


ou — i scnli (iz) = sen 2. 

De modo semelhante, se substituirmos 2 por iz 11a expressão para sen 2 e compararmos o resultado com 
(25), concluímos que senh 2 = i sen (iz). Repetindo esse procedimento para cos 2 e cosh 2, obtemos as 
seguintes relações importantes entre funções trigonométricas e hiperbólicas complexas: 

sen 2 = — zsenh (iz) e cos 2 = cosh (iz) (27) 

senh 2 = — i sen (iz) e cosh 2 = cos (iz ) . (28) 
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Relações entre as outras funções trigonométricas e hiperbólicas complexas podem ser obtidas de _ 
de ( 28 ). Por exemplo, 


tan (iz) 


sen(^) 
cos (iz) 


i senil 2 

: — = i tanh 2. 

cosh 2 


Podemos, ainda, usar ( 27 ) e ( 28 ) para deduzir identidades hiperbólicas a partir de identidades trk 
métricas. Cada um dos resultados em ( 29 ) ( 32 ) é idêntico ao correspondente real. 

senli (—2) = —senil z cosh (—2) = cosh 2 
cosh 2 2 —senli 2 2 = 1 

senli (21 ± 22) =sonli z\ cosh zo ± cosh 21 senh 22 

cosh (21 ± 22) = cosh 2] cosh 22 ±senh z\ scnli 22 _ : 


Mo próximo exemplo comprovaremos a fórmula de adição dada em ( 32 ). As outras identidades podei. 
comprovadas de modo semelhante (Problemas 29 e 30 do conjunto de Exercícios 4 . 3 ). 


EXEMPLO 4 Uma Identidade Hiperbólica 

Comprovemos que cosh(2 l + 2,) = cosh s, cosh z 2 4 - senh 2, senli z 2 , para todos os complexos 2, e 2 

Solução De ( 28 ), cosh(2 1 + z>) = cosh(Í2, + iz 2 ) , de modo que a identidade trigonométrica ( 9 ) e a> 
ções ( 28 ) e ( 29 ) levam a: 

cosh (21 + 2 2 ) = COS (ÍZ\ + iz 2 ) 

— cos iz\ cos ÍZ‘2 — senz2i sen iz 2 
= cos iz\ cos iz‘2 + (— i sen iz \ ) (—i sen 222) 

= cosh z\ cosh 22 + senli 21 senli z 2 . 

As relações entre funções trigonométricas e hiperbólicas complexas dadas era ( 27 ) e ( 28 ) também m 
permitem determinar a ação de funções hiperbólicas como transformações complexas. Por exemplo, 
senh 2 — isen(iz), a transformação complexa w = senh 2 pode ser considerada uma composição da- =3 
transformações complexas: w = iz, w = sen 2 e w = - iz (Problema 47 do Conjunto de Exercícios 4 . 


Comparação com Análise Real 


M 


(ri) 



Na análise real. a função exponencial é apenas uma de várias funções elementares iguálim 
importantes. Na análise complexa, 110 entanto, a função exponencial complexa assume um : 5 
pel muito mais significativo. Todas as funções elementares complexas podem ser definidas * : 
termos apenas das funções exponencial e logarítmica complexas. Um terna recorrente 110 est & 
de análise complexa é o emprego das funções exponencial e logarítmica para calcular vai . - 
de diferenciar, integrar e efetuar transformações com funções elementares. 

As funções de uma variável real x senh xo. cosh .ruão são periódicas. Em contraste, as fmr. — 
complexas senh 2 e cosh 2 são periódicas (Problema 49 do Conjunto de Exercícios 4 . 3 ). Al 
disso, cosh x não tem zeros e senh x tem apenas um zero em x — 0 (Figura 1 . 3 . 1 ). Cada 
das funções complexas senh z e cosh 2, por sua vez, tem infinitos zeros (Problema 50 do C 
junto de Exercícios 4 . 3 ). 

Como a função seno complexo é periódica, a transformação w — sen 2 não é biunívoca 110 p. jé 
complexo. A construção de uma superfície de Riemann para esta função, na forma descrita : — 
Observações ao final das Seções 2.4 c 4 . 1 , nos ajudará a visualizar a transformação comp. jl 
w — sen 2. Para construir uma superfície de Riemann. consideremos a transformação no q - 
drado S u definido por tt /2 < x < tt/ 2 . tt /2 < y < tt/ 2 . Do Exemplo 3 . determinamos q • 
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quadrado 5 n mostrado na Figura 4.3.3(a) é mapeado na região elíptica E mostrada na Figura 
4.3. 3(1)). De modo similar, o quadrado adjacente 5j, definido por tt/2 < x< 3 tt/2, w/ 2 < y < 
w/2, também é mapeado em E. 

A construção de uma superfície de Riemann se inicia com duas cópias de E. E {) e E u para repre- 
sentar as imagens de S {} e S v respectivamente. A seguir, cortamos E fí e Fj ao longo dos segmentos de 
retas no eixo real, de 1 a cosii (w/2) e de 1 a cosh (w/2). Como mostrado na Figura 4.3.4, o seg- 
mento mostrado em cinza na fronteira de S 0 é mapeado no segmento mostrado em preto na fronteira 
de E lt ; o segmento tracejado mostrado em cinza na fronteira de S 0 é mapeado no segmento tracejado 
mostrado em preto na fronteira de E 0 . De modo análogo, os segmentos em cinza na fronteira de òj 
são mapeados nos segmentos pretos na fronteira de £j. Parte da superfície de Riemann consiste nas 
duas regiões elípticas E n e E v com os segmentos contínuos pretos unidos um ao outro, assim como 
os segmentos tracejados pretos. Para completar a superfície de Riemann, para cada inteiro n toma- 
mos uma região elíptica E u , que representa a imagem do quadrado S„ definido por (2 n L )tt/2 < 
x < (2 n -F l)w/2. w/2 < y < tt/2. Cada região E n é cortada na forma em que o foram E {) e E\\ a 
seguir. E. é colada a E n , ao longo das respectivas fronteiras, como feito com E (x e E x . Esta superfície 
de Riemann é posicionada no espaço xy.% como ilustrado na Figura 4.3.5. 



Figura 4.3.3 Transformação w = sen z 



Figura 4.3.4 Regiões elípticas 
cortadas f 0 e f, 



Figura 4.3.5 Superfície de Riemann 
para iv = sen z 


* 

CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 4.3 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Iwyiur aojinal do livro.) 

4.3.1 Fimções Trigonométricas Complexas 


Nos Problemas 1 8. expresse o valor da função trigonométrica dada na forma a 4- ib. 


1. sen(4i) 

2. cos ( — 3 i) 

3. cos (2 — 4i.) 

4. sen(l-M) 

5. tan (2i) 

6 . cot ( 7 r 4- 2 i) 

7. sec(|-i) 

8. esc (1 + i ) 

Nos Problemas 9-1! 

2 , determine todos os valores complexi 

9. sen 2 = i 

10. COS 2 = 4 

1 1 . sen 2 = cos 2 

12. cos z — x sei 12 


Nos Problemas 13 1G, comprove a identidade trigonométrica dada, 

13. sen(-z) = — seru 14. cos ( z\ 4- z-i ) — coszi cos 22 — sen2i sen 22 

15. cõsz = cos z 16. seníz — =— cos 2 
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Nos Problemas 17-20, determine a derivada da função ciada. 

17. sen(z' 2 ) 18- cos(ie~) 

19. ztan* 20. sec (z 2 + (1 - i)z + i) 

z 


4.3.2 Funções Hiperbólicas Complexas 

Nos Problemas 21 -24. expresse o valor da função hiperbólica dada na forma a -H ib. 

21. cosh (ttã) 22. senh 

23. cosh(l + £*) 24. tanh (2 + Si) 

Nos Problemas 25-28. determine todos os valores complexos 2 que satisfazem a equação dada. 
25. cosh z = i 26. senhz = — 1 

27. senh 2 = cosh 2 28. senh 2 = e~ 

Nos Problemas 29 32, comprove a identidade hiperbólica dada. 

29. cosh"’ 2 — senh 2 2 = 1 

30. senh (21 + z 2 ) = senh 21 cosh z 2 + cosh z\ senh 22 

31. | senh z| 2 = senh 2 x pseir y 

32. Im (cosh 2 ) = senli x sen y 

Nos Problemas 33 36. determine a derivada da íunção dada. 

33. sen z senh 2 34. tanli 2 

35. tanh (iz — 2) 36. cosh (iz + 


Foco em Conceitos 


37. A fórmula de Euler afirma que é' = cos 0 + i sen 0. para qualquer mimero real 0. Prove que. na verdad- 
cos 2 + i sen 2 para qualquer número complexo 2 . 

38. Resolva a equação sen 2 = cosh 2 igualando as partes real e imaginária. 

39. Se sen 2 = a. com 1 < a < 1 . o que pode ser dito a respeito de 2 ? Justifique sua resposta. 

40. Sc |sen z\ < 1, o que pode ser dito a respeito de 2 ? Justifique sua resposta. 

41. Mostre que todos os zeros de cos 2 são 2 = (2 n +1)tt/ 2, para n = 0, ±1. ±2. ... 

42. Determine todos os valores de 2 tais que |tan z\ = 1. 


43. 


44. 


Determine as partes real e imaginária da função sen 2 
qualquer ponto. 

Sem calcular derivadas parciais, explique por que sen 


e as use para mostrar que esta função não é anai v 
.7: cosh y e cos x senh y são funções harmônicas em 


45. 

46. 

47. 


48. 


49 . 


Prove que sen 2 é uma função bi unívoca no domínio — tt/2 < x < 7t/2, -oc <y < 00 . 

Use a identidade cos 2 = sen (z + \ tt) para determinar a imagem da região 7 r< x < 0 sob a transforma 
cos 2 . Descreva as imagens de retas verticais e horizontais na região. 


Use a identidade senh 2 = -i sen ( iz) para determinar a imagem da região 1 r/2 < y < 7 r/2, 00 - .1 
transformação w = senh 2 . Descreva as imagens de retas verticais c horizontais 11 a região. [Sugestão: a kh 
implica que w — senh 2 é uma composição de transformações lineares e a transformação complexa 11 

Determine a imagem da região definida por tt/2 < x < 7t/2. y > 0, sob a transformação w = (sen 2) 1 . 


representa a função raiz quarta principal. 

Determine o período de cada uma das seguintes funções complexas: 
(a) cosh 2 (b)scnli 2 (c) tanliz 
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50. Determine todos os zeros de cada uma das seguintes funções complexas: 

(a) cosh z (b) senh z 

51. Comprove as seguintes identidades: 

(a) sen(z + 7r) = —sen z (b) cos (z + 7r) = — cos z 

52. Use as identidades do Problema 51 o mostre que tan zé uma função periódica, com período real tt . 


4.4 Funções Trigonométricas e Hiperbólicas Inversas 

Ao Professor: nesta seção apresentaremos as funções trigonométricas e hiperbólicas complexas inversas. 
Este material pode ser omitido sem afet ar o desenvolvimento de tópicos nos capítulos subsequentes. 

A função logarítmica complexa ln z foi definida na Seção 4.1 para resolver equações da forma e" = 
Como a função exponencial complexa é periódica, existem infinitas soluções para equações como 
esta e. em consequência, ln r é necessariamente uma função multivalente. Nesta seção repetiremos este 
procedimento para, equações que envolvem funções trigonométricas e hiperbólicas complexas. Como 
funções trigonométricas e hiperbólicas complexas são periódicas, suas funções inversas são nmltivalen- 
tes. Além disso, como as funções trigonométricas e hiperbólicas complexas são definidas em termos da 
função exponencial complexa, suas inversas envolverão o logaritmo complexo. 

Seno Inverso Em (11) da Seção 4.3 concluímos que a função seno complexo é periódica, com período 
27 t. Também concluímos que a função seno mapeia o plano complexo no plano complexo, on seja. Img(sen 
z) = C (Figura 4.3.2). Estas duas propriedades implicam que para, qualquer número complexo z existem 
infinitas soluções w para a equação sen w = z. Uma fórmula explícita para w é deduzida segundo o proce- 
dimento usado no Exemplo 2 da Seção 1.3. Iniciamos usando a Definição 4.3.1 para reescrever a equação 
sen w = z como: 




2 i 


— z ou e 


2 iw 


2 ize iw -1 = 0. 


Como f? m 2izé' r 1 = l) é uma. equação do segundo grau em e. “\ podemos usar a, fórmula quadrática (3) 
da Seção l.G para calcular e tw : 


e ia = iz+ (1 -z 2 )' /2 . 


( 1 ) 


Já que usamos a fórmula quadrática, devemos ter em mente que a expressão (1 zr )F 2 em (1) representa 
as duas raízes de 1 ,r. Por fim. resolvemos para w usando o logaritmo complexo: 


iw = ln 


iz 


+ (i - , 2 ) 


2\l/2' 


ou w = —i ln 


zz + (1 - z 2 ) 


2\l/2 


( 2 ) 


Cada valor dc w obtido da segunda equação em (2) satisfaz a equação sen w — z. Portanto, denominamos 
a função multivalente definida pela segunda equação em (2) seno inverso. Resumimos esta discussão na 
seguinte definição: 


Definição 4.4.1 Seno Inverso 

A função multivalente sen 1 z definida por: 

sen -L 2 = -i ln 

é denominada seno inverso. 


ú + (l-; 2 ) 


1/2 


(3) 


Oeasionalmente também chamaremos o seno inverso de aresen e denotaremos esta função por aresen 
z. Fica claro de (3) que o seno inverso é multivalente, pois é definido cm termos do logaritmo complexo ln 
z. Vale a pena repetir que a expressão (1 r) 1 - em (3) representa as duas raízes quadradas de 1 z\ 


162 


Capítulo Quatro 


EXEMPLO Valores de Seno Inverso 

Determinemos todos os valores de sou 1 \/5. 

Solução Fazendo z= \/5 em (3), obtemos: 


sen 1 \fb = —i ln 


= — i ln 


iVE+l i - 


iV5 + (-4) l/2 



1 / 2 ' 


Usando (4) da Seção 1.4, a,s duas raízes quadradas ( 4) 1 2 de -4 são calculadas como 4=2 z. de modo 


sen 


1 y/b = —i ln iyj 5 4= 2 i 


= —i ln 



5 ± 2 )i 


Como (Vã ± 2) zé um número imaginário puro com parte imaginária positiva (tanto y/b 4- 2 como 
2 são positivos), temos |(\/5 4= 2) z| = y/b ±2e arg [(\/5 ± 2) z] = n/2. Assim, de (11) da Seção 4.1, t 


ln 


^\/5 4= 2^ z = log e ^\/5 ± 2^ 4- i -r 2m^j 


para n = 0, =tl, ±2. ... Esta expressão pode ser simplificada se observarmos que 

log c (v/5 - 2) = log p = lo Se 1 - lo Sc (v/5 + 2) = 0 - log„ (v/5 + 2) , 

de modo que log c (\/5 ± 2) = ± log r (\/5 4- 2). Portanto, 


— i ln 



5 4= 2 z 




— z 


logc 



5 ± 2 ) + i ( — 4- 2nn 



± log e ( v 5 4- 2 ) 4- i 


. (4n 4- l)7r 


e 


sen 


-1 




(4n 4- l)7r 


± i logp 4- 2 



para n = 0, 4=1 , 4=2, 


Cosseno e Tangente inversos O procedimento usado para determinar o seno inverso pode > • 
cilmente modificado para resolver as equações cos w — z c tan w = z. Isso leva à definição do cosscl 
verso e da tangente inversa: 


Definição 4.4.2 Cosseno Inverso e Tangente Inversa 


A função mu Iti valente cos 1 definida por: 

cos 1 = —i ln 


-bi(l-V) 


1/2 


é denominada cosseno inverso. A função multivalente tan 1 z definida por: 


tan 1 + — - ln 


i 4 " z 


1 . — z 


é denominada tangente inversa. 


As funções cosseno inverso e tangente inversa são nmltivalent.es. pois são definidas em termos 
gari Imo complexo ln 2. Como no caso do seno inverso, a expressão (1 - 2 2 ) 1 " em (4) representa a.- 
raízes quadradas do número complexo 1 - zr. Cada valor de w = cos 1 z satisfaz a equação cos w = . 
mesma forma, cada valor de w = tan 1 2 satisfaz a equação tan w = z. 


Ramos e Analiticidade Seno inverso c cosseno inverso são funções multivaleiites que podem sei 
unívocas com a especificação de um único valor da raiz quadrada usada na expressão (1 2 ?) 1/2 e 
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único valor do logaritmo complexo usado em (3) ou (4). A tangente inversa, por sua vez, pode ser feita 
unívoca com a especificação de um único valor para ln z . Por exemplo, podemos definir a função /, que dá 
um valor do seno inverso se usarmos a raiz quadrada principal e o valor principal do logaritmo complexo 
em (3). Se, digamos, z = \/5, a raiz quadrada principal de 1 (\/5)~ = 4 é li. e 

Lu (iy/ò + 2z ^ = log e ^\/5 + 2^ + ni/2. 

Identificando estes valores em (3), obtemos: 

f l (v/õ) = ( - i log e (n/ 5 + 2) ~ 1,5708 - l,4436i. 

Assim, vemos que o valor da função /, em z = n/ 5 é o valor dc sen 1 VE associado a n = 0 c à raiz qua- 
drada 2 i no Exemplo 1. 

TJm ramo de uma função trigonométrica inversa multivalente pode ser obtido com a escolha de um íamo 
da função raiz quadrada e de um ramo do logaritmo complexo. A determinação do domínio de um ramo 
definido desta forma pode ser muito trabalhosa. Como este é um texto introdutório, não prosseguiremos 
na discussão desse tema. No entanto, as derivadas de ramos de funções trigonométricas inversas são cal- 
culadas com facilidade por meio de diferenciação implícita. Para entender isso. suponhamos que } x seja. um 
ramo da função multivalente F(z) = sen 1 z. Se w = sabemos que * = sen w. Diferenciando os dois 

lados desta última equação em relação a ze aplicando a regra da cadeia (6) da Seção 3.1, obtemos. 


1 = cos w • 


dw 

dz 


ou 


dw 

dz 


1 

COS w 


( 6 ) 


Agora, da identidade trigonométrica cos 2 w + sen 2 w = 1 temos cos w = (1 - sen 2 w)' "' e, como z - sen 
w, isso pode ser reescrito como cos w = (1 z 2 ) 1 A Portanto, após substituir esta expressão para cos w em 

(6), obtemos o seguinte resultado: 

dw 1 

■ fl{z) = Tz = (l_ z 2 )l/ 2 - 

Sc o ramo J\ for denotado como sen ' z, esta fórmula pode ser posta de uma forma mais simples: 


1 


sen z = 


(1 — z 2 ) 1/2 

Devemos, contudo, ter o cuidado de usar o mesmo ramo da. função raiz quadrada que definiu sen z quan- 
do calcularmos valores de sua derivada. 

Dc modo análogo, derivadas de ramos do cosseno inverso e da tangente inversa podem ser determinadas. 
Nas fórmulas a seguir, os símbolos sen 1 z, cos 1 ze tan 1 z representam ramos das correspondentes funções 
mui ti valentes. Essas fórmulas para as derivadas se aplicam apenas nos domínios destes ramos. 


Derivadas de Ramos de sen ^ cos 1 z e tan 1 2: 


dz 


•sen J z — 


(1 - z 2 ) 


2 A/ 2 


(7) 


d_ 

dz 


cos z 


d - /ã /2 


( 8 ) 


d 1 

■- tan z = 


1 4 z 


2 


(9) 


Ao calcular o valor dc uma derivada usando (7) ou (8), devemos usar a mesma raiz quadrada usada 
para definir o ramo. Essas fórmulas são similares àquelas para as derivadas das correspondentes funções 
trigonométricas inversas reais. A diferença entre as fórmulas reais e complexas reside 11 a necessária escolha 
específica de um ramo da função raiz quadrada para ( / ) e (8). 
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EXEMPLO 2 Derivada de um Ramo do Seuo Inverso 

Seja seu 1 z a representação do ramo do seno inverso obtido com o emprego dos ramos principai, 
quadrada e do logaritmo complexo, definidos cm (7) da Seção 4.2 e (19) da Seção 4.1, resper 
Determinemos a derivada, desse ramo em 2 = i- 

Solução Notemos que este ramo é diferenciável em z = i, pois 1 - r = 2 não está 110 corte d< 
ramo principal da função raiz quadrada, c i(i) + (1 r)' 2 = -l + \/2 nao esta no corte de ram- 
principal do logaritmo complexo. Assim, de (7), temos: 


d 

Tz 


sen 1 z 


s= i " (1 - z 2 ) 1 / 2 


z—i 


(1_ í 2)1 / 2 a^- 


Usando o ramo principal da raiz quadrada, obtemos 2 1 ' 2 _ y/2. Logo. o valoi da derivada f 

±,V2. 


Vale observar que o ramo do seno inverso usado no Exemplo 2 não é definido em, digamos, z 
o ponto 1 - (\/5) 2 = -4 está uo corte <le ramo do ramo principal da raiz quadrada. Podemos c>, 
um ramo diferente da raiz quadrada que seja definido neste ponto. Por exemplo, consideremos 
da função raiz quadrada /*(*) = y/r*»/*, 0<8< 2*. Como 4 = 4e», temos 2 ( 4) = 2a bc <kj 


1 


sen 1 2 como o ramo do seno inverso obtido com o uso do ramo f, da raiz quadrada e do ramo 
do logaritmo complexo, então: 


sen 1 y/5 — -7T — i log e ^n/ 5 4- 2^ e sen 




1 

2 


Punções Hiperbólicas Inversas A discussão anterior de funções trigonométricas inversas 
repetida para funções hiperbólicas. Isto leva à definição das funções hiperbólicas inversas listadas 


repe 

Mais uma vez, essas inversas são 


definidas em termos da exponencial complexa. 


Definição 4.4.3 Seno, Cosseno e Tangente Hiperbólicos Inversos 

As funções mui ti valentes senli 1 , cosh 1 c tanh l , definidas poi 


seiih 1 z — ln 


í i ,\i/2 

2+ {z~ + ] ) 


cosh 1 z — ln 

, 1, 

tanh z = - ln ^ 


+ (^ 2 -l) 

l + z 


i j'i 


são denominadas seno hiperbólico iuverso. cosseno hiperbólico inverso e tangente hiperbólica im 

respectivamente. 


As expressões (10)-(12) na Definição 4.4.3 nos permitem resolver equações envolvendo limce- 

bólicas complexas. Em particular, se w = senh 1 z, senli w — z; se w = cosh 1 z, cosh w — ^ e sc 11 

tanh w = z. . , 

Ramos de funções hiperbólicas inversas são definidos com a escolha de ramos da raiz quadra 

logaritmo complexo ou, no caso da tangente hiperbólica inversa, apenas com a escolha de um r 

logaritmo complexo. A derivada de um ramo pode ser determinada por meio de diferenciação m 

O resultado a seguir dá fórmulas para derivadas de ramos de funções hiperbólicas inversas. Nessas 

las, os símbolos senh 1 z, cosh 1 z e tanh 1 z representam ramos das correspondentes funções hiper t 

ii i versas multi valentes. 


Funções Elementares 


165 


Derivadas de Ramos de senh 1 z, cosh 1 z e tanh 1 z 


-senh 1 z 


1 


cosh" 


d: 

d_ 
dz 

d i 

— tanh z = 
dz 


(z°- + 1) 1/2 
1 

Um 17 ' 

1 

1 z 2 


(13) 

( 14) 

(15) 


Corno no caso de funções trigonométricas inversas, no cálculo de derivadas devemos ter o cuidado do 
manter a consistência no uso de ramos. As fórmulas (13) (15) para derivadas de ramos de funções hiper- 
bólicas inversas complexas são análogas às fórmulas para derivadas de funções hiperbólicas inversas reais. 
exceto pela necessária escolha de ramos em (13) e (14). 


X I Y1PLO 3 Cosseno Hiperbólico Inverso 

deja cosh 1 z a representação do ramo do cosseno hiperbólico inverso obtido com o uso do ramo 
'2 (z) = y/ré 10 / 2 , 0 < 0 < 27 r, da raiz quadrada e do ramo principal do logaritmo complexo. Determine- 
mos os seguintes valores: 


, ,-l \/2 

a) cosh — 
2 


7 , d , _i 

(b) —cosh 
dz 


z=y/2/2 


Solução (a) Para calcular cosh 1 (|\/2), usemos (11) com z = \y/2 c os ramos especificados da raiz qua- 
drada e do logaritmo complexo. Quando com z - \y/2, lemos z 2 — 1 — — Como — | tem a forma expo- 
nencial \é l ' n . a raiz quadrada dada pelo ramo f 2 é: 


h ( le" 1 = 



m - * - % 


Portanto, o valor do ramo do cosseno inverso é dado por: 

1/2 


cosh 1 = ln 

2 


+ ^ ~ O 


= ln 


y/2 y/2 

+ mi 


9 


nde devemos usar o valor do ramo principal do logaritmo complexo. Como | d s/2 4 . I y/2i 
Arg (\y/2 + ^y/2i) = ^ 7 r, o ramo principal do logaritmo 6 log, 1 + i( ^ 7 r) = \iri. Desta forma, 


= 1 e 


b) De (14), temos 


d u-i 
— cosh z 
dz 


cosh' 

_i y/2 _ 7 r . 


2 4 



1 

1 

Z=V 2/2 

1 1 

rH 

1 

CN 

CM 

s 

1/2 ” (-1/2) 1 / 2 


Usando f 2 para. determinar o valor da raiz quadrada nesta expressão, obtemos: 


cosh" 1 z 
dz 


1 


z=y/2 / 2 V2Í/2 


= -y/2 i 


□ 
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A função mui li valente F(z) — sen 1 z pode ser visualizada com a superfiV: 3 = 
Riemann construída para sen 2 nas Observações da Seção 4. d e mostrau- 
Figura 4.4.1. Para ver a imagem de um ponto Zq sob a transformação mu 
valente w — sen 1 2 , imaginemos que 2 ;, esteja no plano xy na Figura 1.1. 
seguir, consideremos todos os pontos na super lície de Riemann posicion 
diretamente acima de Zq. Cada um desses pontos na superfície de Riem 
corresponde a um único ponto em um dos quadrados S n descritos nas Oi - 
vações da Seção 4.3. Assim, este conjunto infmito de pontos na superfícr 
Riemann representa as infinitas imagens de Zq sob w = seu ■ 2 . 


Figura 4.4.1 Superfície de Riemann 


para w = sen 1 z 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 4.4 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao fina. 
Nos Problemas 1 10, determine todos os valores da grandeza especificada. 


2. sen 1 1 
i5 
3 

6. tan -1 2 i 


4. cos 


8. cosh 


-1 


1 

2 


1. cos 1 i 
3. sen 1 \/2 
5. t.an -1 1 
7. seiih -1 i 
9. tanh -1 (1 + 2i) 

Nos Problemas 11 16, use o ramo especificado da função multivalonte z u ~ e o ramo principal do logaritmo c- : 
ln 2 para (a) determinar o valor da função trigonométrica ou hiperbólica inversa no ponto dado e (b) calcula 
da derivada da função 110 ponto dado. 

t/i. no/-, r\ rumn i-»ri n/'»i na 1 rln r*/2 


10. tanh 1 (V2i) 


11. 

sen 1 2 , í 

12. 

cos 1 2 , / 

13. 

tan 1 2 , , 

14. 

senli 1 2 . 

15. 

cosh 1 2 , 

16. 

tanh 1 2 . 


J/2 


VT-e l0/2 , -2? r <9 < 0 de z irl 


Foco em Conceitos 


17. Modifique o procedimento usado para. obter uma fórmula para aresen e deduza a fórmula (4) pa-ia <os 

18. Mo difi que o procedimento usado para obter uma fórmula para aresen e deduza a fórmula ( 10) para seiih 

19. Use diferenciação implícita e deduza a fórmula (18) para a derivada de um ramo do cosseno inverso. 

20. Use diferenciação implícita e deduza a fórmula (12) para a derivada de um ramo da tangente hipeibólitv. - 


21. (a) Prove que sen 2 é biunívoca no domínio definido pelas desigualdades 7 t /2 <. x ■ tt/2. oc y 
(b) Que ramos cia raiz quadrada e do logaritmo complexo devem ser usados para que a transformação 
2 mapeie o semiplano 1111(2) > 0 na região tt /2 u - tc / 2 , v ■ 0 , 011 seja, para que w— sen 1 2 seja 
formação inversa da transformação 11 a parte (a)? 


22. Prove as seguintes k 

\ít „ 2 \ 1 / 


(a) sen 1 (1 - z 2 ) 


entidades: 

= cos -1 (± 2 ) 


(b) sen 1 2 + cos 1 2 = !, (4n -f l)7r, n = 0, ±1, ±2. . . . 


lUiiuiUlauiUduliiliiii 11 1. , 
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4.5 Aplicações 

Na Seção 3.4 vimos o importante papel ele funções harmônicas nas áreas de eletrostática, fluxo fluido, 
gravitação e fluxo de calor. E comum que para solucionar um problema aplicado em uma destas áreas 
precisemos determinar uma função ò(x. y) que seja harmônica em um domínio D e que assuma valores 
específicos na fronteira de D. Nesta seção veremos que a transformação por funções analíticas pode, 
com frequência, ajudar a resolver este tipo de problema. 


modo 

ui D 


HA 


- = *1 Át 


\ 4> = k : 


D 


\ 


<P= k o 


c o assuma 
valores 
específicas 
mi fronteira 


4 ' ] Problemas de Dirichlet 


Problemas de Dirichlet Suponhamos que D seja um domínio no plano com- 
plexo. Recordemos, da Seção 3.3. que uma função de valor real <p de duas variáveis 
reais x é y é denominada harmônica em D se tiver deri vadas parciais de primeira 
e dc segunda ordens contínuas e satisfizer a equação de Laplace V 2 0 = 0. 


ou 


d 2 (p 0 2 <p 

Ú ■ W ~ 


(D 


Na Seção 3.4 definimos um problema de Dirichlet como o problema de determi- 
nar uma função <f)(x, y) que seja harmônica em D e assuma valores específicos na 
fronteira dc D (Figura 4.5.1). Os valores especificados da função <p na fronteira de 
D são chamados de condições de contorno ou condições de fronteira. Por exem- 
plo. consideremos o problema 


Resolver: 


d' 2 (f) d 2 (j) 

dx 2 1 dy 2 


= 0 . —l<x<l, —dc < y < dc 




Y 1 ô=Ú 


D 


<t> = k , 


Sujeita a: 0(— 1 ,y) — A:o, 0(1, y) = Aq, — oc < y < oc, 

onde k y) e k x são constantes reais. Este é um problema de Dirichlet no domínio D limitado 
pelas retas verticais x = 1 e x = 1 (Figura 4.5.2). No Exemplo 2 da Seção 3.4 usamos 
técnicas elementares de equações diferenciais para calcular a solução deste particular 
problema de Dirichlet. Sugerimos a releitura deste exemplo da Seção 3.4 para recordar 
como a solução foi calculada. 

Aq + k.Q 


Aq - k.Q 
0D*,:v) = — x — •< 


(2) 


- : .2 Problema de Dirichlet 
■2 da Seção 3.4 


Funções Harmônicas e Transformações Analíticas Em parte, a solução do 
problema de Dirichlet representado na Figura 4.5.2 foi relativamente fácil devido à for- 
ma simples do domínio D. As técnicas usadas para resolver este tipo de problema de 
Dirichlet em geral uào se aplicam a. problemas de Dirichlet em domínios mais compli- 
cados. Uma função / que seja analítica em D e que mapeie D em um domínio D' é de- 
nominada transformação analítica de D cm D'. E comum que um problema de Dirichlet 
em um domínio complicado D seja resolvido com a determinação de uma transformação analítica de D em 
um domínio D' . no qual a solução do associado ou transformado problema de Dirichlet é mais fácil. Esta 
técnica, apresentada brevemente nesta seção, será discutida em detalhes no Capítulo 7. A chave para este 
método de solução de problemas de Dirichlet é o teorema enunciado a seguir, que mostra que a equação 
de Laplace é invariante sob uma transformação analítica. 


Teorema 4.5.1 Fimçao Harmônica sob uma Transformação Analítica 

Scpi /(s) — u(j: //) + k>(x\ //) uma transformação analítica dc um domínio 72 no plano r, cm um domí- 
nio D’, no plano w. Se a função 4>( w. v) for harmônica em D r . então a função &(z, //) — $(u(x, y), v(x, 


Capítulo Quatro 


Prova Para provar que a. função <p(x, y) é harmônica em D. devemos mostrar que 4>{x. y) satisfaz a 
ção de Laplacc (1) cm D. Iniciamos determinando as derivadas parciais de <j>{x, y) em relação a x. C 

ó{x,y) ~ ${u{x : y),v(x,y)), 

a regra da cadeia de diferenciação parcial fornece: 

dó d<& du dv 

dx du dx dv dx 

Uma segunda aplicação da regra da cadeia combinada com a regra para o produto nos fornece a der 
parcial de segunda ordem em relação a x: 

d 2 $ du d 2 <& dv\ du d$d 2 u ( <9 2 <í> du d 2 $ dv\ dv d<& d 2 v 
— + -7T-7T-— ) — + 1T-1TT + ( )— + 


dx 2 V du 2 dx dvdudx ) dx du dx 2 \dudvdx dv 1 dx ) dx dv dx 2 
De modo similar, determinamos a derivada parcial de segunda ordem em relação a y: 


d 2( P da d 2 < t> dv\ du d$> d 2 u ( d 2 <& du d 2 $ dv\ dv d$ d 2 v 

dy 2 V du 2 dy ^ dvdu dy ) dy + du dy 2 \ dudv dy dv 2 dy ) dy dv dy 2 


Somando as equações (3) e (4). obtemos: 


Y 2 cí> = 


<9 2< í> ( (du 




du 


du 2 \ V dx J V dy 


d 2 $ I í dv Y / dv\ 
dv 2 1 Vete / + \dy) 


d<& ( d 2 u d 2 u\ d / d 2 v d 2 i 

+ du V dx 2 dy 2 J dv ç dx 2 dy 2 

d 2 $ d 2 <&\ (dudv dudv 


+ 


+ 




dvdu dudv J \ dx dx dy dy 


Como / é uma função analítica em D. sabemos, do Teorema. 3.2.1, que as equações de Cauchy-Rienia 

du dv du dv . . , 1 rr- 

satisfeitas por — = — e — = — — . Alem disso, do Teorema 3.3.1 temos que u e v sao conv 
dx dy dy dx 

d 2 u d 2 u d 2 v d 2 v . 

harmônicas em D. de modo que -pr~n + tt~õ = ü e — =■ + — 0. Com isso, (5) passa a: 

dx 2 dy 2 


dx 2 dy 2 


d 2 <& ( ( dv \ 



dy 2 

^- £((£)’♦( I 
- v* í (iHsji. 

( du \ 2 ( dv \ 2 

+ V ~dv / = i ° f l ne permite simplificar V 2 0 c 

V 2 0 = V 2< f> • \f'(z)\ 2 

Corno (//,. v) é harmônica em D'. V'4> — 0 e (6) passa a 

V 2 0 = 0 • \f'(z)\ 2 = 0. 

Por fim, dc (7). concluímos que ò(x, y) satisfaz a equação de Laplace em D. Portanto, esta função 
é harmônica em ü. 


Um Método para Solução de Problemas de Dirichlet A seguir, apresentaremos um 
para solução de problemas de Dirichlet usando o Teorema 4.5.1. Seja D um domínio cuja fronteira 
nas curvas C { . C 2 , .... C n . Suponhamos que desejemos determinar uma função <fi(x 7 y) que seja ha:, 
cm D e assuma os valores k x , k>. k„ nas curvas de fronteira Cj, C 2 - C v , respectivamente. O 
de solução do problema 6 constituído dos seguintes quatro passos: 
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Passos para Solucionar um Problema de Dirichlet 

1. Detei minar uma função analítica f{z) = u(x, y) 4- iv(x. y ) que mape.it: o domínio D. no plano z. 
em um domínio mais simples D', no plano w, e que mapeie as curvas de fronteira C iy C 2 , C„ 
nas curvas CL CL .... C f n . respecüvamente. 

2. Transformar as condições de contorno em C { , C 2 . •••• C„ em condições de contorno em CL CL 
CL 

v. n . 

3. Resolver este novo (e mais simples) problema de Dirichlet em D 1 e obter uma junção harmônica 
$(«. v). 

4. Substit uir as variáveis u e v em T>(«. v) pelas partes real e imaginária u(x. y) e v(x. y) de f. Segun- 
do o Teorema 4 . 5.1. a função <j>(z. y) = $(«(.r. y). v{x, y)) é um-a solução do problema de Dirichlet 

em D. 


Ilustramos os princípios básicos desses passos na Figura 4.5.3. 



Figura 4.5.3 Transformação dc um problema de Dirichlet 


EXEMPLO 1 Uso de Transformações na Solução de um Problema de Dirichlet 

u Seja D o domínio no plano z limitado pelas retas y = x e y = x T 2 e mostrado em 

cinza na Figura 4.5.4. Determinemos uma função ò{x. y) que seja harmônica em D e 
satisfaça as condições de contorno ô{x, x + 2) = 2 c ô(x, x) = 3. 


/ 


: - 0 


— 




D 


/ 


/è = 3 


Solução Resolveremos este problema com os quatro passos listados anteriornientc. 

Passo 1 Uma inspeção do domínio D na Figura 4.5.4 sugere que tomemos D' como sen- 
do um domínio limitado pelas retas u = -1 e u — 1. no qual uma solução do associado 
problema de Dirichlet é dada em (2). 

() primeiro passo consiste em determinar uma transformação analítica de D em D . 
Para isso. primeiro aplicamos uma rotação de 7r/4 radianos no sentido trigonométrico 
em torno da origem. Sob essa rotação, as retas de fronteira y — x + 2 e y — x são ma- 
peadas nas retas verticais u= V 2 e u = 0, respectivamente. Por fim. transladamos esta 
imagem de 1 e obtemos um domínio limitado pelas retas u = 1 e u — 1 , como deseja- 
do. Recordemos, da Seção 2.3. que a rotação de tt/4 radianos em torno da origem e dada pela transforma- 
ção R(z) = e'“' 4 ; a dilatação de y/2 é dada por M(z) = \/2 z; a translação de 1 é dada pela transformação 
T(z) = z + 1. Portanto, o domínio D c mapeado no domínio D 1 pela composição 

f{z) = T(M(R(z))) = y/2 e™ /4 z + 1 = (1 + i)z + 1. 

Como a função /é linear, c inteira; com isso. completamos o Passo 1. 


.4 Figura para o Exemplo 1 


Passo 2 Transformamos as condições de contorno em D em condições de contorno em D' . Para isso. de 
vemos determinar as imagens sob w = f(z) das retas de fronteira de D . y = x e y = x 4 - 2. Substituindo 
o símbolo z por x -1- iy. expressamos a transformação w — ( 1 4- i)z 4- 1 como: 

w = (1 4- i)(x + iy) 4-1 = x — y 4-14- (x 4 y)i. (8) 
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V 


<J> --2 



0 = 3 



D ' 


-1 



1 


o 

II 

e 

rl 

t> 




Figura 4.5.5 Problema de Dirichlet 
transformado para o Exemplo 1 


De (8) concluímos que a. imagem da reta de fronteira y = x + 2 é o conjunto de 
tos: 

w — u + iv = x — (x + 2) + 1 + (x + (x 4- 2)) i = — 1 + 2(x + 1 )i 

que 6 a reta u = 1. De modo similar, também concluímos que a imagem da re 
fronteira y = x é o conjunto de pontos: 

w = u + iv = x — (x) + 1 + (x + (.x)) i = 1 4- 2 xi 

que é a reta u = 1. Portanto, a condição de contorno cp(x, x + 2)= 2 é transfor: 
na condição de contorno $(1. v) = 2 e a condição de contorno (j)(x, x)= 3 é t 
formada na condição de contorno 0(1, v ) = 3 (Figura 4.5.5). 


Passo 3 Uma solução do problema de Dirichlet em D' é dada por (2). com x c c 
tituídos por u c v. e com k u — 2 c = 3: 

v 3 -(-2) -2 + 3 5 1 

<!>(«,«)= 2 = 2 U+ 2- 


Passo 4 O último passo na solução do problema consiste em substituir as variáveis u e v em O pela* 
tes real c imaginária de /, respectivamente, para obtenção da desejada solução ó. De (8), vemos 
partes real e imaginária de / são: 


u{x. y) = x — y + 1 e v(x. y) = x + y, 
respectivamente. Com isso, a função: 

5 15 5 

(p{x, y) = <!>(u(x,y),v(x,y)) = - (x - y + 1) + - = -x - '-y + 3 

é a solução do problema de Dirichlet em D. Podemos comprovar, por cálculo direto, (pie a função 
em (9) satisfaz a equação de Laplace e as condições de contorno (j){x, x) = 3 e ó(x, x + 2) = 2. 


Na Seção 3.4 vimos que se (p for harmônica em um domínio D e se ip for uma conjugada harnio: 
(p em D. a função potencial complexo íi(.sj. dada por: 



Figura 4.5.6 Curvas equipolenciais e 
linhas de força para o Exemplo 1 


n{z) = è(x, y) + ty (.r, y) 


é uma função analítica em D. As curvas de nível de é e U formam uma família or* 
de curvas, como definido na Seção 3.4, e o significado físico dessas curvas foi resun 


Tabela 3.4.1. Por exemplo, se a função (f> do Exemplo 1 representar o potencial ele" 
co entre duas placas condutoras infinitas, as curvas de nível <f>(x, y) = | x — %y — 
representam curvas equipolenciais. Na Figura 4.5.6 essas curvas equipolenciais. . 
retas com inclinação 1. são mostradas em cinza. 

Um cálculo simples fornece uma conjugada harmônica + (v/„ v) = de + 
f u + i e permite formar a função potencial complexo fl(w) - §■«; + | para o pr 
de Dirichlet em D' no Exemplo 1. Com isso, uma função potencial complexo p; : 
blema de Dirichlet em D é obtida com a substituição do símbolo w pela transí 
analítica w = (1 + i)z + 1: 


1 


5 


^( z ) — õ [(^ + + 1] + x — ( õ + õO z + 3- 


Portanto, uma conjugada harmônica de <f> é ^(x, y) = Im(íl( 2 )) = |x + %y. Caso <p seja o poten 
trostático, as curvas de nível de ip(x, y) = ,jx + ~y — c -2 representam linhas de força. Na Figura 4.5 
linhas de força, que são segmentos de reta com inclinação 1, são mostradas em preto. 

O método usado no Exemplo 1 pode ser generalizado para solucionar um problema de Dirk 
qualquer domínio D limitado por duas retas paralelas. A chave para resolver problemas como e>- 
ern encontrar uma função linear apropriada que rnapeie as retas de fronteira de D em retas de : 
do domínio mostrado na Figura 4.5.2 (Problemas 1 4 do Conjunto de Exercícios 4.5). 


Problemas de Dirichlet em um Seiniplauo Seja D o semiplano superior y > 0, e se+.i 
x 2 < ... - x„ n pontos distintos no eixo real (que c a fronteira de D). Em muitas aplicações é útil 
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V 2 0= 0 


1 1 

* 2 <t>=k 2 


uma solução <p do problema de Dirichlet em D que satisfaça as condições de contorno 
(p(:v, 0) = para x < rq, c fi(x , 0) = Ã:,. para x { < x < x 2i <p(x. 0) = k,, para x, < x 

0) = para < a; (Figura 4.5.7). Sc 2 = x + iy, uma solução para este 
problema, de Dirichlet é dada por: 


1 


= fcn f _y' >, 1 - fcj) Arg (2 - Xj). 


(10) 


A dedução desta solução será discutida na Seção 7.4. Como uma. aplicação de (10), 
consideremos o seguinte problema de Dirichlet (Figura 4.5.8): 

d 2 (f) 0 2 (j) 

Resolver : 77—7 + —77 =0, — 00 < x < 00 , y > 0. 


. " problema de 
niplano y > 0 





V Ç = ü 




0 2 

{ 

11 

1 

11 


dx 2 Dy 2 


Sujeita a: ó(x. 0) = < 


— 1, — cx) < x < 0 
1, 0 < x < 2 

4, 2 < x < 00 . 


Uma solução para este problema é dada por (10), com :r q = 0, x, = 2, = 1 e h: 2 = 4: 

(li) 


2 3 

?/) = 4 Arg ( 2 ) Arg (z - 2) . 

7T 7T 


A seguir, coni])r o varemos por cálculo direto que a função <j>(x, y) cm (11) é uma so- 
lução do problema de Dirichlet. Para comprovar que 0 é harmônica no domínio y 
0, notamos que ó 6 a parte real da função 

£l(z) — 4 + (2i/n)Ln(z) -f- {Zi / -k)\jI\(z — 2). 


: _ m problema de 
^emiplano y > 0 


Como Í2 é analítica no domínio y > 0. 0 é harmônica 110 domínio y > 0. A seguir, 
comprovaremos que 0 satisfaz as condições de contorno mostradas na Figura 4.5.8. Se 
-00 < x < 0 ay — 0, z = x + iy está no eixo real negativo, dc modo que Arg ( 2 ) = tt. Neste caso, z 2 tam- 
bém está no eixo real negativo e, portanto, Arg(z- 2) = 7 r. Substituindo esses valores em (11), obtemos: 

2 3 

0(x. 0) = 4 7 r 7T = — 1. 

7 r 7 r 

Sc 0 < x < 2 c y = 0, z está 110 eixo real positivo e z 2 no eixo real negativo. Assim Arg(z) — 0 e 
Arg(z- 2) = 7 r. Substituindo estes valores em (11), obtemos: 

(/ , 2 3 

0(x, 0) = 4 ü 7 r = 1. 

7 r 7 r 

Por fim, se 2 < x < 00 e y = 0, ze z — 2 estão 110 eixo real positivo, dc modo que Arg(z) — Arg (2 2) 

I ). Logo: 

, . . 2 3 

(j)(x, 0) = 4 0 0 = 4. 

7 r 7T 

( ompr ovamos, então, que a função ó em (11) é. de fato. uma solução do problema de Dirichlet mostrado 
11 a Figura 4.5.8. 


EXEMPLO 2 Uma Aplicação em Fluxo de Calor 


Determinemos a temperai ura de estado estacionário 0(x. y) na fita vertical semi-infinita mostrada em cor 
na Figura 4.5.9. Para isso, devemos solucionar o problema de Dirichlet no domínio D definido por -tt / 2 
x < 7t/2, y > 0. com as seguintes condições de contorno: 

0 (— 7t/2, y) — 40, ô (tt/2, y) = 10, y > 0 


0(z,O) 


20, — 7r/2 < x < 0 
50, 0 < x < tt/2 . 
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<p = 10 


Figura 4.5.9 Figura para o Exemplo 2 


-1 


(I) = 40 <t> = 20 


V 2 <I> = 0 


Solução Da Seção 3.4, a temperatura de estado estacionário <f> deve satisfazer a e 
ção de Laplace (1) em D. Procederemos como tio Exemplo 1. 

Passo 1 Na Seção 4.3 vimos que a transformação w — sen z mapeava o domínio 
semiplano superior D' dado por v > 0 (Exemplo 3 da Seção 4.3). Como sen z é 
função inteira, w = sen z é uma. transformação analítica de D em D' . 

Passo 2 Do Exemplo 3 da Seção 4.3, verificamos que w = sen z mapeia: 

(?) a semirreta x = -tt/2, y > 0, na semirreta v — ü. u < 1, 

(li) o segmento y = 0. tt/ 2 < x < 0. no segmento v = ü, 1 < u < 0, 

(m) o segmento y = 0. Ü < x < tt/2, no segmento v = 0. 0 < u < 1, 

(iv) a semirreta x = tt/2, y > 0. na semirreta v = 0, u > 1. 

Isso transforma o problema de Dirichlet no domínio D , mostrado em cinza na F 
ra 4.5.9, no problema de Dirichlet no semiplano u > 0, mostrado em cinza na F : 
1.5.10. Ou seja, o problema de Dirichlet transformado é: 

<9 2 4> d 2 $ _ 

Resolver: + — -r = 0 

ou 1 oir 




0 = 50 0 = 10 


Sujeita a: (j)(u, 0) = < 


Figura 4.5.10 Problema de Dirichlet 
transformado para o Exemplo 2 


40, — oc < u < —1 

20, — 1 < ií < 0 

50, 0 < u < 1 

10, 1 < u < oo . 


Passo 3 Uma solução do problema de Dirichlet transformado do Passo 2 é dada por (10), com os sim 
x, y e z substituídos por u t v e w, respectivamente. Substituindo ^ = 40, ^ = 20, k, — 50. = 10. 

1, u 2 = 0 e te, = 1, obtemos: 


, x 20 . . 

4>(w, v) = 10 4 Arg (w 4- 1) 

7 r 


30 . . 40 . , 

— Arg (w) 4 Arg (w - 1 ) . 

7T 7 r 


Passo 4 Uma solução é do problema de Dirichlet no domínio D é obtida com a substituição das va: 
u e v em (12) pelas partes real e imaginária da função analítica f(z) = sen z. Isto é equivalente a - 
tuir w por z cm (12): 

20 , , 30 4 , . 40 . . 

Mx, y) = 10 4 Arg (senz + 1 ) Arg (senz) 4 Arg (senz - 1) . 

7 r 7 r 7T 

Caso seja necessário, a função ó pode ser escrita em termos de x e y. desde que sejamos cuidadosos : 
da função arco tangente real. Em particular, se os valores da função arco tangente forem escolhidos 
0 e 7 r, a função çb cm ( 1 3) pode ser escrita como: 


30 

arctan 

7T \ sen a: 


cos x senh y 



Figura 4.5.1 1 Isotérmicas c linhas de 
fluxo para o Exemplo 2 


„ v 20 ( cos 2 ' senh y 

èíx , y) = 10 4 arctan — 

7t ysena; cosh y -F 1 

40 ( cos x sen y 

4 arctan — : — 

7F \sen x cosh y — 1 


Vale observar que a função 

20? r , _ 30? . . 40i . 

F2(z) = 10 Ln (senz 4-1)4 Ln (senz) Ln (senz — 1) 

7 r 7 r 7 r 

é analítica no domínio D definido por tt/2 < x < tt/2 , y > 0, e mostrado en 
za na Figura 4.5.9. Como a parte real de fi(z) é a função o dada por (13). 
imaginária ?/’ de Í2(z) é a conjugada harmônica de r/). Portanto, fí(z) é urna r. 
potencial complexo da função (p do Exemplo 2. Em problemas de fluxo de ca 
curvas de nível da temperatura de estado estacionário <p são denominadas 
micas, e as curvas de nível da conjugada harmônica tf são denominadas linL 
fluxo. Na Figura 4.5.11. ilustramos as curvas de nível para o problema de fr 
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calor do Exemplo 2. As isotérmicas são as curvas mostradas em cinza, o as linhas de fluxo são as curvas 
em preto. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 4.5 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do Urro.) 

Nos Problemas 1-4, (a) use uma transformação linear c (2) para determinar o potencial eletrostático o(x. y ) no do- 
mínio D que satisfaz as dadas condições de contorno, (b) determine uma. função potencial complexo fi(~) para 0(x. 
y), e (c) esboce as curvas equipolenciais e as linhas de força. 

1. ü domínio D é limitado pelas retas i=2e,r=7; as condições de contorno são: 0(2. y) = 3 e 0(7. y) = 2. 

2. O domínio D é limitado pelas retas y = 0 e y — 3; as condições de contorno são: 0(x. 0) = 1 e 0(x , 3) = 2. 

3. O domínio D é limitado pelas retas y = y/Zx e y = VSx + 4; as condições de contorno são: 0 (x, \/3x) = 10 

e 0 (x, \/3x + 4) = 5. 

4. O domínio D é limitado pelas retas y = x + 2 e y = x + 4; as condições de contorno são: 0(x, x + 2) — 4 c 0(x, 
x + 4) = 5. 

Nos Problemas 5-8. (a) use a transformação analítica w = sen ze, se necessário, transformações lineares em conjunto 
com (10) para determinar a temperatura de estado estacionário 0(x, y) no domínio D que satisfaz as condições de 
contorno especificadas, e (b) determine uma função potencial complexo Í2 ( z) para 0(x, y). 

5. O domínio D c definido por tt/2 < x < Zn/2, y > 0; as condições de contorno são: 0(7r/2. y) = 20. 0(x. 0) — -13 
e 0(37r/2, y) — 12. 

6. O domínio D é definido por 3 <: x < 3. y > 1; as condições de contorno são: 0( 3, y) = 1. 0(x, 1) = 3 e 
0(3. y) - 5. 

7. O domínio D é definido por tt/2 < y < tt/2, x > 0; as condições dc contorno são: ô(x, -tt/2) = 15, 0(0, y) — 32 
e 0(x. tt/2) = 23. 

8. O domínio D c limitado pelas retas y = x + 2, y = x-2 e y = x. Em D. os pontos 2 = x + iy satisfazem y > 

x. As condições de contorno são: 0(x, x + 2) = 10. 0(x, x) = 7c 0(x, x 2) = 5. 


Foco em Conceitos 


9. Use a transformação analítica w = zr e (10) para solucionar o problema de Dirichlet mostrado na Figura 4.5.12. 
Determine uma função potencial complexo fl(z) para 0(x, y). 

10. Use a transformação analítica w = z' e (10) para solucionar o problema de Dirichlet mostrado na Figura 4.5.13. 
Determine uma função potencial complexo f 1(z) para 0(x, y). 




11. Use a transformação analítica w — sen ; c e (2) para solucionar o problema de Dirichlet mostrado na Figura 

4.5.14. Determine uma função potencial complexo D(r) para 0(x. y). 

12. Use a transformação analítica w = z + — e (10) para solucionar o problema de Dirichlet mostrado na Figura 

z 

4.5.15. Determine uma função potencial complexo fl(z) para 0(x. y). 
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Capítulo Quatro 


y 



j 





-e- 

II 

1 

•£* 









- 1 

II 

O 












0=4 -i 

n , 

1 é = -l 


Figura 4.5.14 Figura para o Problema 1 1 Figura 4.5.15 Figura para o Problema 12 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 13-16, use um SAC para desenhar as isotérmicas e linhas de fluxo de calor para o fluxo de o 
pecihcado. 


13. Fluxo de calor do Problema 5. 

14. Fluxo de calor do Problema 6. 

15. Fluxo de calor do Problema 7. 

16. Fluxo de calor do Problema 8. 


Nos Problemas 17 20. use um SAC para desenhar as curvas de nível 0 = c x e ip = 
Í2(z) especificada. 

17. Í2(z) é a função potencial complexo do Problema 9. 

18. S"i(z) é a função potencial complexo do Problema 10. 

19. íi(z) é a função potencial complexo do Problema 11. 

20. 0 ( 2 ) é a função potencial complexo do Problema 12. 


da função potencial co: 


Questionário de Revisão do Capítulo 4 


Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao Jvna 


Nos Problemas 1 20, responda verdadeiro ou falso. Se a afirmação for falsa, justifique sua resposta explica:, 
que é falsa ou dê um contraexemplo: se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta provando a afiru. 
eite um resultado pertinente do capítulo. 

1. Sc | cj = 1, zé um número imaginário puro. 

2. Ref r) = cos y. 

3. A transformação w - cr mapeia retas verticais no plano 2 em retas horizontais no plano w. 

4. Há infinitas soluções 2 para a equação e = w. 

5. In i = “7 ri. 

6. Im (I 11 2 ) = arg(z). 

7. Para todo complexo não nulo 2 , é" ' — z. 

8. Sc iL\ c w -2 forem dois valores de In 2 , Re(w,) = Re( w 2 ). 

9. L 11 - = Ln 2 . para todo 2 não nulo. 

£ 

10. Para todos os números complexos não nulos, Ln^z,) = L 11 2 , -f Ln z 2 . 

11. L 11 2 é uma função inteira. 

12. O valor principal de ?‘ fl é e 71/2 ' ’. 

13. A potência complexa 2 " sempre é multivalente. 
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4. cos 2 é uma função periódica, com período 2 tt. 

15. Existem números complexos 2 tais que |sen z\ ■ 1. 

16. tan 2 tem singularidades em 2 = (2 n + l)7r/2, para n = 0, ±1, ±2. ... 

17. cosh 2 = cos ( iz ) . 

18. 2 — ó um zero de cosh 2 . 

.9. A função sen 2 não é analítica em qualquer ponto. 

20. Todo ramo de tan l z é inteiro. 

Nos Problemas 21-40. tente preencher as lacunas sem consultar o texto. 

21. As partes real e imaginária de e : são a[x, y) = e v(x, y) = . 

22. O domínio de Ln 2 é e sua imagem é . 

23. Ln (\/3 + i) = . 

24. A função exponencial complexa e é periódica, com período . 

25. Se c‘ z =2.2= . 

26. Ln (c l_!rí ) = . 

27. Ln 2 é descontínua em . 

28. () segmento de reta x — a, 7 r y < tt. é mapeado em pela transformação w = c. 

29. ln (1 + i) = . 

30. Se ln 2 for puramente imaginário, \z\ — . 

31. 2 , = 1 e 2 , = são dois números reais para os quais o valor principal de 2 * = 1. 

32. O valor principal de i‘ é . 

33. No domínio \z\ 0. 7r < arg( 2 ) < 7 r, a derivada do valor principal de 2 " é . 

34. A função seno complexo é definida por sen 2 = . 

35. cos(4í) = . 

36. A fita vertical semi-infmita — 7r/2 < x < tt/2, y > 0, é mapeada em por w = sen 2 . 

37. As partes real e imaginária de sen 2 são e , respectivamente. 

38. As funções seno complexo e seno hiperbólico complexo estão relacionadas pelas íórmulas sen ( iz) - 

senh(ú) = . 

39. tanh 1 2 não é definida para 2 = . 

40. Para calcular um valor específico de sen J 2 , é necessário escolher um ramo de e um ramo de 
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Introdução Para definir a integral de uma função complexa 
/iniciamos com uma função complexa /definida ao longo de 
alguma curva C ou contorno no plano complexo. Veremos, 
nesta seção, que a definição de uma integral complexa, suas 
propriedades e os métodos de cálculo de valores são muito 
semelhantes aos usados no caso dc uma integral de linha 
real no plano cartesiano. 
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t 
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V 
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Campo vetorial normalizado de vet 
para f(z) = (1 + i)z. Veja Seção 5.6 
Exemplo 6. 
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5.1 Integrais Reais 

.4o Professor, nesta seção revemos a definição e os métodos de cálculo de integrais definidas e de integrais 
de linha no plano. A experiência nos mostra que um reexame deste material contribui para uma introdu- 
ção mais suave à integral complexa. Esta seção pode, sem dúvida, ser pulada, e a apresentação iniciada 
com integrais de contorno complexas, caso os estudantes tenham familiaridade com estes conceitos. No 
entanto, a terminologia de curvas no plano apresentada nesta seção é usada nas seções subsequentes. 


itpgral Definida É provável que o estudo de cálculo elementar tenha deixado pelo menos duas as- 
sociações: de derivada com inclinação e de integral definida com área. No entanto, como a derivada f (z) 
le uma função real y = f{z) tem outras aplicações além dc medir a inclinação de retas, o valor de uma 
integral definida f n / ( x ) dx não precisa ser a área ' sob a. curva . Recordemos que se F{x) íoi uma autide- 
rivada ou primitiva dc unia função contínua /, ou seja, se F for uma função tal que F / (,r) — f{ x) , a integral 
definida de / no intervalo [a, b\ é o número 

i f(x)dx= F(x)\ b a = F(b)-F(a). (1) 

J a 

Por exemplo, x 2 dx = Er 3 f = |-( — 5) = 3. Tenhamos em mente que o teorema fundamental do 
cálculo, dado em (1), representa um método para o cálculo do valor de f a /(./■) dx. 0 não a definição dc 
J a & f(x) dx. 

Apresentamos, a seguir, as definições de dois tipos de integrais reais. Iniciamos com os cinco passos 
que levam à definição da integral definida (ou de Riemann) de uma função /: depois, definimos integrais 
de linha 110 plano cartesiano. As duas definições se baseiam 110 conceito de limite. 


•V 1 x k 


x= b 


' êrtição cie la, b\, com x* 
itervalo x t \ 


Passos que Levam à Definição da Integral Definida 

1. Seja f uma função de uma única variável x definida em todos os pontos em 
um intervalo fechado [«, b]. 

2. Seja F uma partição: 

a — .To < X\ < X ‘2 < ■ ■ < x n —i < x n — b 

de [n. b] em n submtervalos [x k 1; 2 *] de comprimento Ax k — x,, x b , {Figura 
5.1.1). 

3. Seja j|P|| a norma da partição P de [a, b}. isto é, 0 comprimento do maior 
sub i ntervalo. 

4. Seja xf um número em cada subintervalo [ 2 * r ; j de [«. b] {Figura 5.1.1). 

5. Formemos os produtos f(x*)Ax h k = 1, 2. .... n, e os somemos: 

j2f(xl)Ax k . 

k= 1 


Definição 5.1.1 Integral Definida 


A integral definida de /em [a. b] é 


çb 11 

/ f(x) dx — lim V f{xl)Ax k 

Ja ' 11*11-* èí 


( 2 ) 


Sempre que o limite em (2) existir, dizemos que / é integrável no intervalo [a. b\ ou que a integral defi 
nida de / existe. Pode ser mostrado que se / for contínua cm [a. &], a integral definida em (2) existe. 


178 


Capitulo Cinco 


A noção da integral definida []’ f(x)dx. ou seja, da integração de urna função real j[x) ern um ir - 
lo no eixo x. de x = a até x = b. pode ser generalizada para a integração de uma função real de mie 
variáveis G(x, y ) em, uma curva C de um ponto A a um ponto B no plano cartesiano. Para isso, dev 
introduzir certa terminologia a respeito de curvas. 


Terminologia Suponhamos que uma curva C no plano seja parametrizada por um conjunto de equ 
x — x(t), y = y(t), a < t < b. onde x(t) e y(t) são funções reais contínuas. Denotemos os pontos inicnsiJ 
terminal de C. ou seja, (x(a). y(a)) e (x(b), y(b )), pelos símbolos A e B. respectivamente. Dizemos 



, A c 


-y 


/ 



(a) Curva 
suave e 
simples 


(b) Curva suave por 
partes e simples 


A-B 



A=B 



(i) C é uma enrva suave se xf e rf forem contínuas no intervalo fechado [a, b 
simultaneamente zero no intervalo aberto (a. b). 

( //) (7 c uma curva suave por partes se consistir em um número finito de 
suaves C u C 2 , ..., C„ unidas nas extremidades, isto é, o ponto terminal da 
C k coincide com o ponto inicial da próxima curva C k+l . 

(iii) C é uma curva simples se não tiver autointerseções (se não cruzar a si nr 
exceto, talvez, em t = a e t = b. 

( iv) C é uma curva fechada se A — B. 

(?.') C c uma curva fechada simples se não tiver autointerseções e A = B. ou seja 
simples e fechada. 


A Figura 5.1.2 ilustra cada tipo de curva definido em (i) ( v ). 


(c) Fechada e 
não simples 


(d) Curva fechada 
simples 


Integrais de Linha no Plano Os cinco passos listados a seguir levam à d 


Figura 5.1.2 Tipos de curvas no 
plano 


de três integrais de linha no plano e são análogos aos cinco passos que levaram 
nição de integral definida. 


Passos que Levam à Definição de Integrais de Linha 


1. Seja G uma função de duas variáveis reais x c y definida em todos os pontos de uma curva - 
C. posicionada em alguma região do plano xy. Seja C definida pela parametrização x = x(l 
y(t), a < t < b. 

2. Seja P uma partição do intervalo paramétnco [«. b] em n subintervalos [í tl , íj de compro 


At k : 


a = <ti < i 2 < ■ ■ ■ < t n - 1 < t n = b. 


A partição P induz urna partição da curva C em n subarcos de comprimentos A s t Sejam A./ . ^ ; 

os comprimentos das projeções de. cada su barco nos eixos x e y. respectivamente ( Figura 5. 1 

3. Seja\\P\\ a norma da partição P de [«., b], isto é. o comprimento do mais longo subintervai 

4. Seja (xf. yf) um ponto em cada subarco de C (Figura 5.1.3). 

5. Formemos n produtos G(xf. yf) A% G(xf, yf)Ay k . G(xfi yf)As k , k — 1. 2. .... n. e os somi 5 


n 


y j) Ax k , vl) &Vk, e ^G(4, yt)As k . 


k = 1 


k~ 1 


k= 1 




f B 

/ 

As, l C 





/ 


A' 


r 


yp 


Ax k 


Figura 5.1 .3 Partição da curva C em n subarcos por 
partição Pdo intervalo paramétrico [a, b ] 


ilidiu I Jui 1,1. 
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Definição 5.1.2 Integrais de Linlia no Plano 


(i) A integral de linha de G ao longo de C em relação a x é 

f G(x,y) dx = lim £ G(xl , y' k ) Ax k . 

k— 1 

( ü) A integral de linlia de G ao longo de C em relação a y é 


'C 


C,(x, y)dy = Um Y^G(x* k , y m k ) Ay k . 
11 


( Ui) A integral de linha de G ao longo de C ern relação ao comprimento de arco s é 

P n 

/ G(x,y)ds = lim G(x%, yf) As k . 


(3) 


(4) 


(5) 


A=1 


Pode ser mostrado que se G for contínua em C , as três integrais de linha definidas em (3), (4) e (5) 
existem. Assumiremos a continuidade de G como preceito. A curva C é referida como percurso ou cami- 
nho de integração. 

Método de Cálculo C Definida por Parametrização As integrais de linha na Definição 
•5.1.2 podem ser calculadas de duas formas, dependendo se a curva C é definida por um par de equações 
paramétricas ou por uma função explícita. Qualquer que seja a forma de cálculo, a ideia básica consiste 
em converter a integral de linha ern ama integral definida cm uma única variável. Caso C seja uma. curva 
suave parametrizada, por x = x{ t), y = y(t ;), a < t < b. substituímos xc y na integral pelas funções x(t) e 
y(t). e o correspondente diferencial dx, dy ou ds por 


dx = x'(t) dt , dy = y'(t) dt , ou ds = J [x'(t)\ + [y'(t)] dt. 


O termo ds = y [^'(í)]" -I- c denominado diferencial dc comprimento de arco. Assim, cada integral 

de linlia na Definição 5.1.2 se torna uma integral definida, na qual a variável de integração é o parâme- 
tro l: 


,.b 


G(x, y) dx 


' c 


G(x, y) dy = 


y(t))x'{t)dt, 
G(x(t). y(t)) y'(t)d.t , 


JC 


JC 


G(x,y)ds= / G (.r(/). //(/.)) y [.r'(0] +[y'{t)] dt 


(6) 

(7) 

( 8 ) 


FXEMPLO C Definida por Parametrização 

Calculemos (a) J c xy 2 dx , (b) f c xy 2 dy e (c) f c xy 2 ds , onde o percurso dc integração C é o quarto de cir- 
cunferência definido por 2=4 cos te y = 4 sen t. 0 < t < 7r/2. 


:jrresponde a 


C 


— f 1 ■ 

rresponde a (4, 0) 

1.4 Percurso C 

:ção 


Solução O percurso dc integração Cê mostrado em cinza na Figura 5.1.4. Em cada uma das três 
integrais de linha dadas, x é substituído por 4 cos t e y, por 4 sen t, 

(a) Como dx — -4 sen t dt, de (6), temos: 




(4 cosí) (4 sen/) 2 


(—4 sen tdt) 


/•tt/2 

■256 / sen' 3 1 cos t dt = —256 

J o 


1 , 

- sen t 


r/2 


= —64. 


180 


Capítulo Cinco 


(b) Como dy = cos t dt de (7). temos: 

r r */ 2 


I xy 2 dy — I (4 cos t) (4 senf) 2 (4 cos t dt) 
'c ' 4o 

/•7t/2 

= 256 / sen 2 1 cos 2 1 dt 
4 o 

/■tt/2 i 

= 256 / - sen 2 2í dí 


4 o 

W 2 1 

= 64/ -(1 — cos4í) dt = 32 

4o 2 


t — - sen 4í 
•4 


tt/2 


= 167T. 


0 


Vale notar (jiie nesta integração usamos duas identidades trigonométricas: sen 2 6 
seir 6 = ^(1 — cos 20). 


— 2 sen 0 c. 


(c) Como ds = yj 16 (sen 2 í 4- cos 2 t) dt = 4 dt, de (8), temos: 


I xy 2 ds= í (4 cos t) (4 sení) 2 (4 dt) 
'c 4o 

= 256 


/■tt/2 

d Q 

/ sen 2 1 cos t dt = 256 

sen 3 t 

lo 

3 


tt/2 


256 

T~ 


Método de Cálculo - C Definida por uma Fmição Se o percurso de integração C for o gi 
uma função explícita y = j{x ), a < x< b , podemos usar x como um parâmetro. Neste caso, o difer 


de y é dy = f(x)dx , e o diferencial de comprimento de arco é ds = y 1 + [/'(#)]“ dx. Depois da siU s 
ção, cada uma das três integrais de linha na Definição 5.1.2 se torna uma integral definida: 

/ G(x. y) dt = J G(x,f(x))dx, 

[ G(x. y) dy - I G (xj(x)) f‘(x)dx, 


■JC 


j G(x,y)ds= I G{xJ(x))\J\ + [}'{x)] 2 dx. 


Uma integral de linha ao longo de uma curva suave por partes C é definida como a soma das iir 
ao longo das várias curvas suaves cuja união compõe C. Por exemplo, para calcular J c G(x. y) ds 
C é composta por duas curvas suaves C { e C,. primeiro escrevemos: 

/ G(x, y) ds = f G{x. y) ds + í G(x.y)ds. 

Jc J Ci 4 o? 

As integrais f c G(x, y) ds e f Cy G(x, y) ds são. então, calculadas como indicado em (8) ou (11). 


i 


(2, 8) 


:: j 

:: c 

.. / 

/ 

I 4— 


(- 1 ,- 1 ) 


Figura 5.1.5 Gráfico 
de y = x 3 no intervalo 


EA I A 1 PI O 2 C Definida por uma Fimção 

Calculemos f c xydx + x 2 dy, onde C c o gráfico de y = a?, -1 < x < 2. 

Solução A curva C. ilustrada na Figura 5.1.5. é definida pela função explícita y = x\ Po:- 
podemos usar x como parâmetro. Com o diferencial dy = 3 .rdx, aplicamos (9) e (10): 


j x y dx + x 2 dy = J x (tr' ! ) dx + x 2 (3 x 2 dx) 


= [ 4x l dx = — x 5 


5 


132 


-i 


5 


U A 
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.Notação Em muitas aplicações, integrais de linha surgem como uma soma f c P(x , y) dx + j ( , Q(x, y ) dy. 
É prática comum escrever esta soma como uma integral sem parênteses: 


/ P(x, y) dx + Q(x, y) d,y ou simplesmente / P dx + Q dy. 

Jc Jc 

Uma integral de linha ao longo de uma curva fechada C é, em geral, denotada por 


(13) 


P dx + Qdy. 


'c 


EXEMPLO 3 C é uma Curva Fechada 

Calculemos § c xdx , onde Cê a circunferência definida por x — cos t, y = sen t. 0 < t < 2tt. 
Solução O diferencial de x = cos t é dx = -sen t dt e, de (6), obtemos: 



/ cosí ( — sen tdt) cos 2 t 

J o 2 


2 7T 




□ 



EXEMPLO 4 Cê uma Curva Fechada 

Calculemos j> c y 2 dx — x 2 dy, onde C 6 a curva fechada mostrada na Figura 5.1.6. 

Solução Como Cê suave por partes, procedemos como indicado em (12); ou seja, a integral dada é 
expressa como uma soma de integrais. Em símbolos, escrevemos § c = J c +Jc a - on de as curvas 
Cj, C 2 c são identificadas na Figura 5.1.7. Em Cj, usamos x como parâmetro. Como y = 0, dy = 
0; logo: 


3.1 .6 
- jave por 
ntegração 


( 2 , 4 ) 



I y 2 dx — x 2 dy = í 0 dx — ar(0) = 0. 

JCi J o 

Em C, usamos y como parâmetro. Como x = 2. dx — 0 c obtemos 

p y»4 /»4 

/ y 2 dx — x 2 dy = / '// 2 (0) —4 dy = — 4dy = — 16. 

Jc 2 ' ./o J o 

Em C 2 usamos x como parâmetro, mais uma vez. De y = U, temos dy — 2 xdx, de modo que 

/ y 2 dx — x 2 dy = / (^r 2 ) 2 dx — x 2 (2x dx) 

Jc 3 ' ' J 2 

= 1 C- 2* :i ) dx = - \x 


8 

5 


Logo, 


(j) y 2 dx — x“ dy — í í í — 0 + ( — 16) + — — 
J C d C\ d C‘2 d C 3 ^ 


72 

T 


□ 


Orientação de unia Curva Na integração definida, em geral, assumimos que o intervalo de integração 
é a < x < b e que o símbolo J a f(x) dx indica que a integral é feita no sentido positivo do eixo x. Integra- 
ção no sentido oposto, de x = b a x = a , resulta no negativo da integral original: 

r a r b 


/ /( x) dx = / f(x) dx. 


(14) 


Jb 


Integrais de linha possuem uma propriedade similar a (14); mas, antes de examiná-la, é preciso introdu- 
zir a noção de orientação de um percurso C. Caso C não seja uma curva fechada, o sentido positivo de 
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Figura 5 

oposta - 


C ou a, orientação positiva de C corresponde a percorrer C do ponto inicial d ao ponto tciminal 
outras palavras, se x = x(t) e y = y(t), a < t < b, são equações paramétricas para C, o sentido : 
de C corresponde a valores crescentes do parâmetro t. C aso C seja percorrida no sentido opost» 
sitivo, dizemos que C tem orientação negativa. Quando C tem uma orientação (posr 
negativa), a curva oposta é a curva com orientação oposta à de C, e é denotada pelo s. 
-C. Na Figura 5.1.8, se assumirmos que A e B são os pontos inicial e terminal de C. i* 
vamente, as setas na curva C indicam que esta é percorrida do ponto inicial ao ponb 
nal, de modo que C tem orientação positiva. A curva à direita de C e denotada por 
orientação negativa. Por fim, se C denotar a curva com orientação oposta à de (7, o 
a (14) para integrais de linha é: 


1 .8 Curva C e sua 
C 


j Pdx + Qdy = — J Pdx + Qdy, 


ou, o que é equivalente, 


j P dx 4- Q dy + J P dx A 


= 0. 


Nola 


Por exemplo, na parte (a) do Exemplo 1 vimos que Jç,xy dx G4, de (lo), concliiím 
J_ c x y 2 dx — 64. 

É importante ressaltar que uma integral de linha independe da parametrização da curva C, des 
C tenha a mesma orientação para todos os conjuntos de equações que a definem (Problema 33 
junto de Exercícios 5.1). 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 5.1 ( Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao fie 
Nos Problemas 1-10, calcule a integral definida. Se necessário, reveja as técnicas de integração aprendidas ei: 

/•O />2 r3 

2. I t 2 dt + J x 2 dx J r J u' du 


.. J x{x - 1 )( 


x + 2) dx 


3. / sen 27 tx dx 

J 1/2 

5 . 

J 0 2x + 1 


7. 

9 


xe 


-* /2 dx 


P dx_ 

J 2 x 2 — 6x 


+ 5 


4 

6 . 

8 . 

10 . 


r */ 8 

■L 

/•ln 3 

/ «- 
J \n’2 


set' 2x dx 


dx 


ln x dx 


2x - 1 
(x + 3) 2 


dx 


Nos Problemas 11-14, calcule as integrais de linha f c G(x, 


y) dx, J c G(x , y) dy e J c G(x, y) ds na curva C 


11. G(x, y) = 2 xy; x = 5 cosí, y = 5 sen í, 0 < t < 7r/4 

12. G(x, y) --- x 3 + 2xxf + 2x\ x - 2t, y = t 2 , 0<t<l 

13. G{x , y) = 3x 2 + 6y 2 ; y = 2x + 1, -1 < x < 0 

14. G(x , y) - Pjy\ 2 y = 3x 3/2 , 1 < t < 8 


Nos Problemas 15-18, calcule J c (2x + y) 


dx + xy dy na curva dada. de (-1, 2) a (2, 5). 


15. y = x -f 3 


16. y — x 2 + 1 


17. 


V 


(- 1 , 2 )' 

( 2 , 5 ) 

T 

: 

, 1 


( 2 , 2 ) 

1 

1 I 

1 

I 1 


18. 


Figura 5.1.9 Figura 
para o Problema 1 7 



-.r 


Figura 5.1.10 Figura para o 
Problema ! 8 


a 



Nos Problemas 19-22. calcule / ydx + xdy na curva dada, de (0. 0) a (1. 1 

Jc 

19. y = x 2 20. y = x 

21. C consiste nos segmentos de retas de (0, 0) a (0, 1) e de (0, 1) a (1. 1). 

22. C consiste nos segmentos de retas de (0. 0) a (1. 0) e de (1, 0) a (1 , 1). 

23. Calcule J (6x~ + 2 y 2 ) dx 4- 4 xydy, onde C é dada por x = y/i, y = t, 4 < t < 9. 

24. Calcule J —y 2 dx 4- xydy , onde C é dada por x — 2/, y = P. 0 < í < 2. 

25. Calcule / 2 x A ydx 4- (3x 4- y) dy. onde C é dada por x — y 2 . de (1, -1) a (I, 1). 

Jc 

26. Calcule / Axdx + 2 ydy, onde C é dada por x - // 4- 1, de (0. -1) a (9, 2). 

Jc 

Nos Problemas 27 e 28, calcule j (x~ 4- y 2 ) dx — 2xydy na curva fechada dada. 

y 


27. 


28. 


y 




V 


Figura 5.1.12 Figura para o Problema 28 



Nos Problemas 29 e 30, calcule <f ( , x 2 y 

29. 

y 


(-1,1) 

(1,1) 



i 


> 

f 



(-1, 

-1) 

(1, 

-1) 


Figura 5.1.13 Figura para o Problema 29 


dx — xy 2 dy na curva fechada dada. 



Figura 5.1.14 Figura para o Problema 30 


31. Calcule f c (x- 2 — y 2 ) ds , onde C é dada por x = 5 cos i, y = 5 sen t, 0 < t < 2 tí. 

32. Calcule f_ c ydx—xdy , onde Cê dada por x = 2 cos t, y = 3 sen U 0 < t < tt. 

33. Comprove que a integral de linha f c y~ dx 4- xy dy tem o mesmo valor em C para cada uma das seguintes para- 
metrizações: 


C : x = 2t 4 1 , y = 4t + 2, 0 < t < 1 
C :x = l 2 , y = 2t 2 , 1 < t < Vs 
C : x = \nt, y = 21ní, e < / < e 3 . 


34. Considere as três curvas entre (0, 0) e (2, 4): 

C :x = t, y = 2t, 0 < t < 2 
C : x — t, y-t 2 , 0 < í < 2 
C : x = 2í - 4, y = 4í — 8, 2 < t < 3. 

Mostre que / Cj xy ds — J c ^ xy ds , mas xy ds ^ J r; ^ xyds. Justifique sua. resposta. 


35. Se p(.r. y ) íor a densidade de um fio (massa por unidade de comprimento) . a massa do fio é dada por rn = J* p(x, y) ds. 
Calcule a massa de um fio que tem a forma de um semicírculo x = 1 4 cos t. y — sen t, 0 < /. < tt. admitindo 
rpie a densidade em um ponto P seja diretamente proporcional à distância ao eixo y. 
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36. As coordenadas do centro de massa de um fio com densidade variável são dadas por x — M y /m, y = A 
onde 



Determine o centro de massa do lio no Problema 35. 


5.2 Integrais Complexas 



Na seção anterior, revimos dois tipos de integrais reais. Vimos que a definição da integral defini 
iniciava com uma função real y = f[x ) especificada em um intervalo no eixo x. Como uma curva 
é o análogo bidimensional de um intervalo, podemos generalizar a definição de f(x) dx a integra 
funções reais de duas variáveis definidas em uma curva Cno plano cartesiano. Veremos nesta seçf 
a definição de uma integral complexa é muito similar à de uma integral de linha no plano caries: 

Como curvas têm um importante papel na definição de uma integral complexa, iniciamos coi: 
breve revisão de como curvas são representadas no plano complexo. 


Figura 5.2.1 At) = x(t) + iy(t) 
como um vetor dc posição 



Figura 5.2.2 z'(t) = x'{t) + 
/y'(f) como um vetor 
tangente 

C 



Figura 5.2.3 Curva C não 
é suave, pois tem uma 
cúspide 




(b) Sentido positivo 

Figura 5.2.4 Interior de cada 
curva é mantido à esquerda 


Curvas H.o visitadas Suponhamos que as funções dc valores reais x = x{t). y = y 
t < b sejam equações paramétricas de uma curva Cno plano complexo. Na Seção 2._ 
que se usarmos estas equações como as partes real e imaginária em z = x + iy podem 
crever os pontos 2 em C através de uma função dc valor complexo de uma variável 
denominada parametrização de ( T : 

:(/ ) = x(f ) -- 7 ?/(/). <1 < t < b. 

Por exemplo, as equações paramétricas x — cos t. y — sen t. Ü < t < 2tt descrevem uma 
ferência unitária centrada 11 a origem. Uma parametrização desta circunferência é z(t) = 
i sen t ou z(t) = e' 1 . 0 < / < 2tt (Equações (6) (10) da Seção (2.2)). 

O ponto z(a) — x(a) + iy{ a) ou A — ( x( a) . y(a)) é denominado ponto inicial de C: 
z(b) = x( b) + iy(b) ou D = (x(b), y(b)) é denominado ponto terminal de C. Na Seção - " 
mos que z(f) — x(t) + iy(f) também pode ser interpretado como uma função vetorial . 
sional. Portanto, z(a) e z{ b) podem sei 1 iiiter{)rt'lados como vetores de posição. A med 
t varia dc t — a até t — b. podemos imaginar que a curva C é percorrida pela extrem: 
z( t) (Figura 5.2.1). 

ÜoíitoiÇiüS No plano complexo, os conceitos de curvas suaves, suaves por partes. - 
fechadas e fechadas simples são facilmente formulados em termos da função vetorial 
ponhamos que a derivada de (1) seja zf(l) = /(/) + ///(/■). Dizemos que uma curva C 
110 complexo é suave se z ; ( t) for contínua e diferente de zero no intervalo a < t < 
indicado na Figura 5.2.2, se o vetor zf(t) for não nulo em qualquer ponto P em C. o- 
será tangente a Cem P. Em outras palavras, uma curva suave tem uma tangente cu; 
muda continuamente; ou. ainda, uma curva suave não pode ter esquinas agudas 
des (Figura 5.2.3). Uma curva suave por partes C tem uma tangente cuja diroç 
cont irmamente, exceto, talvez, nos pontos de união das curvas suaves C j, G,. .... 1 
compõem. Uma curva. Cno plano complexo é simples se z^) ^ z(t 2 ) para t l ^ T 
talvez, para t — a e t — b. G é uma curva fechada se z(a) = z(b). Co uma curva : 
simples se z{t y ) ^ z{U) para t { ^ t 2 e z(a) = z(b). Na análise complexa, uma curva - 
partes C é denominada contorno, percurso ou caminho. 

Como na seção anterior, definimos o sentido positivo de um contorno C com 
do que corresponde a valores crescentes do parâmetro t. Neste caso, também diz- 
a curva C tem orientação positiva. Para uma curva fechada simples C. o sentid 
corresponde ao sentido trigonométrico ou o sentido em que uma pessoa deve 
ao longo de C de modo a manter o interior de C à esquerda. Por exemplo, a circuxi 
z(t) — e' 1 , ü < t < 2tt tem orientação positiva (Figura 5.2.4). O sentido negativ' 
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contorno C é o sentido oposto ao sentido positivo. Caso C tenha unia orientação, a curva oposta, isto é, 
a curva com orientação oposta à de C. é denotada por C. Em uma curva fechada simples, o sentido ne- 
gativo corresponde ao sentido horário. 


Integral Complexa Uma integral de urna função / de uma variável complexa z definida em uni con- 
torno Cè representada por J c f(z)dz e denominada integral complexa. As hipóteses listadas a seguir 
representam um prelúdio à definição de uma integral complexa. Para efeitos de comparação, sugerimos 
uma revisão das listas que antecedem as Definições 5.1.1 e 5.1.2. A leitura da nova lista deve ser acom- 
panhada de um exame da Figura 5.2.5. 


C 


-v * 

z k 


h 

r 




2.5 Partição cia curva 
ubarcos induzida por 

;cão P do intervalo 

> 

Co [a, b\ 


Passos que Levam à Definição da Integral Complexa 

1. Seja f uma função de ama variável complexa z definida em todos os pontos de. 
ama curva suave C posicionada em alguma região do plano complexo. Seja C de- 
fenida pela parametrização z(t ) — x(t) iy { /). a < t < b. 

2. Seja P uma. partição do intervalo paramétrico [o. b] em n submtervalos [f ,, ij de 
comprimento Al,. — t k t kA : 

a . = f-o < 1 1 < to < ■ ■ ■ < t n — i < t n = b. 

A partição P induz uma partição da curva (' em n subamos cujos pontos inicial e 
terminal são os pares de números 

Zo - x(t 0 ) + iy{k)): Zi - x{ti ) + iy(t i ) , 

Zi = xih) + iy{ti), z-2 = x{t 2 ) + Íy[t 2 ), 

Zn — 1 = x(t n — l) + iy[tn— l)- Z T , — X(t n ) + iyifn)- 

Seja Az t — z k - z s ,. k = 1. 2, .... n (Figura 5.2.5). 

3. Se/a || P| a norma da partição P de [a. b] : isto c. o comprimento do mais longo in- 
tervalo. 

4. Seja z* = x* + iyf Ax k um ponto em cada subarco de C ( Figura 5.2.5). 

5. Formemos n produtos f(zf) A z k , k 1, 2 n. e os somemos: 

11 

k=l 


Definição 5.2.1 Integral Complexa 


A integral complexa de / cm C é 




p||— o f— 


k 




Se o limite em (2) existir, dizemos que fè integrável cm C. O limite existe sempre que / for contí- 
nua em todos os pontos do C c C for uma curva suave ou suave por portes. De aqui em diante assu- 
miremos estas condições como preceito. Além disso, usaremos a notação para representar 

uma integral complexa ao longo de uma curva fechada Ceie orientação positiva. Quando for importante 
salientar a direção de integração ao longo de uma curva fechada, empregaremos as notações 

ji) f (z) dz e éj) f (z) dz 

para representar integrações nos sentidos positivo e negativo, respectivamente. 
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Percebendo que a Definição 5.2.1 é formalmente igual à definição de integrais reais discutida na 
Soía * 5.1, passaremos a nos referir à integral complexa j c f(z)dz pela denominação mais comum de inteçr 

de contorno. 

Função de Valor Complexo de uma Variável Real Antes dc discutirmos as proprieda< 
integrais de contorno c a questão fundamental de como calcular o valor de uma integral dc conton 
necessário discorrer um pouco sobre o conceito de uma função de valor complexo de uma variável - 
introduzido nas Observações ao final da Seção 2.1. Como já mencionado, uma parametrização de 
curva C na forma dada em (1) é um exemplo disso. Consideremos outro exemplo simples. Sc t for 
variável real, a saída da função /(/•) = (2 1 + i] 2 será um número complexo. Para t = 2, 

/( 2) = (4 + if = 16 + 8z + i 2 = 15 4- Si. 

Em geral, se /, e f> forem funções de valores reais de uma variável real t (ou seja, forem funções r- 
/( t) — f,(t) + if 2 (t) é uma função de valor complexo de uma variável real t. O que nos interessa n» 
mento é a integral definida f* ' f(t)dt, ou seja, a integração da função de valor complexo f(t) = f 
if 2 (t) da variável real t em um intervalo real. Continuando com a função específica f(t) = (2 1 -f- i)~. p , 
lógico que escrevamos no intervalo, digamos, 0 < t < 1, 

f (2 1 + ifdt = I (4 1 2 - 1 + 4 ti) dt= í (4í 2 - 1 )dt + i f 4t dt. 

J o ./ o J o J 0 

As integrais (4t 2 - l)dt e f Q 4 tdt em (3) são reais: assim, estaríamos inclinados a chamá-las de ; 
real e imaginária de /J (2 1 + i) 2 dt. Cada uma dessas integrais pode ser calculada com emprego do : 
ma fundamental do cálculo ((1) da Seção 5.1): 


I (4 1 2 - 1 )dt = Ct 3 - t 


= - e 


r ü 


*! ,1 

4í dt = 2t 2 =2. 

In 


Com isso, (3) passa a (2 1 + i) 2 dt = ^ + 2 i. 

Como a integração anterior é muito simples e rotineira, podemos generalizá-la. Sc /, c f, forem L 
de valores reais de uma variável real t e forem contínuas em um intervalo comum a< t < b, defir 
integral da função de valor complexo f(t) = /, ( t) -f z/ 2 (í), em a < t < b. em termos das integrais dt 
das partes real e imaginária de f. 

í f(t) dt — í f\ (t) dt -j- i í h{t)dt. 

•/ a •/ a •/ cl 

A continuidade de j\ e de f 2 cm [a, b] garante a existência de f\ (t) dt e de f a f 2 {t) dt. 

Todas as familiares propriedades de integrais dadas a seguir podem ser provadas com base na d*-: 
em (4). Se /( t) — j\(t) + if 2 (t) e g(t) = ( /) + ig 2 (t) forem funções de valores complexos de uma v 

real t e forem contínuas em um intervalo a < t < b. então 


Ksias projiriedadrs são 
imporl m 1 1 cs no Crdriilo 
< lo iiil cgrnis do 
contorno. Serão usadas 
com frequência sem 
scro.m mencionadas 
expliciUmiento. 


rb nb 

/ kf(t)dt—k f{t)dt , sendo k uma constante complexa 

J a J a 


{f(t) + 9{t))dt= I f{t)dt+ í g(t)dt , 

i J a J a 

í f(t) dt = I f{t)dt+ I f(t) dt, 


f(t) dt = — f(t) dt. 


Em (7) assumimos que o número real c está no intervalo [a, b\. 

A seguir, retomamos a discussão de integrais dc contorno. 

Cálculo de Integrais de Contorno Para facilitar a discussão sobre como calcular uma int _ 
contorno j c f(z)dz, escrevamos (2) em uma forma abreviada. Se substituirmos f(z) por u + ive _ 

Ax + iAy, lim por lim. TlV, por S e suprimirmos todos os subscritos, (2) passa a: 

I TI l-o 
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J f(z)dz = lim (u -f iv)( Ax + iA y) 

= lim — vAy) 4- i '^(vAx 4- uAy) 

A interpretação da última linha é (Definição 5.1.2): 


/ f (z) dz = / udx — v dy 4 -i v dx + u dy. 

Cs V C «/ C 


(9) 


Lm outras palavras, as partes real e imaginária de uma integral fie contorno J c f(z) dz são as integrais de 
linha reais f c udx — v dy e J c v dx 4- udy, respectivamente. Se x = x(t) o y - y(t ), a < t < b forem equa- 
ções paramétricas de C. dx = x!{t)dt e dy = í/(t) dt. Substituindo os símbolos x, y. dx e dy por :r( /;) , y{ f) , 
3? ( t) dt e ]/(t)dt, respectivamente, o lado direito de (9) passa a: 


j ( . udx—vdy 

'N 


[' u{x(t),y(t )) x'(t) -v(x(t),y(l)) y'{t)]dt 


vd.r-{-udy 

^ 


(io) 


+ * / (w(x(<), y(í)) x'{t) + u(x(i),y(t)) y'(t)}dt. 


1 a 


Caso usemos a fimção de valor complexo (1) para descrever o contorno C. (10) será igual a f{z(t)) z'{t) dt. 
se a multiplicação no integrando for efetuada 

f(z(t))z'(t) = [u(x(t),y(t)) + iv(x(t),y{t))] [z'(t) + iy'{t)\ 

e f a í ( z (t)) z '(t)dt for expressa em termos de suas partes real e imaginária. Com isso, obtivemos uma 
forma prática para calcular uma integral de contorno. 


Teorema 5.2.1 Cálculo dc uma Integral de Contorno 


Se / for contínua em uma curva suave C dada pela parametrização z(t) = x(í) + iy(t). a < t< 6, então 


^ /< 2 ) dz = I f(z(t)) z‘(t)dt. 


( 11 ) 


Os resultados em (10) e (11) podem ser descritos com outras palavras. Se z(t) = x(í) 4- iy(t) e d(t) = 
.d (t) 4- iy' (í), o integrando J{ z( /•))/( t) é uma função de valor complexo da variável real t. Portanto, a inte- 
gral f a z'(t) dt pode ser calculada como indicado em (4). O próximo exemplo ilustra este método. 


EXEM P LO 1 Cálculo de uma Integral de Contorno 

Calculemos a integral J c zdz , onde C é parametrizada por z(t) = 3 1 -d ií 1 , 1 < t < 4. 

Solução Com j[z) = z, ternos f(z(t)) = 3t + it 2 = 3t - if, e zf(t) = 3 4- 2it: com isso, segundo (11), a 
integral fica escrita como 




(3 1 - it 2 )( 3 4- 2 it) dt = 



2 t 3 4 - 9í + 3t 2 ?'] dt. 


Usando (4), a última integral é calculada como 


í zdz = í (2 í 3 4- 9í) dt 4- / í 3 t 2 dt 

dc J - 1 J - 1 


- ' w ¥ 


“T ít 


j.3 


= 195 + 65i 


-1 


□ 
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y 


A 



Figura 5.2.6 

Contorno C é 
por partes 


EXEMPLO 2 Cálculo de uma Integral de Contorno 

Calculemos a integral (j - dz, onde Cê a circunferência x = cos t, y = sen í, 0 < t < 2tt. 

Jc z i 

' _,t Logo, 


Solução Neste caso, 2 = cos t + râen t = e" e f{z(t )) = 


:(t) 


= e 


z> - dz = / 
>c z J o 


*2tt /*2/i 

it 


(e íf ) ze” dt — i dt = 27ri. 

Jo 


Como discutido na Seção 5.1, para algumas curvas a própria variável real :r pode ser usada come 
râmetro. Por exemplo, para calcular f c (8x 2 - iy) dz no segmento de reta y = 5z, 0 < x < 2, escreve 
z = x + 5 xi, dz = (1 + 5 i)dx, J c (8x 2 - iy) dz = / 0 “ (8ar - hix)(l + 5 i) dx, e integramos na forma u> 



= (1 + 5 i) I {8x 2 
J o 


= (1 + 5 i) 



5 ix) dx 


(1 + 5 i)i 




214 


+ 


290 

^T 


i. 


Em geral, se x e y estiverem relacionadas por meio de uma função real contínua y = f(x), a corres 
dente curva C no plano complexo pode ser parametrizada por z(x) = x + if(x). De modo equivaleu* 
demos escrever x - t: com isso, um conjunto de equações paramétricas para C é x = t, y = /(/). 


Propriedades As seguintes propriedades de integrais de contorno são análogas às propriedades 
tegrais de linha reais e às propriedades listadas em (5)-(8). 


Teorema 5.2.2 Propriedades de Integrais de Contorno 

Sejam fe g funções contínuas em um domínio D e seja C uma curva suave, totalmente posiciona' 
D. Então, 

(z) f c kf(z) dz = k f c f(z) dz , sendo k uma constante complexa. 

( m ) J c lf(z) + g(z)} dz = f c f(z) dz + f c g(z ) dz. 

(vii) j c f(z)dz = J Ci f(z) dz + f Cn f(z)dz , onde C consiste nas curvas suaves Cj e C 2 . unid 
extremidades. 

(w) J_ c f(z) dz = — f c f(z) dz. onde C denota a curva com orientação oposta à de C. 


As quatro partes do Teorema 5.2.2 também são válidas se a curva C for suave por partes em 


EXEMPLO 3 Cê uma Curva Suave por Partes 

Calculemos f c (x 2 + iy 2 ) dz , onde C é o contorno mostrado na Figura 5.2.6. 
Solução Usando o Teorema 5.2.2(m), escrevemos 


1 +2/ 
c 2 

1 + í 


suave 


í (x 2 + iy 2 ) dz = í (x 2 + iy 2 ) dz + í (x 2 + iy 2 ) dz. 

Jc ' Jci Jc 2 

Como a curva C, é definida por y = x, 0 < x < 1, podemos usar x como parâmetro. ( 
z(x) = x + ix. J(x) — ] + i, f(z) = :r + tif, f(z(x)) = a 2 + vxr e 

d+/p - 2 

í ( x 2 + iy 2 )dz= í (x 2 +ix 2 )(l +i)dx 

Jc x Jo 

= (1 + i) 2 í x 2 dx — 

Jo 


(i + i) 2 = 2 
3 3 1 ‘ 


3 
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A curva C 2 é definida por x = 1, 1 < y < 2. Se usarmos y como parâmetro, z(y) = 1 4 iy. z 

f(z(y)) = 1 + itfc 

r2 r2 ,-2 - 


/ (;r 2 4 iy 2 ) dz = I (1 + iy 2 )i dy = 

Jc 2 J i 


j y dy 4 i I dy = - - 4 L 


Combinando (10) e (13), obtemos J ( . (:r 2 4 iy 2 ) dz — 4 (— | 4 í) = — | 4 §i. 


13 

□ 


Em aplicações de integrais complexas, a determinação de um limitante superior para o módulo ou o 
valor absoluto de uma integral dc contorno às vezes pode ser útil. No próximo teorema usaremos o fato 
de que o comprimento de uma curva plana c L — f n ‘ \J[x'{t )] 2 + ly'(t)] 2 dt. Se t) — xf(t) 4 q/(/.), então 
\z’(t) | = vV(t )] 2 4 [y'(t)] 2 eL = J b \ z'(t ) | dt. 


Teorema 5.2.3 Um Teorema Limitante 

Se / for contínua em uma curva suave C e \j\z)\ < M para todo 2 em C, então [ j (1 f(z) dz < M L. onde 
L c o comprimento de C. 


Prova Da desigualdade triangular dada em (11) da Seção 1.2, temos 


n 




k = 1 


n 


< E <f(4)\ l A ^-i < 


(14) 


k= 1 


k=l 



2 2 

“ 4 (At/fc) , podemos interpretar [A z k \ como o comprimento da corda que une os 


Como | Azfc| = 

pontos z,. e , em C. Além disso, como a soma dos comprimentos das cordas não pode ser maior que o 
comprimento L de C. a desigualdade (14) persiste como f( z £) A^fcl < ML. Por fim. a continuida- 
de de / garante a existência de f c f(z)dz ; portanto, se fizermos \\P\\ 0, a última desigualdade fornece 

| fc f( z )dz | < ML. ' □ 

O Teorema 5.2.3 é usado com frequência na teoria de integrais complexa; às vezes este teorema é refe- 
rido corno a desigualdade ML. Nossa discussão na Seção 2.6 indica que se / for contínua no contorno C. 
sempre existirá o limitante M invocado no Teorema 5.2.3 para os valores de /(z) em C. 


EXEMPLO 4 Um Limitante para 11111 a Integral de Contorno 

Determinemos um limitante superior para o valor absoluto de <z> 
Izl = 4. Jc 


z 4 1 


dz , onde C é a circunferência 


Solução Primeiro, o comprimento L da circunferência de raio 4 é 8 tt. Segundo, da desigualdade (7) da 
Seção 1.2 temos que, para todos os pontos z na circunferência, \z 4 4| > \z\ - 1 = 4 - 1 = 3. Logo, 


(15) 

4. o máximo valor que 


e z 

< 

| 

e z 


e z l 

z 4 1 

z 


1 

3 


Além disso, | e~'| = j e/cos y 4 i sen y) j = ef. Para pontos na circunferência |z| 
x — Re(z) pode assumir é 4; com isso, (15) fornece 

,4 


er 


z 4 1 


< 1 -, 

- 3 


Da desigualdade ML (Teorema 5.2.3), temos 


] c 


e~ 

; z + T 


dz 


< 
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Não existe uma parametrização única para um contorno C. Podemos comprovar que 

z(t ) — e d — cos t + i sen /.. 0 < t < 2ir 
z(t) = d 1 " 1 ' = cos 2? rí -f isen27rí, 0 < í < 1 

2(í) = e" 1/2 = cos C + igen£, 0 < t < 4 

— — ' 

são parametrizações, orientadas no sentido positivo, para a circunferência unitária Izl — 1. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 5.2 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao final d 
Nos Problemas 1-16, calcule a integral dada ao longo do contorno especificado. 

1. J {z + 3) dz , onde C é x = 2í, y = At - 1, 1 < t < 3. 


2. / (2 z - z) dz, onde C é x — t, y = t? + 2, 0 < t < 2. 
Jc 

3. z 2 dz, onde C 6 z(/,) = 3í + 2zí, 2 < t < 2. 

4. j (3z 2 - 2 z) dz, onde Cé z(í) = t + tá 2 . 0 < t < 1. 


5. 


2+1 


C 


dz, onde Cé a metade direita da circunferência I z\ = 1. de 2 = -i a 2 = i 


6. j \z\ 2 dz, onde C é x = i 1 , y = l/í, 1 < t < 2. 

7. j> Re(z)dz, onde C é a circunferência |rr| = 1. 


8 . 


- + 8 dz, onde Cê a circunferência \z + i — 1. 


C \( 2 + 'O 3 2 + 1 

9. / (a; - + iy 3 ) dz, onde C é o segmento de reta de z = 1 a 2 = i 


'c 


10. / (x - iy ) dz, onde C é a metade inferior da circunferência I 2 I = 1, de z = -1 a z = 1. 


11. I e dz, onde Céu percurso poligonal que consiste nos segmentos de retas de 2 = 0 a 2 = 2 c de 2 = 2 
1 + iir. 


12 * J sen zdz, onde Cê o percurso poligonal que consiste nos segmentos de retas de 2 — 0 a 2 = 1 e de 2 = 1 
1 + i. 


13. J Ini (2 - i) dz, onde Cê o percurso poligonal que consiste no arco circular ao longo de |z| = 1, de 2 = 1 
i, e no segmento de reta de 2 = i a 2 = -1. 

14. J dz, onde C c a metade esquerda da elipse ~ x 2 + i y 2 = p <j e z — 2 i a z = 2 i 



15. j) ze" dz, onde Cê o quadrado com vértices cm 2=0. 2=1. 2=1 + i e z = i 

I I 2 x ^ 0 

16. / f( z ) dz, onde f( z ) = { e Cê a parábola y = 2 ?, de 2 = 1 + i a 2 = 1 + i. 

Jc { 6a;, x > ü 

Nos Problemas 17 20. calcule a integral dada ao longo do contorno C especificado 11 a Fi°ura 5.2.7 


Figura 5.2.7 Figura para 
os Problemas 1 7-20 


17. <J> xdz 
19. z 2 dz 


18. <j>(2z-l)dz 


20. (b z 2 dz 
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Nos Problemas 21 24. calcule / r (f 

21. y 



Figura 5.2.8 Figura para o Problema 21 


y 







1 I + 1 

f 


: 



Figura 5.2.9 Figura para o Problema 22 


' z + 2) ao longo do contorno C especificado nas figuras, de z = i a z = 1 

22 . 



y 



Figura 5.2.1 0 Figura para o Problema 23 Figura 5.2.1 1 Figura para o Problema 24 


Nos Problemas 25 28, determine um limitante superior para o valor absoluto da integral dada ao longo do contor 
especificado. 


no 


25. - 2 j ^ dz , onde C é a circunferência \z\ = 5 


z 2 + 1 


26. I 2 _ dz , onde 6’é a metade direita da circunferência \z\ = 6, de z = 61 a ■ z — 6 i. 


c 


27. / (z 2 + 4) dz , onde Ceo segmento de reta de2=üaz=l + l 
Jc 

28. / — dz, onde C é um quarto da circunferência Izl = 4, de 2 = Ai a z = 4 
./c ^ 


Foco em Conceitos 


29. (a) Use a Definição 5.2.1 e mostre que, para qualquer curva suave Centre % e z„, f dz — z n - zq. 

(h) Use o resultado da parte (a) e comprove sua resposta ao Problema 14. 

(c) Qual é o valor de dz quando C é uma curva fechada simples? 

30. Use a Definição 5.2.1 e mostre que, para qualquer curva suave Centre * e z„ Lzdz = 1(4 - á). ÍSuqestüo ■ 
a integral existe. Escolha z* k = z k e z* k = z k -i] 

31. Use os resultados dos Problemas 29 e 30 c calcule J c (62 + 4) dz. onde C é: 

(a) O segmento de reta de 1 + i a 2 -f- 31. 

(b) O contorno fechado x l + tf — 1. 


32. Determine um limitante superior para o valor absoluto da integral 


Jc 


? 2 + 1 


dz , onde o contorno C é o segmento 

de ieta de — 3 a .. — 34 1. I se 0 fato dc que \zr + 1| = \z ijjz- j- Ij.onde Jz- ij e )z + i) representam, respec- 
tivamente, as distâncias entre i e -1 a pontos 2 em C. 

33. Determine um limitante superior para o valor absoluto da integral £ ■ dz, onde Cé uma circunferência 

com raio R > 3 e centro na origem. Use o fato de que |a? + 9| = |U 3.||z + 3i| e aplique a desigualdade trian- 
guiar (10) da Seçao 1.2 em cada fator. 

34. Determine um limitante superior para o valor absoluto da integral f c Ln(z + 3) dz. onde o contorno C é o 
mento de reta dez=3iaz = 4 + 31. 
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D 



Figura 5.3.1 Domínio 
simplesmente conexo D 


D 


c 


Vc - 


Figura 5.3.2 Domínio 
multipiamente conexo D 


5.3 Teorema de Cauchy-Goursat 

Nesta seção concentraremos a atenção nas integrais de contorno, onde o contorno Cc uma curva fecha- 
da simples com orientação positiva (sentido trigonométrico). Especificamente, veremos que. quando /• 
analítica em um tipo especial de domínio D. o valor da integral de contorno j ( , f(z) dz é o mesmo par. 
qualquer curva fechada simples C que esteja totalmente posicionada em D. Este teorema, dcnominad 
Teorema de Cauchy-Goursat, 6 urn dos resultados fundamentais em análise complexa. 

Antes de discutirmos o Teorema de Cauchy-Goursat e algumas de suas ramificações, precisam- - 
entender a diferença entre dois tipos de domínios no plano complexo: simplesmente conexos e muh 
piamente conexos. 


Domínios Simplesmente e Multipiamente Conexos Recordemos, da Seção 1.5, qu< 
domínio é um conjunto conexo aberto no plano complexo. Dizemos que um domínio D é sim- 
plesmente conexo se todo contorno fechado simples C posicionado inteiramente em D puder ~ 
comprimido a um ponto sem abandonar D (Figura 5.3.1). Em outras palavras, se desenhar:, 
qualquer contorno fechado simples C de modo que esteja totalmente posicionado no interior 
um domínio simplesmente conexo, então C circunda apenas pontos do domínio D. Dito de 
tro modo. um domínio simplesmente conexo não tem “buracos”. 0 plano complexo, como 
todo. é um exemplo de um domínio simplesmente conexo. (Por quê?) Um domínio que ir 
simplesmente conexo é denominado domínio multipiamente conexo; ou seja. um domínio r 
tiplamente conexo tem “buracos”. Na Figura 5.3.2, se a curva C 2 , que circunda um “bura 
fosse comprimida a um ponto, em algum momento teria que abandonar o domínio D. Um 
mínio com um “buraco” é denominado duplamente conexo: um domínio com dois “buraco- 
denominado triplamente conexo, e assim por diante. O disco aberto definido por \z\ v 2 
domínio simplesmente conexo; a região anelar aberta definida por 1 < \z\ < 2 ó um dom. 
duplamente conexo. 


c, 


Teorema de Cauchy Em 1852 o matemático francês Louis-Augustin Caucliy provou um dos mai~ 
port antes teoremas da análise complexa. 

Teorema de Cauchy 

Seja f uma função analítica em um domínio sim] desmente conexo D e seja f contínuo em D. En : ; 
para todo contorno fechado simples C ern D. § c f(z) dz = 0. 


Prova dada por Cauchy A prova deste teorema é uma imediata consequência do teorema de Gr 
plano e das equações de Cauchy-Riemann. Recordemos do cálculo que se C for uma curva fechad 
pies. com orientação positiva, que forma a fronteira de uma região R no interior de D, e se as finiçA 
valores reais P(x, y ) e Q(x, y) e suas derivadas parciais de primeira ordem forem contínuas em um 
nio que contenha C e R. então 

O teorema de Grrcii t>xpn r rr í QQ QP 

uma iul- r;il dr linlj;- n ;tl d) Pdx + Qdy= í- — : — 

como uma integral rlupla Jc ./ Jr \ ‘dx dy 


d A. 


Em (1) assumimos que f é contínua em todo o domínio D. Em consequência, as partes real e ima _ 
de J{z) = u + iv e suas derivadas parciais de primeira ordem são contínuas em todo o domínio D. 
(9) da Seção 5.2, podemos escrever j> c , f(z) dz em termos de integrais de linha reais; aplicando o t 
de Green (2) a cada integral de linha, obtemos: 

i f(z ) dz = (t u(x , y) dx - v{x , y) dy + i ® v(x , y) dx + u(x , y) dy 
J Ç 1 j C J c 
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C omo / é analítica cm D, as funções reais u c v satisfazem as equações de Cauchy- Riemann, du/ü.v = 
D v/Djj e Ou/õy c)v/c).i , em cada ponto em D. Usando as equações de 0 aiichy- Riemann para substituir 
h/ c Du/Ox cm (3). mostramos que 





(0) dA + i (0) dA = 0. 

•/ JR J JR 


Isso conclui a prova. 


□ 


Em 1883 o matemático francês Edouard Goursat provou que a hipótese de continuidade ele [' não é ne- 
cessária para chegar à conclusão do teorema de Cauchy. A correspondente versão modificada do teorema 
de Caucli) ficou conhecida como teorema de Cauchy- Goursat. Devido ao menor número de hipóteses, a 
prova desta versão do teorema de Cauchy é mais elaborada do que a que acabamos de apresentar. Uma 
forma de prova proposta por Goursat é delineada no Apêndice II. 


Teorema 5.3.1 Teorema de Cauchy- Goursat 

Seja / uma função analítica em um domínio simplesmente conexo I). Então, para todo contorno fecha- 
do simples C em D. j> ( , f(z) dz = 0. 

C omo o int erior de um contorno fechado simples é um domínio simplesmente conexo, o teorema de 
( auchy-Goursat pode ser enunciado de uma forma, mais prática: 

.1 f or analítica cm uni contorno fechado simples C e em todos os pontos rio interior do mesmo, 
então § c f(z) dz = 0. 


EXEMPLO Aplicação do Teorema de Cauchy-Goursat 


y 



tgura 5.3.3 Conlorno 
ã o Exemplo 1 


Calculemos <f c cr dz , onde o contorno (76 mostrado na Figura 5.3.3. 

Solução A função f(z) = e 6 inteira e, consequentemente, analítica cm todos os pontos no inte- 
rior do e no contorno fechado simples <7. Portanto, segundo o teorema de Cauchy-Goursat em 
( 4 )> fc cZ dz = 0 . □ 

O resultado importante do Exemplo 1 é que j> ( , e~ dz - 0 para qualquer contorno fechado sim- 
ples no plano complexo. Na verdade, para qualquer contorno fechado simples Co qualquer função 
inteira /. como f(z) = sen 2 , f(z) = cos 2 e p(z) = a„z " -I- a n 1 2 "“ l + ... a x z + a o, n = 0, 1. 2. .... 


sen 2 dz = 0. 


cos 2 dz = 0. 



p(z) dz = 0, 


e assim por diante. 


EXEMPLO 2 Aplicação do Teorema de Cauchy-Goursat 

Calculemos (j onde o contorno 6'c a elipse (x- 2)- + \(y 5)- - I. 
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Figura 5.3.4 Domínio 
duplamente conexo D 


Solução A função racional J[z) = l/j? é analítica em todo plano complexo, exceto em z = 

C ontudo, z = 0 não é um ponto no interior do ou no contorno elíptico fechado simples C. P< ■ 

r d: 


tanto, de (4), temos que 


- 0. 


>c 


Teorema de Cauchy-Goursat para Domínios Multiplamente Conexos Se / f 
analítica em um domínio multiplamente conexo D. não podemos concluir que j> , f(z) dz = 
pata todo contorno fechado simples em D. Inicialmente, suponhamos que D seja um domíi. 
duplamente conexo, que Ce C\ sejam contornos fechados simples c que C\ circunde o “bur 
co no domínio e seja interior a C [Figura 5.3.4(a)]. Suponhamos, ainda, que / seja analíti ■ 
em cada contorno c cm cada ponto interior a Ce exterior a Cj. Introduzindo o corte AB rnc— 
trado na Figura 5.4.3(b), a região limitada pelas curvas é simplesmente conexa. Do (ii) 

Teorema 5.2.2. a integral de A a B tem sinal oposto ao da integral de B a A. de modo cm 
de (4), obtemos 


/ (z) d 


c 


z+ J f ( 2 ) d: 

AB 


+ J f (z) dz + Jj f (z) dz — 0 

-AB Cl 


ou 


J)f(z)dz= J) f ( 2 ) dz. 
c Ca 

O último 1 esultado é às vezes denominado princípio de deformação de contornos, pois podemos inteiq 
tai o contorno Cj como uma deformação contínua do contorno C. Sob esta deformação de contornos, - 
região entre Ce Cj contiver apenas pontos nos quais fé analítica, o valor da integral não é alterado. E_j 
outras palavras, (5) permite que calculemos uma integral ao longo de um complicado contorno feche 
simples C substituindo-o por um contorno Cj que seja mais conveniente. 


EXEMPLO Aplicaçao de Deformação de Contornos 

dz 



Figura 5.3.5 No Exemplo 3, 
usaremos o contorno mais 
simples Cj 


Calculemos o valor de <3 

Jc z - i 

Solução Notemos que f(z) = 


■ 1 onde C é mostrado em preto na Figura 5.3.5. 

1 

„ _ • é analítica no domínio multiplamente conexo que et 


siste 110 plano complexo, excluído o ponto 2 = i Em vista de (5), escolhemos, o conto 
circular mais conveniente C l5 desenhado em cinza na Figura 5.3.5. Tomando 0 raio da 
ci inferência como r = 1, garantimos que C\ está 110 interior de C. Em outras palavras 
é a circunferência |2 i\ = 1; de (10) da Seção 2.2, C\ pode ser parametrizado por 2 = 
e'\ 0 < t < 2i r. Como z-i— Fj dz = ie ü e obtemos 


dz 


Jc 


l Ac 

Jc ! Z - l 


^ ie ü 


e 


it 


p 2?r 

■dt = i dt = 27 ri. 


O resultado obtido 110 Exemplo 3 pode ser generalizado. Usando o princípio de de: 
mação de contornos (5) e procedendo como no exemplo, podemos mostrar que se q, for 

número complexo constante qualquer interior a qualquer contorno fechado simples C. ; 
um inteiro 7 ?„ 


dz 


Tc (z - z 0 y 



n = 1 

71 7^ 1. 


O fato de que a integral em (G) é zero quando n ^ 1 resulta apenas parcialmente do teorema de Cai: 

Juu puiioón.io ^ GoUrSat Qlian(1() 71 é zero 0,1 um iüteiro negativo, l/(z z»)* é um poUnÔmio e. portanto, uma fim 

inteira. O Teorema 5.3.1 e a discussão após 0 Exemplo 1 indicam que § ( , dz/ (2 - 2 0 ) n = 0. Deixa: 

como exei cicio mostrar que a integral também é zero quando n for um inteiro positivo diferente de 1 
blema 24 do Conjunto de Exercícios 5.3). 


nri 


Integração no Plano Complexo 


195 


A analiticidadc da função / cm todos os pontos no interior ou cm um contorno fechado simples C ê su- 
ficiente para garantir que j f(z ) dz = 0. No entanto, o resultado em (6) enfatiza que a analiticidade não 
é necessária: em outras palavras, é possível que <f ( . /(z) dz — 0 sem que / seja analítica no interior de C. 
Como um exemplo disso, se considerarmos no Ex 

n — 2 c z f] — 0 cm (6), vemos imediatamente que 
em z — 0, que é interior a C. 


emplo 2 que Cê a circunferência \z\ = 1, substituindo 
f dz 

® — = 0. Vale notar que /( z) = l/z 2 não ê analítica 

Jc z 


EXEMPLO 4 Aplicação da Fórmula (6) 

52 + 7 


Calculemos 


Jc 


■ z 2 + 2z - 3 


dz , onde C é a circunferência \z— 21 = 2. 


Solução Já que o denominador pode ser fatorado como z 2 + 2z 3 = (z 1 )(z + 3), o integrando não ó 
analítico em z = 1 e em z = 3. Desses dois pontos, apenas z = 1 está no interior do contorno C, que é 
uma circunferência com centro em z = 2 e raio r = 2. Usando frações parciais, 


D 



C + 

y 


V 


c 




(a) 


D 



(b) 

‘ ;ura 5.3.6 Domínio triplamente 

"exo D 


5z + 7 


z 2 + 2z - 3 z-l 


3 2 

+ 


+ 3 


do modo que 


52 + 7 


jc z 2 + 2z - 3 Jc z - 1 Jc z + 3 

Pelo resultado em (6). o valor da primeira integral em (7) c 2 th. enquanto o valor da 
segunda integral é 0. pelo teorema de Cauchy-Goursat. Assim, (7) passa a 

r 52 + 7 


dz = 3 


1 


dz 


1 


dz . 


(7) 


./c 


2 2 + 22 - 3 


- dz = 3(2? r?:) + 2(0) = Gttó 


□ 


Sejam C . C, e C, contornos fechados simples, corno mostrado na Figura 5.3.6(a), e 
seja /analítica em cada um destes três contornos e em cada ponto interior a Ce exterior 
a C, e a C 2 . Introduzindo cortes entre C, e C e entre C, e C, como ilustrado na Figura 
5.3.6(b), o Teorema 5.3.1 resulta em 


*j) f(z) dz + Á j f(z) dz + f(z) dz = 0 


c 


Ci 


c 2 


de modo que 


<j) f(z) dz = f(z) dz + f(z ) d: 


( 7 ) 


c 


c. 


Co 


O próximo teorema resume os principais resultados para um domínio multiplamente conexo com n “bu- 
racos” . 


Teorema 5.3.2 Teorema de Cauchy-Goursat para Domínios Multiplamente Conexos 


Sejam C. C±, ..., C„ curvas fechadas simples, todas com orientação positiva, tais que (?,, C>, .... C n se- 
jam interiores a C. mas as regiões interiores de cada C k .. k= 1, 2. .... n, não tenham pontos em comum. 
Se / for analítica em cada contorno e em cada ponto interior a Ce exterior a todos os contornos C k , 
k = 1, 2 n , então 
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EXEMPLO 5 Aplicação do Teorema 5.3.2 


Calculemos 


dz 


'C 


z 2 + 1 


, onde Cea circunferência \z\ — 4. 


Solução Neste caso, o denominador do integrando pode ser fatorado como z 2 -f 1 = (z- i)(z + *). Porta: 
to, o integrando 1 /{zr 4- 1) não é analítico em z = i e em z = i. Estes dois pontos estão no interior de 
Usando decomposição em frações parciais, temos 


1 1 


1 


z 2 4-1 li z — i 2 i z + i 



Figura 5.3.7 Contornos para o 
Exemplo 5 


dz 


'C 


z 2 - f 1 


2ifc 


z — l 


z 4 i 


Agora, circundamos os pontos z = i e z = —i por contornos circulares C, e €,. respectiv 
mente, totalmente no interior de ( . Podemos escolher como a circunferência \z— i\ — 
C -2 c °mo a circunferência | z +/’| = - (Figura 5.3.7). Usando o Teorema 5.3.2, escrevemr ■- 


dz 


'c 


+ 1 


1 

2 i 


' c , L 


1 


1 


z — i 


z T i 


dz T — (f 


1 


1 


z — i 


z 4- i 


d: 


i <£ — \—dz - i <£ 

2? Jc l z i 2 i Jq í z T i 


1 J 1 / 

~dz T — ® — 

2 i Jc> z 


'-dz- 1/ J- 
- * 2i J c z + i 


dz. 


as- 


C omo \/{z + i) é analítica em C x e em cada ponto em seu interior e como 1 /{z- i) é an 
lítica em Cl, e em cada ponto em seu interior, (4) indica (pie as segunda e terceira integi 
em (9) são zero. Além disso, de (6), com n = 1, temos 

[dz f dz 

V : = 27H e é = 27 ri. 


'O,*-* 


f c 2 z + 1 


Com isso, (9) passa a 


dz 


'c 


: z 2 -f 1 


= 7T — 7T = ü. 


Observações 



Figura 5.3.8 O 

contorno C é 
fechado, mas não 
c simples 


Na discussão anterior assumimos que Cê um contorno fechado simples: ou seja, não há cruza, men- 
tos na curva que define C. Embora não provemos, pode ser mostrado que o teorema de Cauchv- 
Gouisat é válido para qualquer contorno fechado Cem um domínio simplesmente conexo D. 0 
contorno mostrado na Figura 5.3.8 é fechado, mas não é simples. Mesmo assim, se / for analítica 
em D . § c j{z) dz = 0. (Problema 23 do Conjunto de Exercícios 5.3.) 


CONJUNTO DE EXERCÍC IOS 5.3 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao h 
do livro.) 


■rr 


Nos Problemas 1 8, mostre que § c f{z) dz = 0, onde fé a função dada e C, a circunferência unitária \s\ = 

1 


1. f(z)= 2 ?-l + 3i 
z 


2. f(z) = 2 2 + - 


2z + 3 


sen 2 


3. f(z) = 

5. f(z) = 

V ' (z' 2 - 25 )(z 2 + 9) 

7. f(z)=ta.nz 


4. }{z) = 


6. f{z) = 7 
8 . /(*) = 


2 — 4 
2-3 

2 2 + 22 + 2 
e z 


2 2 2 4 112 + 15 
2 5 


2 9 


cosh 2 
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=na 9 



• x 4 + y 4 = 16 

T 

. N 

1 


S. 

1 

1 





5.3.10 Figura para o 

ema 10 



._ra 5.3.11 Figura para o 

s ema 23 


9. Calcule j - dz , onde C é o contorno mostrado na Figura 5.3.9. 


10. Calcule 


c 


z + 1 + i 


onde C é o contorno mostrado na Figura 5.3.10. 


Nos Problemas 11 22, use qualquer um dos resultados desta seção para calcular a integral dada ao 
logo do(s) contorno(s) fechado(s) indicado(s). 


11. (J) \z H- ^ dz; \z\ = 2 


12. ^ ) dz; \z\ 


= 2 


13 . 


14 . 


15 . 


Jc z I 2 - 7 r 2 


dz; I2 1 — 3 


10 


c (2 + Í) 
22+1 


Trjdz; \z + i\ = 1 


2 2 + 2 




dz; (a) 1 2 1 = 1 , (b) \z\ = 2 , (c) 1 2 - 3 z| = 1 


16 - f c 72^3 dz '* ( a ) M = E ( b ) \ z ~ 2i = F (c) \z\ = 4 


17 . 


18 . 


19 . 


-32 + 2 


c 2 2 — 82 + 12 
3 1 


Jc \Z + 2 2 — 2í 

2 - 1 


dz; (a) jz — 5 | = 2 , (b) \z\ — 9 
: ] dz; (a) \z\ = 5 . (b) 1 2 — 2 i\ = 1 


' t o"õ k - *1 = è 

c 2(2 - l)(2 - 3 z) 2 


20 ' f c z* + 2iz* dz ' 12,-1 


21 . <j) Ln (2 + 10) dz; 1 2 1 = 2 


22 . 


c 


10 


(2-2)3 (2 -2) 2 2-2 


5 3 

+ 


+ 7 esc 2 


dz; \z — 2| = 1 


r 

23. Calcule ® - dz , onde Céo contorno “figura de oito’’ mostrado na Figura 5.3.11. [Sugestão: expresse C como 

Jc z — z 

a união de duas curvas fechadas C\ e C 2 ] 

24. Seja % um número complexo constante qualquer interior a um contorno fechado simples qualquer C. Mostre que, 
para um inteiro positivo n, 

I dz _ J 2 ttí, n = 1 

fc (2 - 20)" “ | 0, n > 1. 

Nos Problemas 25 e 26, calcule a dada integral de contorno. 


25. 


2 + 3 


— 32 dz, onde Cê a circunferência unitária I 2 ! = 1. 


26. ^ ( 2 3 + 2 " + Re( 2 )) dz. onde C é o triângulo com vértices em 2 


= 0, 2 = 1 + 2ie 2 = 1. 


Foco em Conceitos 


27. Explique por que }{z)dz — 0 para cada uma das seguintes funções, sendo C um contorno fechado simples 

qualquer no plano complexo. 

(a) f(z) = ( 5 iz 4 - 42 2 + 2 - 6z) 9 (b) f(z) = (z 2 - 3 iz)e 5z 


(c) f(z) = 


sen 


(d) f(z) = z cos 2 z 
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28. Descreva contornos C para os quais cj) f(z)dz = 0 para cada urna das seguintes funções: 


(a) f(z) = 


1 


z J + z 


(c) /(*) = 


1 


1 — e~ 


( b) f(z)= esc z 
(d) f[z) = Lnz 


29. Explique por que a integral no Problema 25 é igual a 



x 


Figura 5.3.12 Figura para o 
Problema 30 


3 


’c 


z -F- 3 


e. usando (6), por que esta forma facilita um pouco o cálculo da integral. 


30. Calcule J_ e z dz de z — 0 a z = 2 + 2ã ao longo do contorno C mostrado na Figura 5.> 
que consiste na reta y — x e na circunferência tangente à reta em (1. 1). 


31. Do Exemplo 1. sabemos o valor de f c e z dz para qualquer contorno fechado simples 
plano complexo. Em particular, use \z\ = 1 como Ce a parametrização z = c 1 ". 0 < 6 < . 
(> calcule os valores das seguintes integrais reais 

í Q)d,9 e f e cos 6 cos(9 + sen 9) d0 . 

J o 


í e ° h °scn(6 + sen I 
./o 

32. Seja n um inteiro positivo. Fse uma integral de contorno complexa para mostrar que 


sen nO 


cos (0 — cos nO) d0 


•/o 


r 

./o 


sen n 0 


sen (0 — cos n6) d0 = 0. 


[Sugcstào: modifique o integrando do Problema 31., 


5.4 Independência de Percurso 


Na Seção 5. 1 vimos que quando uma função real / tem uma antidcrivada elementar, ou seja, uma ftuiçà 
tal que F'(x ) — /( x) . uma integral definida por ser calculada com o teorema fundamental do cálcu. 


Í f(x)dx = F(b)-F(a). 

•/ a 


Vale notar que f{x) dx depende apcuias dos números a c b nos pontos inicial e terminal do inter •. 
de integração. Em contraste, o valor de uma integral de linha real j c P dx + Qdy em geral depenei* 
curva C. No entanto, existem integrais j c y dx + x dy cujo valor depende apenas dos pontos inicial 
e terminal B na curva C, e não da curva C propriamente dita. Neste caso, dizemos que a integrei é 


linha independe do percurso. Por exemplo, f c ydx + xdy independe do percurso (Problemas 19 22 
Conjunto de Exercícios 5.1). Uma integral de linha cpie independe do percurso pode ser calcular! à 
modo similar a (1). Portanto, parece natural perguntar: 


Existe uma versão complexa do teorema fundamental do cálculo? 
Uma integral de contorno J r f(z) dz pode independer do percurso? 

Nesta seção, veremos (pio a resposta a estas duas perguntas é sim. 


5 ndepí‘iui('ucia de Percurse A definição de independência de percurso para uma integral de c 
no fc /M dz cssencialmentc, a mesma de uma integral de linha real f c P dx + Qdy. 


Definição 5.4.1 Independência dc Percurso 

Sejam q, e pontos em um domínio D. Uma integral de contorno f c f{z)dz independe do per nu- 
caso seu valor seja. o mesmo para todos os percursos C em U com ponto inicial e ponto tcrmiii . 
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D 


- 1 Se f for 
" D, as 
' e em 


No fim da seção anterior, notamos que o teorema de Cauchy-Goursat também é válido para con- 
tornos fechados, não apenas contornos fechados simples, em um domínio simplesmente conexo D. 
Agora, suponhamos, como mostrado na Figura 5.4.1, que Ce C { sejam dois contornos posicionados 
inteiramente em um domínio simplesmente conexo D , com ponto inicial z {) e ponto terminal z v No- 
temos que a união de C com a curva, oposta C forma um contorno fechado. Dessa íoniia, se J for 
analítica em D. o teorema de Cauchy-Goursat indica que 


^ f(z) dz + J c f(z)dz = 0. 


( 2 ) 


Contudo, (2) é equivalente a 


f(z)ds 


'c JC i 


■L 


f{z) dz. 


(3) 


(r>) 


O resultado em (3) também é um exemplo do princípio de deformação de contornos introduzido em 
da Seção 5.3. Resumimos este último resultado como um teorema. 


Teorema 5.4.1 Analiticidade Implica Independência de Percurso 

Seja / uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D e seja Cum contorno qualquer em 
D. Então, j c f{z) dz independe do percurso C. 



EXEMPLO 1 Escolha de um Percurso Diferente 

Calculemos j c 2 zdz, onde C é o contorno mostrado em cinza na Figura 5.4.2. 

Solução Como a função f[z) = 2zc inteira, podemos, segundo o Teorema 5.4.1, substituir 
o percurso suave por partes C por qualquer outro contorno conveniente C, que una = 
la 2 , = 1 + i Em particular, escolhemos o percurso C, como o segmento de reta ver- 
tical x — 1 , 0 < y < 1 , mostrado em preto na Figura 5.4.2. Neste percurso, z= 1 + iy 
c dz= idy. Portanto, 

[ 2 zdz= I 2zdz = — 2 / ydy-2il dy = -\-2i. 

Jc J Ci J 0 j 0 


5.4.2 Contorno para o 
I -~oio 1 


□ 




Uma integral de contorno f c f(z) dz que independe do percurso C é, em geral, escrita como J g * f(z) dz , 
onde z [) e z, são os pontos inicial e terminal de C. respectivamente. Portanto, no Exemplo 1 podemos es- 


crever j_ } l 2 zdz. 

Existe uma forma mais simples de calcular a integral de contorno do Exemplo 1; mas, antes de pros- 
seguir, precisamos de outra definição. 


Definição 5.4.2 Antiderivada 

Seja / urna função contínua em um domínio D. Se existir uma função F tal que F'(z ) = f(z) cm cada 
2 em D. F é denominada uma antiderivada ou primitiva de /. 


Por exemplo, a função F(z) = -cos z é uma antiderivada de f(z) — sen 2 , pois 1‘ ( 2 ) sen 2 . Como no 
Cálculo de uma variável real, a antiderivada mais geral, ou integral indefinida, de uma função f{z) 6 escri- 
ta como f f(z)dz - F(z) + C, onde F'(z) = f(z) e Cc uma constante complexa arbitrária. Por exemplo, 

/ sen 2 dz = -cos 2 + C. 
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Recordemos qut* 
(lilcrcnciabilidíido 
implica conl imiidadc. 


Como uma antiderivada t de uma função / tem uma derivada em cada ponto em um domíi. 
D, ela é necessariamente analítica e. portanto, contínua em cada ponto em D. 

Com isso, estamos finalmente em condição de apresentar o análogo complexo de (1). 


Teorema 5.4.2 Teorema Fundamental para Integrais de Contorno 


Seja /uma função contínua em um domínio D e seja F uma antiderivada de /em D. Então, 
quer contorno Cem D com ponto inicial z [) e ponto terminal z u 


para que.- 



F(zi ) - F( zq). 


Prova Provaremos (4) para o caso em que C 6 
Os pontos inicial e terminal em C são z(a) = 
F'{z) = /( z) para cada zem // temos 


uma curva suave parametrizada por z = z( t ) , a < t 
4) ° z{ b) = z y . Usando (11) da Seção 5.2 e o fato de 



I f(z{t))z'(t)dt= I F'(z(t))z'(t) dt 

a Ju 


dt 


F(z(t)) dt < — rcgi-fi da cadeia 


rime 

F(z(b))-F(z(a)) = F(z l )-F(z 0 ). 


EXEMPLO 2 Aplicaçao do Teorema 5.4.2 

No Exemplo 1 vimos que a integral f c 2z dz , com O mostrado na F igura 5.4.2. independia do percursc 
ser uma função inteira, f(z) = 2zc contínua. Além disso. F(z) = F 6 uma antiderivada de J\ pois F 1 
2z - j[z). Portanto, de (4) do Teorema 5.4.2. temos 

/•— 1 +i 


2z dz = z 2 


-i 


— 1 + i 


— (—1 + i ) 2 — (— l ) 2 = — 1 — 2 i . 


EXEMPLO í Aplicação do Teorema 5.4.2 

Calculemos Jç cos z dz, sendo C um contorno qualquer com ponto inicial z i] = 0 e ponto terminal 

2 d- i. 

Solução F(z) = sen zé uma antiderivada de j{z) = cos z, pois F'(z) = cos z = fíz). Portanto, de (4), tem 


-2 +i 


cos zdz= I cos 2 dz = sen z \l +l = sen (2 + i) - senü = sen(2 + i). 


F c J0 


Caso desejemos um número complexo da forma a + ib como resposta, podemos usar sen (2 + i) 
0.489 H (parte (ò) do Exemplo 1 da Seção 4.5). Logo, 


í cos zdz — I cos zdz « 1,4031 - 0.4891L 
’c J o 


A ig limas í - K.lusoes Podemos tirar várias conclusões do Teorema 5.4.2. Primeira, observem - 
se o contorno C for fechado, z [) — Zy e. consequentemente, 


£ f{z) dz = 0. 
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Segunda, como o valor de J c f(z) dz depende apenas dos pontos e z h este valor c o mesmo para qual- 
quer contorno C em D que conecte esses pontos. Em outras palavras, 


vin^b. BSoo^^Wtiàqwâe "ào percurso, (fi) 


loinos, ainda, a seguinte condição suficiente para a existência dc 


uma antiderivada: 


Sí ) )üt continua t J c J[z)dz independer do percurso C em um domínio D. então f tem 
uma antiderivada em todos os pontos em D. 


(7) 


A última asserção é importante e merece uma prova. 

Prova de (7) Assumamos que J é contínua, que j c f(z) dz independe do percurso em um domínio D e que 
F é uma í unção definida por F[z) = / ( s ) ds , onde s denota uma variável complexa, z 0 é um ponto fixo 

em D e z representa um ponto arbitrário cm D. Desejamos mostrar que F'(z) — /'( z) . ou seja, 


F ( z ) = / M ds 


( 8 ) 




é uma antiderivada de f em D. Mas, 


D 



z + Az 


F{z + Az) - F(z) = í f(s) ds- ) f(s) ds = [ f(s) ds. 

J 3 q 


( 9 ) 


’ Z O 


( omo I) é um domínio, podemos escolher A z de modo que z T A z esteja em D. Além disso, z e z -f- 
Az podem ser conectados por um segmento de reta, como ilustrado na Figura 5.4.3. Este é o contor- 
no que usaremos na última integral em (9). Com z fixo. podemos escrever 

í*Z~\- f\z ç Z"\- &.Z 

/(z)Az = /(z) / ds = / f(z)ds 


-•a 5.4.3 

no usado na 
e (7) 


ou 


r+Az 


m = 


Az 


f(z) ds. 


( 10 ) 


De (9) e (10), temos 


F{z + Az) - F(z) 1 

í(z) = 


r+A r 


Az 


A; 


im - mi ds. 


Como fé contínua no ponto z, para qualquer c > 0. existe um 6 > 0 tal que \f(s) f(z)\ < e sempre que 

I* z\ < 6. Por conseguinte, se escolhermos Az de modo que jAz | < 6, da desigualdade ML da Seção 5.2. 
obtemos 


F(z + Az) — F{z) 

Az ” Z ' 


1 


•z4Az 


Az 

J_ 

Az 


[/(«) - M] ds 

IM - f(z)l ds 


< 


A: 


|Az| — £. 


Assim, mostramos que 


]im F O + Az) F(z) = f(z) ou F , {z) = 


Az^O 


A; 


□ 


Se / for uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D. fé necessariamente contínua em 
todo D. Este fato, os resultados do Teorema 5.4.1 c (7) levam a um teorema que afirma que uma função 
analítica possui uma antiderivada analítica. 
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É preciso ler 
cuidado ao usar 
Ln z como uma 
antiderivada de 


Teorema 5.4.3 Existência de uma Antiderivada 

Seja / uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D. Então, / possui uma antiderivada 
em D: ou seja. existe uma função F tal que F'(z) — f(z) para todo 2 em D. 


Em (21) da Seção 4.1 vimos que para \z\ > 0, - 7r < arg(;z) < ty, l/z é a derivada de Ln 2 . Ist 

significa que em algumas circunstâncias Ln zé uma antiderivada de l/z. Contudo, devemos st 
^ ' 

cuidadosos ao usar esse resultado. Por exemplo, suponhamos que D é todo o plano complexo sol 

a origem. A função l/zé analítica neste domínio multip lamente conexo. Se C for qualquer contorno fech 

do simples que contem a origem (5) não resulta em f c dz/z = 0. Na verdade, de (6) da Seção 5.3, com 

n = 1 e z 0 = 0. temos 


cl- 


í -d: 

'c 2 


27TÍ. 



Neste caso Ln 2 não é uma antiderivada de l/z em D. pois não é analítica em D. Recordemos que Ln 
não é analítica no eixo real não positivo, que c o corte de ramo do ramo principal /j(z) do logaritmo > 
ção 4.1). 


EXEMPLO 4 Uso da Função Logarítmica 

f 1 

Calculemos / - dz , onde Ceo contorno mostrado na Figura 5.4.4. 

Jc 2 

Solução Suponhamos que D seja o domínio simplesmente conexo definido por x > 0, y > 0. _ 
outras palavras, D é o primeiro quadrante no plano z. Neste caso, Ln z é uma antiderivada 
l/z, pois as duas funções são analíticas em D. Portanto, de (4), 


n 


Figura 5.4.4 Contorno 
para o Exemplo 4 


De (14) da Seção 4.1, 


dz = Ln z\ 21 = Ln 2 i — Ln 3. 


7T 


log e | # de modo que 


Ln 2 i = log e 2 + —i e Ln 3 — log e 3 


/*2i -j^ 2 7T 

/ -dz = logp ^ 4- -i w -0.4055 + 1.5708Í 
ç 3 z '32 


l X ! \1PL() 5 Uso de uma Antiderivada de 2 : 1/2 

/• 1 

Calculemos j z \/2 ^ ,z ' on( ^° C é o segmento de reta entre 2 ,, = i e z, — 9. 

Solução Tomaremos f t (z) = z l/2 como o ramo principal da função raiz quadrada. No domínio \z 
7T < arg(z) < 7 r. a função J\(z) = 1 /z m = z 1/2 é analítica c possui a antiderivada F(z) = 2z l/2 [(9) d 
ção 4.2]. Logo. 


1 !r. .!»]« 


njlint ) di Eí»ordci«Ki 1.4) 


2 1 / 2 


dz = 2 2 1 / 2 


= 9 


J -'T + *T 


= (6 - \/2) - i\/ 2. 
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Observações 


Comparação com Análise Real 


(i) Em cálculo o estudo de técnicas de integração mostra que integrais indefinidas de certos tipos 
d( piodutos podem ser calculadas através de integração por partes: 


f(x)g'(x)dx = f{x)g(x) - / g(x)f'(x)dx. 


( 11 ) 


Ein geral (11 ) e usada na forma mais compacta Judv = uv Jvdu. A fórmula (11) também é 

valida na análise complexa. Suponhamos que /e g sejam analíticas em um domínio simples- 
mente conexo D. Então. 


^ f{z)g’(z)dz = f(z)g(z) - J y(z)f'(z)dz. 


( 12 ) 

Além disso, se % e forem os pontos inicial c terminal de um contorno C totalmente posicio- 
nado em D. então 


f{z)(/{z) dz = f(z)g(z) 


'Z( I 


zi 


Zo 


g(z)f'(z) dz. 


=o 


(13) 


Esses resultados podem ser facilmente provados por aplicação do Teorema 5.4.2 à função — fq. 
(Problemas 21 24 do Conjunto de Exercícios 5.4.) ' dz 

('») Se J for uma tunçao real contínua cm um intervalo fechado [a, b], existe um número c no inter- 
valo aberto (a. b) tal que 


f(x) dx = f(c)(b - a). 


’ a 


(14) 


O resultado em (14) é conhecido como teorema do valor médio para integrais definidas. Se / 
br uma função complexa analítica em um domínio simplesmente conexo D, fé contínua em 
todos os pontos em um contorno Cem D com ponto inicial 3, e ponto terminal z v Poderíamos 
esperar um resultado parecido com (14) para uma integral JT f(z)dz. No entanto, não existe 
um análogo complexo a (14). 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 5.4 (\ 


e J a Soluções de Problemas Selecionados </< Ordem ímpar ao final do livro.) 


Nos Problemas 1 c 2. calcule a integral dada para o contorno C mostrado na figura, usando (a) um percurso alterna- 
ovo de integração e (b) o Teorema 5.4.2. 


é (4 z ~ 1) 


dz 


5. I e dz 

■!c 


}/ 



3 + 3/ 


T 


3 + / 


T 


H -v 


Figura 5.4.6 Figura para o Problema 2 


Nos Problemas 3 e 4. calcule a integral dada ao longo do contorno indicado C. 
3. j 2 zdz, onde C é z(t) = 2 t :i + i{P - 4 t :i + 2), -1 < í < 1 


L 


’2zdz, onde C é ^(t) = 2cos 3 nt i sen 2 ‘—t, 0 < / < 2 


4. 
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Nos Problemas 5 20, use o Teorema 5.4.2 para calcular a integral dada. Escreva as respostas na forma a -f ib 

/■3+i 


z ' 2 (1,2 


, j" 

9. I (2z + i)"dz 

J -i/2 


z dz 


6. I (3z 2 — 4z + 5«) dz 
J- 2i 

i-2i 

8. / (z 2 - z) dz 

J — 


11. / e* z dz 

7 i/2 

/•7T + 2Í 

13. / 


sen - dz 


»27T i 

15. I cosh zdz 

’ 7T? 


10. I ( iz + lfdz 

f l+2i z 2 

12. / ze dz 

Jl-i 

PTZi 

14. / cos z dz 

7l-2i 

•l-Kir/2 )i 


scnh 3z dz 


' í 

17. / - dz, (7 é o arco de circunferência z = e !< , — tt/ 2 < í < 7 t/2. 

7c * 

18. / - dz, (7 é o segmento de reta entre 1 + í e 4 4- 4i. 

7c z 


4?: 


1 


19. / — dz, C ê qualquer contorno que passa pela origem. 


20 


J — 4t Z 

U + n/Sz 


. I [- + — J dz, C ê qualquer contorno no semiplano direito Re(z) > 0. 


Nos Problemas 21-24, use a integração por partes (13) para calcular a integral dada. Escreva as respostas n. 
a + ib. 


• / 


21. / e z cos zdz 

T 


23. 


ze" dz 


• £» 
■L 


sen z dz 


z e~ dz 


Nos Problemas 25 c 26, use o Teorema 5.4.2 para calcular a integral dada. Em cada integral, z 1,2 é o ramo pr 
da função raiz quadrada. Escreva as respostas na forma a + ib. 


25. 


1 


c 


4z'/2 


- dz, C é o arco de círculo z = e ü , -tt/2 < t < 7r/2. 


f 1/2 

26. J 3 z 1 dz, C é o segmento de reta entre Zq = 1 e Zj = 91 


Foco em Conceitos 


27. Determine uma antiderivada de /(z) = sen r. Não imagine coisas complicadas. 


28. Determine um domínio D no qual f(z) = z(z + l) 1 2 é analítica e. então, encontre uma antiderivada de / 

29. Seja a = a + ib uma constante complexa. 

(a) Use o Teorema 5.4.2 para calcular / e az dz, sendo r;, e x valores reais. 


' X() 


(b) Com a parametrização z(t) — t. < t < x , explique por que a parte (a) e o Teorema 5.2.1 podem se: 
para deduzir a fórmula integral (real) 


J e ax cos bxdx = 


e ax (a cos bx + b sen bx) 


+c. 


30. Calcule / e ax sen bx dx. [Sugestão: Veja o Problema 29.] 
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5.5 Fórmulas Integrais de Cauchy e Suas Consequências 

Nas últimas duas seções vimos a importância do teorema de Cauchy-Goursat no cálculo de integrais 
de contorno. Nesta seção examinaremos diversas consequências do teorema de Cauchy-Goursat . Sem 
dúvida, a mais significativa c o seguinte resultado: 

O valor de urna função analítica f ern qualquer ponto em um domínio simplesmente conexo 
■pode ser representado por uma integral de contorno. 

Após provarmos esta. asserção, vamos usá-la para mostrar que: 

Uma função analítica f em um domínio simplesmente conexo possui derivadas de todas as or- 
dens. 

As ramificações desses dois resultados nos manterão ocupados 110 resto desta seção 0 , também, no pró- 
ximo capítulo. 


5.5.1 Duas Fórmulas Integrais de Cauchy 


Primeira Fórmula Se / for uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D e z [) for um 
ponto qualquer em D. o quociente f(z)/(z zf) não é definido em z^ e. portanto, não é analítico em D. 
Dessa forma, pelo teorema de Cauchy-Goursat não podemos concluir que a integral de f(z)f(z z l] ) ao 
longo de um contorno fechado simples C que contem 3 , é zero. De fato, como veremos agora, a integral dc 
f(z)/(z - z {) ) ao longo dc C tem o valor 2 nifi^zf). A primeira das duas fórmulas notáveis é conhecida corno 
fórmula integral de Caucliy. 


Teorema 5.5.1 Fórmula Integral de Cauchy 


Seja / uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D e seja C um contorno fechado sim- 
ples qualquer totalmente posicionado em D. Então, para qualquer ponto z {] no interior de C. 


f(z „) 





Prova Sejam um domínio simplesmente conexo D, um contorno fechado simples C em D e um ponto z (l 
110 interior de C. Além disso, seja C, uma circunferência centrada em z,, com raio suficientemente peque- 
no para que O, esteja no interior de C. Usando o princípio de deformação de contornos. (5) da Seção 5.3, 
podemos escrever: 


Jc z ~ z o 


dz = 


/(*) 


'Cl z ~ z o 


d: 


(2) 


Desejamos mostrar que o valor da integral no lado direito é 2? vij^zf). Para isso. somamos e subtraímos a 
constante /( z [] ) ao numerador do integrando: 


dz = i /(* 0) - /Co) + m dz _ 


./Cl z - z 0 


./Cl 

= f(z 0 ) 


z - Zq 

1 


JCi 


Z U 


dz + I dz 

JCi z — z o 


(3) 


De ( 6 ) da Seção 5.3. sabemos que 


dz = 2 7 ri 


Ci z ~ z o 


(4) 
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5.5 Fórmulas Integrais de Cauchy e Suas Consequências 

Nas últimas duas seções vimos a importância do teorema de Cauchy-Goursat no cálculo de integrais 
de contorno. Nesta seção examinaremos diversas consequências do teorema de Cauchy-Goursat . Sem 
dúvida, a mais significativa c o seguinte resultado: 

O valor de urna função analítica f ern qualquer ponto em um domínio simplesmente conexo 
■pode ser representado por uma integral de contorno. 

Após provarmos esta. asserção, vamos usá-la para mostrar que: 

Uma função analítica f em um domínio simplesmente conexo possui derivadas de todas as or- 
dens. 

As ramificações desses dois resultados nos manterão ocupados 110 resto desta seção 0 , também, no pró- 
ximo capítulo. 


5.5.1 Duas Fórmulas Integrais de Cauchy 


Primeira Fórmula Se / for uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D e z [) for um 
ponto qualquer em D. o quociente f(z)/(z zf) não é definido em z^ e. portanto, não é analítico em D. 
Dessa forma, pelo teorema de Cauchy-Goursat não podemos concluir que a integral de f(z)f(z z l] ) ao 
longo de um contorno fechado simples C que contem 3 , é zero. De fato, como veremos agora, a integral dc 
f(z)/(z - z {) ) ao longo dc C tem o valor 2 nifi^zf). A primeira das duas fórmulas notáveis é conhecida corno 
fórmula integral de Caucliy. 


Teorema 5.5.1 Fórmula Integral de Cauchy 


Seja / uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D e seja C um contorno fechado sim- 
ples qualquer totalmente posicionado em D. Então, para qualquer ponto z {] no interior de C. 


f(z „) 





Prova Sejam um domínio simplesmente conexo D, um contorno fechado simples C em D e um ponto z (l 
110 interior de C. Além disso, seja C, uma circunferência centrada em z,, com raio suficientemente peque- 
no para que O, esteja no interior de C. Usando o princípio de deformação de contornos. (5) da Seção 5.3, 
podemos escrever: 


Jc z ~ z o 


dz = 


/(*) 


'Cl z ~ z o 


d: 


(2) 


Desejamos mostrar que o valor da integral no lado direito é 2? vij^zf). Para isso. somamos e subtraímos a 
constante /( z [] ) ao numerador do integrando: 


dz = i /(* 0) - /Co) + m dz _ 


./Cl z - z 0 


./Cl 

= f(z 0 ) 


z - Zq 

1 


JCi 


Z U 


dz + I dz 

JCi z — z o 


(3) 


De ( 6 ) da Seção 5.3. sabemos que 


dz = 2 7 ri 


Ci z ~ z o 


(4) 
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de modo que (3) passa a 



dz = 2m f{z 0 ) + <f 
z- z 0 JCi 


f(z) ~ f{zp) 

z - Zq 


dz. 


Como fé contínua em sabemos que para qualquer número e 0 pequeno existe um número ò 0 * 
que | f(z) - f (zf) | < £ sempre que \z z t) | < 6. Em particular, se escolhermos a circunferência (\ como : 
Zft | = Dó < S, usando a desigualdade ML (Teorema 5.2.3), vemos que o valor absoluto da integral no la> 
direito da igualdade em (5) satisfaz 


'CS 


f(z) - f(zp) 

Z- Zq 


dz 


- {tf* (J 1 = 2 * £ ' 


Em outras palavras, o valor absoluto da integral pode ser feito arbitrariamente pequeno fazendo o raio < 
circunferência C { suficientemente pequeno. Isso pode ocorrer apenas se a integral for 0. Assim, (5) pas- 
r ft~) 

~ dz - 2mf(zo). Para completar a prova o teorema, basta dividir os dois lados do último 


a 


JC, Z — Zq 

sul t ado por 2 t ri. 


\,, # Como o símbolo z representa um ponto no contorno C, (1) indica (pie os valores de urna função ar 

Uca f em pontos z,, no interior de um contorno fechado simples C são determinado s pelos valores d< 
contorno C. 

A fórmula integral de Cauchy (1) pode ser usada para calcular integrais de contorno. Como mu; 
vezes trabalhamos sem termos um domínio simplesmente conexo definido de forma explícita, uma ve: - 
mais prática do Teorema 5.5.1 é: 


Se f for urna função analítica ern uni contorno fechado simples C e em todos os pontos no interior <: 


C e se Zn for um ponto qualquer no interior de C. então f(zo) = - — : r i 

IrriJc 


m 


dz. 


C Z - Zq 


EXEMPLO 1 Uso da Fórmula Integral de Cauchy 

Calculemos 

Solução Primeiro, identificamos f(z) — zr 4 z + 4, e z [) = -i como um ponto no interior da circunferèn 
C. A seguir, observamos que fé analítica no contorno Ce em todos os pontos em seu interior. Porta" 
usando a fórmula integral de Cauchy (1). obtemos 


í z 2 — 4z + 4 
lc z + i 


dz , onde C é a circunferência \z\ = 2. 



z 2 -4z + 4 
z + i 


dz = 2irif(— i) = 2ttz (3 — 4i) = tt(— 8 + 6i). 



EXEMPLO 2 Uso da Fórmula Integral de Cauchy 

z 


Calculemos 


'c 


z 2 + 9 


dz, onde Cea circunferência | z- 2/j = 4. 


Solução Fatorando o denominador como z 2 + 9 = (z - Si) (z + 3/). vemos que 3 / é o único 
to no interior do contorno fechado Conde o integrando deixa de ser analítico (Figura 5 


Reescrevendo o integrando como 


z + 3/ 


777 /(*) 


z 2 + 9 


Figura 5.5.1 Contorno 
para o Exemplo 2 


z 3 1 


, . lUUáadLI.U UILUM U 
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podemos identificar f(z) = zj{z-\- 3 i). A função fé analítica cm todos os pontos no interior e no contoni 
de C. Assim, usando a fórmula integral de Cauchy (1), obtemos 



2 


/ ^ dz — 27 ri f{3i) = 27tí = 7 :i. 

Jc z ~ 3« &i 


□ 


Segunda Fórmula Agora usaremos o Teorema 5.5.1 para provar que os valores das derivadas / ,w) (%). 
n = 1, 2. 3. ..., de urna função analítica também são dados por uma fórmula integral. Esta segunda fór- 
mula integral é similar a (1) e conhecida como fórmula integral de Cauchy para derivadas. 


Teorema 5.5.2 Fórmula Integral de Cauchy para Derivadas 


Seja /urna função analítica em uni domínio simplesmente conexo D e seja C um contorno fechado sim- 
ples qualquer totalmente posicionado em D. Então, para qualquer ponto z i) no interior de C. 


f {n) (z Q ) = 



co)^ 1 


dz. 


( 6 ) 


Prova Parcial Provaremos (6) apenas para o caso n =1.0 resto da prova pode ser completado com apli- 
cação do princípio de indução matemática. Iniciamos com a definição da derivada e usando (1): 


f\z o) 


lim 

Aí-*0 


í(zp + Az) — ,/(zq) 

Az 


= lim — 

/A z — * 0 2 7T 7 Az 

= lim 


/w 


Jc z — (zo + Az) 

f(z) 


d: 


( /« 


dz 


' c 


ZQ 


Az — *0 2tTI Jc ( Z — Zq — Az)(z — Zy) 


dz. 


Antes de prosseguir, façamos algumas considerações. A continuidade de / no contorno C garante que fé 
limitada (Seção 2.6), ou seja, que existe um número real M tal que |/(z)| < M para todos os pontos z em 
C. Além disso, sejam L o comprimento de Ce ò a menor distância entre pontos cm Ceo ponto z [) . Por- 
tanto, para todos os pontos em C. temos 


|z — zq| >5 


ou 


z - Zo 


1 1 

"~2 ~ ã 2 ’ 


Além disso, se escolhermos |Az| < |<5, de (10) da Seção 1.2, obtemos 

|z — Zq — Az| > | |z — Zo| — |Az| | > ô — |Az| > 


de modo que 
Então, 


frM 

<C \ z ~ z 0 


dz — 


1 2 
|z — Zq — Az| ~ 6 


l IA L 

’C ( z — Z 0 — Az)(z — Zq) 


dz 


/ - Azf{z) d- 

2 ML |Az| 

Jc (z-z 0 -Az)(z-zo) 2 ^ 

P 


Uma vez que a última expressão tende a zero quando Az — > 0, mostramos que 


/(zo) = lim 
Az— 0 


/(z 0 + Az) - f ( Zq ) 1 


f{z) 


Az 


27 Ü J c (z — Zq) 2 


dz, 


que é o resultado em (6) para n = 1. 
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Como (1). a fórmula em (6) pode ser usada para calcular integrais. 


Uso da Fórmula Integral de Cauchy para Derivadas 

z + 1 


Calculemos 


dz , onde Cé a circunferência I z\ = 1. 


J c 2 4 + 2 iz ò 

Solução A inspeção do integrando mostra que este não é analítico em z = 0 e em z = 2 z; mas, apen 
z — 0 está no interior do contorno. Escrevendo o integrando como 

z + 1 

2 + 1 


z + 2 i 


z 4 + 2 zz 3 z ' 


podemos identificar z [) = 0 . n = 2 e f(z) = (z + l)/(z + 2/). A regra de diferenciação de quocientes fon. 
I"( z ) ~ (2 4 z)(z + 2 z) 3 , de modo que /"(O) = (2 i - l)/4 z. Assim, de (6) obtemos 

i 2+ 1 ‘2tTÍ 7T 7T. 

iãW dZ= ã- /( ° ) = - 4 + + 


Uso da Fórmula Integral de Cauchy para Derivadas 



Calculemos 
gura 5.5.2. 


+ 3 


!ç z(z — l) 2 


mr dz, onde Cê o contorno com formato do número oito mostrado m 


rí I - X 


Solução Embora C não seja um contorno fechado simples, podemos imaginá-lo como a um 
de dois contornos fechados simples C, c C 2 , como indicado na Figura 5.5.2. Como as setas 
C 1 têm o sentido horário ou negativo, a curva oposta C ] tem orientação positiva. Port> 
escrevemos 


+ 3 


<C *(* - i ) 2 


dz = 


z 3 + 3 


+ 3 


Figura 5.5.2 Contorno 
para o Exemplo 4 


1 C ! 2(2 - i ) 2 d ~ + Jc , 2(2 - i)' 2 


õ dz 


z 3 + 3 


+ 3 


(z - i)‘ 


dz + 


-c. 


r c 2 ( z ~ 0 


77õ dz — — /1 + /o. 


c agora estamos em condições de usar as fórmulas em (1) e em (6). 

Para calcular /,, identificamos z G = 0, /(z) = (+ + 3)/(z- z) 2 e /(O) = -3. De (1), temos 

z 3 + 3 


h = 


(z - i) 2 


-Cl 


dz = 2ttz /( 0).= 27rz(— 3) = — 67 + 


Para calcular identificamos ^ = z, n = 1. /(z) = (z 5 + 3)/z, f(z) = (2 z 3 3)/+ e /'(z) = 3 
(6), obtemos 


2 3 + 3 


Fo = 


27tz , 


'a 


■ 9 (* - 0 


.^2 dz — f (z) — 2tt?'( 3 + 2z) — — 47 t + 6ttz. 


r 3 + 3 




: 2 ( 2 ~ i) 


~z~õ dz — —li + 12 = 67 ri + (— 47 t + 


— — 47T + 127TZ. 


Por fim. calculamos 
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5.5.2 Algumas Consequências de Fórmulas Integrais 


Um imediato e importante corolário do Teorema 5.5.2 é resumido a seguir: 

Teorema 5.5.3 A Derivada de uma Função Analítica É Analítica 

Seja / uma função analítica cm um domínio simplesmente conexo D. Então, f possui derivadas de todas 
as ordens em todos os pontos * em D. As derivadas /', /", ... são funções analíticas em D. 


Acabamos de ver que se uma função f{z) = u{x, y) + iv(x, y) for analítica em um domínio simplesmen- 
te conexo A suas derivadas de todas as ordens existem em todos os pontos 2 em D, de modo que /', [". 
f", ... são contínuas. De 

, du .dv dv .du 

/W = 7r+*Tr = Ã-- t-K- 
cJx dx dy d y 

mu x d 2 ií . d 2 v d 2 v . d 2 u 

f (z) = 72 -^ + - 1 - 

dx 2 dx 2 dydx 


também podemos concluir que as funções reais u e v têm derivadas parciais contínuas de todas as ordens 
cm um ponto de analiticidade. 

Desigualdade de C aucliy A seguir, apresentamos uma desigualdade resultante da fórmula integral 
de Caucliy para derivadas. 


Teorema 5.5.4 Desigualdade de Caucliy 

Seja /uma função analítica em um domínio simplesmente conexo D e seja C uma circunferência definida 
poi \z Zyl — 7 e totalmente posicionada em D. Se \f(z) | < M para todos os pontos z em C. então 

n\M 


f {n) (z 0 ) 


< 


r n 


(7) 


Prova Da hipótese. 


/« 


{Z - Z 0 ) n+1 


l/tol < M 




Portanto, de (6) e da desigualdade ML (Teorema 5.2.3) temos 

n! í f( z ) 


f (n) (z o) 


2tti J c (z - z 0 ) n+l 


d : 


. n\ M 

— 

2 tt r n + 1 


n\Aí 

r n 


□ 


_° número Mno Teorema 5 - 5 - 4 depende da circunferência \z-z [) \ = r. Contudo, notamos em (7) que se 
n - 0, M > \f(z [) )\ para qualquer circunferência C centrada em desde que C esteja totalmente posicio- 
nada em D. Em outras palavras, um limitante superior M de \f{z)\ em C não pode ser menor (pie | /(^j. 

ieoreum de Fiouvil e A desigualdade de Cauchy (7) é um ingrediente importante na prova do próxi- 
mo resultado. Embora tenha o nome de “teorema de Liouville”, este resultado provavelmente foi provado 
piimeiro poi Cauchy. A informação mais importante contida no teorema é que uma função inteira /. uma. 
função analítica para todo 2 , não pode ser limitada a menos que seja uma constante. 
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Teorema 5.5.5 Teorema de Liouville 

As únicas funções inteiras limitadas são constantes. 


Prova Seja / uma função inteira limitada, isto é, \f(z)\ < M para todo z. Então, para qualquer p< 
(T) indica que Se \f'{z [) )\ < M/r. Fazendo r arbitrariamente grande, podemos tornar |/'(^)| tão p- 
quanto queiramos. Isso significa que f(zf) = 0 para todos os pontos z í) no plano complexo. Log 
Teorema 3.2.3 / deve ser uma constante. 

Teorema Fundamental da Álgebra 0 Teorema 5.5.5 permite que provemos um resultado 
geral, é ensinado em álgebra elementar mas nunca provado. 

Teorema 5.5.6 Teorema Fundamentai da Álgebra 

Seja p(z) um polinómio não constante; então, a equação p(z) = 0 tem pelo menos uma raiz. 


Prova Suponhamos que o polinómio p(z) = a n z n + a n ] z"~ 1 + ... + a^z + a n , n > 0, não é 0 para qu 
número complexo z. isso implica que o recíproco de p. f(z) = 1 /p{z). é uma função inteira. Mas. 

1 


i/tol = 


| a n z n + a n _i 2 n_1 H 1- a\z -f a 0 | 

1 

\z\ n I a n + (an-l/z 3 h ai/z n ~ l + CL 0 /z n )\ ' 


Escolhamos um número real M > 1 tal que M > \%na/a n \, para j = ü, 1, ..., n - 1. Então, para 
temos |a ? /g"^| < \a n \/2n. de modo que 

I«n- 1 A d f ai/z Tl ~ l +a 0 /z\ < \a n \/2n-\ 1- |a n |/2n = |a n |/2. 


Da desigualdade (8) da. Seção 1.2, temos: 

\f{z)\ < 


1 


< 


“ 1 1 «77. 1 - \a n -i/z-\ F a\/z n ~^ +a 0 /z n 

1 2 


M^||a n |-|a n |/2| M n \a n 


Assim, vemos que fé limitada no exterior do disco \z\ < M. No entanto, por ser contínua / deve r. 
ser limitada no disco |^| < M (Seção 2.(1). Concluímos que a função fé uma função inteira liiiiit 
teorema de Liouville indica que / é uma constante e, portanto, p é uma constante. No entanto. is~ 
tradiz a hipótese inicial de que p não c urn polinómio constante. Concluímos, portanto, que deve 
pelo menos um número z para o qual p(z) = 0. 

Deixamos como exercício mostrar, usando o Teorema 5.5.6, que se p(z) for um polinómio não con- 
de grau n. então p(z) = 0 tem exatamente n raízes (incluindo raízes múltiplas) (Problema 29 do C 
to de Exercícios 5.5). 

1 eorema de Morera A prova do próximo teorema mitificou o nome do matemático italiano G 
lo Morera em textos sobre análise complexa. O teorema de Morera, que fornece uma condição sun 
para analiticidade, é muitas vezes tomado como o recíproco do teorema de Cauchy-Goursat . Para * 
lo, recorremos ao Teorema 5.5.3. 


Teorema 5.5.7 Teorema de Morera 

Sc a função / for contínua em um domínio simplesmente conexo D e se <f r , f(z) dz = 0 para qua 
contorno fechado simples C em D. então fé analítica em D. 
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Prova Das hipóteses da continuidade de / e de f ( , f(z) dz = 0 para qualquer contorno fechado simples C 
em D, concluímos que f c f (z) dz independe do percurso. Na prova de (7) da Seção 5.4. vimos que a. fun- 
ção F definida por F(z) = f z ^ f(s) ds (onde s denota uma variável complexa. 2 ,, é um ponto fixo em Dez 
representa um ponto qualquer em D) é uma antiderivada de /: ou seja, F'(z ) = f(z). Consequentemente, 
Fé analítica em D. Além disso, segundo o Teorema 5.5.3, F'{z) é analítica. Como f(z) — F'(z). concluí- 
mos que / c analítica em D. □ 


Uma prova alternativa deste resultado c delineada no Problema, 31 do Conjunto de Exercícios 5.5. 

Poderíamos prosseguir enunciando diversos outros resultados cujas provas se baseiam cm fundamentos 
da teoria que incluem o teorema de Caucliy-Goursat e as fórmulas integrais de Cauchy. Contudo, parare- 
mos após o próximo teorema. 

Na Seção 2.6 vimos que, se uma função / for contínua em uma região limitada e fechada R. f 6 limitada; 
ou seja, existe uma constante M tal que \f(z)\< M para todo 2 em R. Se a fronteira de R for uma curva 
fechada simples C. o próximo teorema, que apresentaremos sem prová-lo, nos informa que \f(z)\ assume 
seu valor máximo em algum ponto 2 na fronteira C. 


Teorema 5.5.8 Teorema do Módulo Máximo 


Seja / uma função analítica e não constante em uma região fechada 
simples C. Então, o módulo \J{z)\ atinge seu valor máximo em C. 


R limitada por unia curva fechada 


Sc a condição f(z ) ^ 0 para todo z em R for adicionada às hipóteses do Teorema 5.5.8, então o módulo 
|/( 2 )| também atingirá seu valor mínimo em C (Problemas 27 e 28 do Conjunto de Exercícios 5.5). 


EXEMPLO 5 Módulo Máximo 


Determinemos o módulo máximo de j{z) = 2 2 + 5/ na região circular fechada definida por 


< 2. 


Solução De (2) da Seção 1.2, sabemos que 


— 22 . Substituindo o símbolo 2 por 2z -f 57 temos 


|2 2 + 57 1 = (2 2 + 5i)(2z — 5'i) = (2 z + 57) (2 2 — 5í) = 422 — 10z(2 — 2 ) + 25. 


Contudo, de (6) da Seção 1.1, 2 - 2 = 2 /Im( 2 ). de modo que (8) pode ser escrita como 

\2z + 57 1 2 = 4|2| 2 + 20 Im ( 2 ) + 25. 


( 8 ) 

(9) 


Por ser um polinómio, fé analítica na região definida por \z\ < 2. Segundo o Teorema 5.5.8, max | . 
|2 2 + 57| ocorre na fronteira \z\ — 2. Portanto, se \z\ — 2, (9) fornece 

| 2 2 -1- 5 i | = V^lM^(nni(2). (10) 

Esta última expressão atinge seu valor máximo quando 1111 ( 2 ) assume seu valor máximo em \z\ = 2, ou 
seja, no ponto 2 = 21 Portanto, máx| z |< 2 | 2z + 5i | = \/8T = 9. □ 


Notamos, 110 Exemplo 5. que f(z) = 0 somente em z = —~i e que este ponto é exterior à região defi- 
nida por \z\ < 2. Portanto, concluímos que (10) atinge seu valor mínimo quando 1111 ( 2 ) assume seu valor 
mínimo em \z\ = 2 em 2 = -27 Isso resulta em min iCl < 2 1 2z 4- 57 1 = \/I = 1. 


Observações 


Comparação com Análise Real 


(?•) Como consequência do Teorema 5.5.3, se / for diferenciável em todos os pontos em algum do- 
mínio todas as derivadas /', f". f", ... existem no domínio. Na análise real isso pode não ser 
verdade. Por exemplo, a função f(x) — é diferenciável em toda a reta real. No entanto, 
f"(x) — não existe em x — 0. 
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ii) Xa análise real existem nuinerosas funções infinitamente diferenciáveis que são limitadas em um 
intervalo fechado [a. b\: ou seja, < M para todo a < x < b. Por exemplo, sen a: é infinita- 
mente diferenciável e limitada em [— 7r , 7r] . pois |sen ;ij < 1 para todo x. No entanto, o valor ab- 
soluto jsen x\ não atinge seu valor máximo na fronteira do intervalo fechado, já que i sen ( tt)| - 
Isen ttI = 0. Este fato deve ser comparado com o Teorema do Módulo Máximo 5.5.8. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 5.5 ( Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Ímpar ao final do li 

5.5.1 Fórmulas Integrais de Cauchy 

Nos Problemas 1 22. use os Teoremas 5.5.1 e 5.5.2, onde for apropriado, para calcular a dada integial ao longo <. 
contorno(s) fechado(s) indicado(s). 


1. 

3. 

5. 


JC 


3i 


dz; \z\ — 5 


- dz; \z\ - 4 


2 . 

4. 


Tc ( z ~ 3*) 
1 + c 


l z l = 5 


7 n 


dz; z = 1 


Jc 


JC 


“ 3 - + 4i dz-, \z\ - 3 

1 COS 2 , , , 

6. <b dz; 2 

2 + 2 i 

[ c 3 2 — 7T 


7. i - dz; (a) \z - i\ = 2, (b) \z + 2i\ = 1 
Jc z ~ 4 


8. é \ + 3 T + 2 r dz; (a) \z\ = 2, (b) \z + 5| = f 


Jc z '^ 3 z — 4 


9. 


r + 4 


Jc 


3 dz ; |z — 3i| = 1,3 10. r 

Jc z ' ^ 


11 


2 - 5 iz - 4 

dz; Iz - z| = 1 


sen ; 


dz; 1 2 — 2? | = 2 


' ín-i? 


13. 


dz; \z\ = 1 


c 


12 . 


„ ; — 7 TT dz; z =2 

c( z + i) 4 


, e ~ sen z . , , , „ 

14. <t> ^3 dz; \z - 1| = 3 


I 5 . f> dz ; (a) |z| = 1, (b) \z + 1| = 2 (c) \z - 3| = 2, (d) \z + 2i\ 


16. 


— dz; (a) \z\ = (b) \z + 1| = 1 (c) \z - 1| = (d) \i 


c (z-\)(z-2) 

17 - í^zhi)^ (a)|2| = 1 - (b)|2 -’ 


= 1 


= 4 


- 7 1 = 1 


18. 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


Tc z 3 (z-4) 



~4 


dz; (a) |*| = 1, (b) |z — 2 | = 1 


dz; \z\ = 6 


c \ * ( z ~ / 

cosh 2 sen 2 2 
. \ (2 — 7r) 3 (2 2 — 7r) 3 


dz; I 2 I = 3 


1 


c ~ 3 ( 2 “ 1 ) 2 
1 


- dz; \z-2\= 5 


„ - dz; 1 2 — í| = - 

J c z 2 (z*+ 1) 2 
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Nos Problemas 23 e 24, calcule a integral dada, onde Cê o percurso com aspecto do número oito indicado na figura. 


23. 


32 + 1 
C z(z - 2)' 2 


dz 


24. 


o(^ + l ) 2 


dz 




Figura 5.5.3 Figura para o Problema 23 Figura 5.5.4 Figura para o Problema 24 


5.5.2 Algumas Consequências de Fórmulas Integrais 

Nos Problemas 25 e 26. proceda como no Exemplo 5 e calcule o módulo máximo da integral dada na região circular 
fechada indicada. 

25. f(z) = —iz + i; \z\ < 5 26. f(z) = z 1 + 4z\ \z\ < 1 

27. Suponha que a fronteira C da região circular fechada B definida por \z\ < 1 seja parametrizada por x = cos t, 
y = sen t 0 < t < 2tt. Considerando \f{z(t))\, determine os módulos máximo e mínimo da função analítica /dada, 
assim como os pontos 2 em C onde esses valores ocorrem. 

(a) f(z) = (■ iz + 3) 2 

(b) f(z) = (z - 2 - 2\/3 i) 2 

(c) f(z) = —2 iz 2 + 5 

[ Sugestão : nas partes (b) e (c) pode ser útil recordar, do cálculo, como determinar os extremos relativos de uma 
função de valor real da variável real t] 


Foco em Conceitos 


28. ( Fórmula Integral de Cauchy) Seja / urna função analítica em uma circunferência C de raio re centro em z {) 
e em todos os pontos no interior de C. Use (1) para obter 

f(z 0 ) = f(z 0 + re l0 )dO. 

Este resultado é conhecido como teorema do valor médio de Gauss e mostra que o valor de / no centro «q, da cir- 
cunferência é a média de todos os valores de / na circunferência C. 

29. ( Teorema Fundamental da Álgebra) Sejam 

p(z) = a Tl z + a n — iz + • ■ • + a\z + cio 

um polinómio de grau n> 1 e z l um número tal que p ( ) = 0. Então. 

(a) Mostre que p(z) = p(z) p{z y ) = a„(z n - zf) + a u / 2 "’ 1 - 2 Í' 1 ) + ... + a , (z z t ). 

(b) Usando o resultado da parte (a), mostre cpie p(z) = (z- z l ) q(z). onde q é um polinómio de grau n 1. 

(c) Usando o resultado da parte (b), explique claramente por que a equação p(z) = 0 tem n raízes. 

30. Use o Problema 20 para fatorar o polinómio 

p(z) = z' * + (3 — 4i)z 2 — (15 + 4 i)z — 1 + 12 i. 

Não use tecnologia. 

31. (Teorema de Morerà) Na prova do Teorema 5.5.7 algumas vezes a continuidade de f em D também é as- 
sumida. Com esta hipótese, (3) da Seção 5.1 e o teorema de Green podem ser usados para escrever <f c f(z) dz 
como 
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<j> udx — v dy + i (j v dx -f u dy 

//.(-£ -a "*'//, 


du 

dx 



d A, 


onde fí denota a região limitada por C. Efetue os próximos passos da prova e enuncie a conclusão. 

32. ( Teorema do Módulo Máximo) Discuta o seguinte raciocínio: 

Considere a função /(z) = z 2 + 5z 1. definida na região circular fechada \z\ < 1. A desigualdade triangular, 
da Seção 1.2. indica que 

\z 2 + 5z — l| < |z| 2 4- o\z\ 4- | — 1|. 

Como o módulo máximo de / ocorre em \z\ = 1, a desigualdade mostra que o módulo máximo de f(z) - 
5z - 1 na região é 7. 

33. Este Problema indica os passos iniciais da prova do teorema do módulo mínimo 

Se f for uma função analítica ern uma região fechada li limitada por uma curva fechada simples C 
f(z) ^ ü para lodo z em li, o módulo |/(z)| assume seu valor mínimo em C. 

Defina a função y{z ) = 1/ /( z). releia o Teorema 5.5.8 e complete a prova do teorema. 

34. Suponha que f(z) = z + 1 seja definida em uma região triangular R com vértices i. 1 e 1 + i. Discuta coe 
conceito de distância a partir do ponto 1 + i pode ser usado para determinar os pontos na fronteira de R : 
os quais |/(z)| assume seus valores máximo c mínimo. 


5.6 Aplicações 

Na Seção 1.2 introduzimos a noção de que um número complexo pode ser interpretado como um \y' 
bidimensional. Com isso. vimos na Seção 2.7 que um campo vetorial bidimensional F(x, y) = P(x. . i 
+ Q(x, y) j pode ser interpretado como uma função complexa / com partes real c imaginária dadas ;>• 
las componentes Fe Q de F. respectiva mente: ou seja. f{z) — P(x. y) + iQ(x, y) é um vetor cujo po: i 
inicial é z. Nesta seção exploraremos o emprego dessa representação complexa do campo vetorial F 
no contexto da análise de certos aspectos de fluxo fluido. Como o campo vetorial consiste em vetores c 
representam velocidades em vários pontos no fluxo. F ( x. y) ou /( z) é denominado campo de velocida 
A magnitude ||F|| de F ou o módulo |/(z)| da representação complexa / é denominado velocidade. 

Ao longo desta seção, admitiremos que todo domínio D é simplesmente conexo. 


Campo Vetorial Irrotacional Em toda esta seção consideraremos apenas o fluxo bidimension 
um 11 uido (Seções 2.7 e 3.4). Esta hipótese nos permite analisar uma única lâmina de fluxo em um _ 
nio D no plano. Seja F(x. y) — P(x, y)i + Q(x, y) j um campo de velocidade em estado estacionário 
fluxo fluido em D. Em outras palavras, a velocidade do fluido em um ponto da lâmina depende apen 
sua posição (x, y), ou seja. não depende do tempo t. No estudo de fluidos, se rot F = 0. o fluido 6 deiK 
nado irrotacional. Se uma hélice for inserida no fluxo fluido, como indicado na Figura 5.6.1, o rotac 
desse campo de velocidade F é uma medida da tendência de o fluido fazer a hélice girar em torno d 
eixo vertical (perpendicular à página e apontando para fora). Os fluxos ilustrados nas Figuras 5.( 
e 5.6. l(b) são irrotacionais, pois a hélice não está girando. Às vezes a palavra “irrotacional" é engaxe 
porque não significa que o fluido não tenha rotação, como visto na Figura 5.6. l(b). Sc rot F = 0. ( 
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do fluido não está sujeito à turbulência na forma de vórtices ou redemoinhos que fariam a hélice girar. N 
caso da Figura 5.6. l(c), o fluxo é rot acionai, pois há vórtices e a hélice é mostrada girando. 

A divergência do campo vetorial F(x, y) = P{x, y) i + Q(x, y) j é uma medida da taxa de variação da 
densidade do fluido em um ponto. Se div F = 0. o fluido é denominado incompressível; ou seja, um flui- 
do incompressível é homogêneo (corri densidade constante) em todo o domínio D. Em um domínio sim- 
plesmente conexo D. urn fluxo incompressível tem a propriedade especial de que a quantidade de fluido 
no interior de qualquer contorno fechado simples C independe do tempo. A taxa cm que o fluido entra 
no interior de 6 é igual à taxa em que o fluido sai de (7 c, consequentemente, não existem fontes ou su- 
midouros de fluxo em pontos em D. Na teoria eletromagnética, se F representar um campo vetorial para 
o qual div F = 0. F é denominado solenoidal. Assumamos que P e Q sejam funções contínuas e tenham 
derivadas parciais contínuas em D. Do cálculo vetorial, div F (ou V • F) é uma função escalar e rot F (ou 
V xF) é urna função vetorial: 


^ dP OQ 
div F = — — h Oi 
dx ay 


e 


curl F = 


dQ _ dP\ 
dx dy ) 


(i) 


No caso de urn fluido ideal, ou seja, um fluido incompressível não viscoso cujo fluxo bidimensional seja 
irrotacional , vemos de (1) que div F = 0 e rot F = 0 resultam nas seguintes equações simultâneas: 


dP 

dx 


dQ 


dP 


e 


dQ 

dx 


( 2 ) 


dy " dy 

O sistema de equações diferenciais parciais cm (2) lembra as equações de Cauchy-Riemann, um critério 
para analiticidade apresentado no Teorema 3.2.2 da Seção 3.2. Se o campo vetorial F(.t, y) = P(x, y ) i + 
QQ ’1 y) j foi representado pela função complexa /( z) — P(x. y) + iQ(x, y) , (2) implica que o conjugado de 
/, ou seja, g(z) = f(z) = P(x, y) iQ(x, y), é uma função analítica em D. 


Teorema 5.6.1 Campos Vetoriais e Analiticidade 

Sejam u. v, P c Q funções contínuas com derivadas parciais de primeira ordem contínuas em um do- 
mínio D. 

M Se F(x f y) — P(x, y ) i + Q{x, y ) j for um campo vetorial para o qual div F = 0 e rot F = 0 
0111 D, c se f(z) = P(x, y) + iQ(x, y) for a representação complexa de F, a função g(z) = 
f{z) = P(x, y) iQ(x , y) é analítica em D. 

(ii) Reci procamente, se g(z) = u(x, y) + iv(x, y) for uma função analítica em D, a função f(z) - 
g(z) = a(x. y) - iv(x. y) é a representação complexa de um campo vetorial F ( x, y) = P(x. y) i 
+ Q(x, y ) j para o qual div F = 0 e rot F = 0 em D. 


Prova (z) Sejam u(x, y) e v(x, y) as partes real e imaginária de g(z) = f(z) — P(x, y) - iQ(x, y): então, 
P — u e Q = v. Corno div F = 0 e rot F = 0, as equações (2) passam a, respectivamente: 


Logo, 


du d(—v) 

dx dy 

du dv 
dx dy 


e 


du d{—v) 
dy dx 


(' 


du 

dy 


dv 


dx 


( 3 ) 


As equações em (3) são as usuais equações de Cauchy-Riemann; portanto, usando o Teorema 3.2.2 con- 
cluímos que g(z) = }{z) = P{x. y) - iQ(x, y) é analítica em D. 


{ii) Agora, sejam P{x, y) e Q{x, y) as partes real e imaginária de f{z) = 
11 — P c v — Q, as equações de Cauchy-Riemann ficam escritas como 

dP d(-Q) dQ dP d(—Q) 


e 


g{z) — u{x. y) - iv(x, y). Como 
dQ 


dx dy dy ' dy dx 

Estas são as equações (2), de modo que div F = 0 e rot F — 0. 


dx 


(i) 

□ 
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EXEMPLO 1 Campo Vetorial Fornece uma Função Analítica 

0 campo vetorial bidimensional 


F(*,y) = 


2ir 


y-yo 


i — 


X - *0 


{x - Xo) 4- (y - y 0 ) (x - x 0 )“ + (y - yoY 


,K> 0, 


pode ser interpretado como o campo de velocidade do fluxo de um fluido ideal em um domínio D do p. 
iio xy que não contém (xq, yfj ■ É uma tarefa simples comprovar que o fluido é incompressível (div F - 
e irrotacional (rot F = 0) cm D. A representação complexa de F c 


/(*) = 7 


K 


y - yo 


Reescrevendo / como 


f(z) = 


2ir 


K 
2i ri 


(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) A {x - xqY + (y ~ yoY 


■õ - 1- 


X-Xç) 


X — Xq 


~2 + 1 


y-y o 


(x - x 0 Y + {y- yoY í x ~ x o ) 2 + (y - yo) 


e usando Zq = x 0 + iy„ e z = x + iy , podemos verificar que fé igual a 


f(z) = ; 


K Z - Zq 


27 ri Ir _ 


ou f(z) = 


K 1 

2iri z — Zq 


Por conseguinte, usando o Teorema 5.6. l(í), concluímos que a í unção complexa g(z) — f{z) é irrotacioi. 


y{z) = f(z) = 


i 


27TÍ Z — Zq 

e analítica em um domínio D do plano z que não contém z (i . 


, K > 0, 


Qualquer função analítica g(z) pode ser interpretada como uma representação complexa do canq 
velocidade F de um fluxo fluido bi dime nsional. Contudo, devido ao Teorema 5.6.1 (n), é a função / dei 
da corno o conjugado de g. j\z ) = g(z) que fornece a representação complexa de um campo de veloci 
F(x, y) = P(x. y ) i + Q(x. y ) j de um fluxo bidimensional de um fluido ideal em algum domínio D do p. 


EXEMPLO 2 Função Analítica Fornece um Campo Vetorial 

A função polinomial g(z) = kz = k(x + iy ), k > 0, é analítica em qualquer domínio D do plano com: 
Segundo o Teorema 5.6.1.(ü), flz) = g(z) = kz = x iy é a representação complexa dc um campo ■ 
locidade F de urn fluido ideal em D. Identificando P(x, y) — kxe Q(x. y) = ky , obtemos F(x, y) = 
yjf). Uma rápida inspeção de (2) comprova que div F = 0 c rot F — 0. 


Linhas de Flnxo Revisitadas Podemos agora estabelecer uma relação entre as Seções 2.7 
Na Seção 2.7, vimos que se F(x. y) = P(x, y ) i H- Q(x, y ) j representar um campo de velocidade de 
quer fluxo fluido bidimensional, o caminho z{t) — x(t) + iy( t) percorrido por uma partícula (comt 
pequena rolha, por exemplo) posicionada no fluxo deve satisfazer o sistemas de equações diíerenci 
primeira ordem: 

| = p(*,„) 

%=Q^v). 

A família de todas as soluções de (5) foi denominada linhas de fluxo. 

Na Seção 3.4 vimos que no caso de um fluxo bidimensional de um fluido ideal, o vetor vclocid 
podia ser representado pelo gradiente de uma função de valor real ô denominada potencial de veloc. 
As curvas de nível <j)(x, y) = c, receberam a denominação de curvas equipotenciais. Mais importar. 
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Xota 


mos que a função (p sempre é solução cia equação de Laplace em algum domínio D c, portanto, harmônica 
em D. Depois da determinação do conjugado harmônico tp(x, y) de 0, formamos uma função 

ft{z) = 0(x, y ) 4- itp(x, y), (6) 

denominada potencial complexo de velocidade, que é analítica em D. Neste contexto, tp(x, y) recebeu a 
denominação de função de fluxo e suas curvas de nível tp{x, y) — c 2 , linhas de fluxo. 

Agora, demonstraremos que (5) e (6) representam a mesma coisa. Suponhamos que F(x. y) - P(x. y ) i 
+ Q( y) j seja o campo de velocidade do fluxo de um fluido ideal em algum domínio D. Iniciemos reven- 
do o parágrafo que contém (6). Como F(x, y) = P(x, y ) i + Q(x, y)j é um campo gradiente, existe uma 
função escalar 0 tal que 


de modo que 


<90 

dx 


<90. d(j). 

dx dy^' 

(7) 

% = Q(x ' v) - 

(8) 


Como 0 é harmônica em D. vamos tomá-la como um potencial para F. Podemos, então, determinar sua 
conjugada harmônica e usá-la para formar o potencial complexo de velocidade Í2(z) — <p + iy\ Como O(z) 
é analítica em D, podemos lançar mão das equações de Caueliy- Riemaun 


para reescrever (8) como 


d tp 
Ôy 


d<p dtp 

dó 

dtp 

(9) 

dx dy 

% = 

dx 

= P(x, y) e 

II 

~Q(x,y)- 

(10) 


Agora, reexaminemos o sistema de equações diferenciais em (5). Se dividirmos a segunda equação no 
sist ema pela primeira, obteremos uma única equação diferencial de primeira ordem dy/dx = Q(x. y]j l\x, 

y) ou 


Q(x. y)dx + P(x, y)dy = 0. 


( 11 ) 


Consequentemente, de (2). vemos que P e Q estão relacionadas por dP/dx = <9( Q)/dy = dQ/dy. Esta 
última equação prova que (11) ó uma equação diferencial de primeira ordem exata. Alais especificaniente, 
as equações em (10) mostram que (11) é igual a 


dtp 7 <90 , 

— dx + —dy = 0. 
ox dy 


(12) 


Para aqueles que ainda não fizeram um curso de equações diferenciais, as manipulações anteriores po- 
dem não parecer relevantes. Contudo, aqueles que têm algum conhecimento do assunto devem perceber 
que (12) mostra que (11) equivale ao diferencial exato d{y(x, y)) = 0. A integração desta última equação 
mostra que todas as soluções de (5) satisfazem ijj(x 7 y) = c 2 . Em outras palavras, as linhas de fluxo do 
campo de velocidade F(x, y) = P(x. y ) i + Q(x, y ) j obtido de (5) são iguais às curvas de nível da conju- 
gada harmônica 'ip de o em (6). 

Potencial Complexo Revisitado Seja F(x. y) P(x, y ) i 4- Q{x, y ) j o campo de velocidade do fluxo 
de um fluido ideal em algum domínio D do plano e seja 0(2) = ç6(x. y) + np(x. y) o potencial complexo de 
velocidade do fluxo. O Teorema 5.6.1 (2) nos diz que da representação complexa j{z) = P(x, y) 4- i.Q(x, y) 
de F podemos construir uma função analítica y(z) =Jzj = P(x, y) iQ{x, y). As duas funções analíticas 
9 e O estão relacionadas uma à outra. Para comprovar isso, primeiro, escrevemos o gradiente do vetor F 
em (7) 11a notação complexa equivalente 


\ d(p ,d(p 


(13) 


Usando (9) da Seção 3.2, vemos que a. derivada da função analítica Í2(z) = 4>{x, y) 4- hp(x. y) é a função 
analítica 

, . dej) .dtp 
n i z ) = xr +*vr- 

ox ox 


(14 
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Usamos, agora, a segunda equação de Cauchy-Riemann em (9) para substituir dij) /dx em (14): 

0 // x d<i> -d(j> 

“ (z) = — - í — . 

Ur oy 


(lõ 


Comparando (13) e (15), vemos imediatamente que ]{z) = fí'(z) e, por conseguinte, 


g(z) = Ü'(z). (16 

0 conjugado desta função analítica, g(z) -- f(z ) = j ( 2 ), é a representação complexa do campo vetorial 
F cujo potencial complexo é fí(jz). Em símbolos, 


fiz) = n'(z). 


(17 


Como j[z) é uma representação complexa do campo vetorial de velocidade, a grandeza f V{z) em (17) é 

vezes referida como velocidade complexa. 

* 

E pertinente perguntar: (17) 6 apenas interessante ou tem alguma utilidade? Resposta: tem utilidad- 
Aqui está uma observação prática: qualquer função analítica cm algum domínio D pode ser interpreta 
como um potencial complexo para o fluxo bidimensional de um fluido ideal. 


EXEMPLO 3 Potenciais Complexos 


(a) A função analítica íí(z) = \kz 2 . k > 0 é um potencial complexo para o fluxo no Exemplo 2. Usai: . 
(16), a derivada g{z) = íV[z) = kzé uma função analítica. De (17), o conjugado f(z) — íV(z) ou j[z - 
kz = kx- iky é a representação complexa do campo vetorial de velocidade F do fluxo de um fluido ic- 
em algum domínio D do plano. O potencial complexo de F é Í2(z). Como fl(z) - \h(x 2 - y 2 + 2r. 
vemos que as linhas de fluxo do fluxo são xy = ê. 

(b) A função complexa 0 ( 2 ) = Az, A > 0 é um potencial complexo para um tipo muito simples e imp - 
tante de fluxo. De 


y 


>■ 


F 


>- 


F 




■*- 

■*- 


Figura 5.6.2 Fluxo uniforme 


x 


ft'(z) = A e n'{z) = A, 

vemos que ídS(^) ó o potencial complexo do campo vetorial F cuja represente 
complexa é f(z) = A. Corno a velocidade j f\ — A é constante em todos os pon* 
dizemos que o campo de velocidade F(.x. y) = Ai é um fluxo uniforme. Em our: 
palavras, em um domínio D. como o semiplano superior, uma partícula no fl : 
se move com velocidade constante. De Q(z) = Az = Ax + iAy , vemos que a : 
percorrida por uma partícula móvel — uma linha de fluxo para o fluxo é u:i 
reta horizontal da família definida por y — o 2 . Vale notar que a própria front- : 
do domínio D, y = 0, é uma linha de fluxo (Figura 5.6.2). ~ 


C irculação e b luxo Líquido Dadas uma curva fechada simples C orientada no sentido trigonomér: 
no plano e uma função complexa / que representa o campo de velocidade de um fluxo fluido bidimem • 
nal, podemos fazer as seguintes perguntas: 

(?) Até que ponto o fluxo tende a fluir em torno da curva C? 

(w) Qual é a diferença líquida entre as taxas de entrada e de saída do fluido na região limitada : e 
curva Cl 


As grandezas consideradas nas perguntas (i) e (n) são denominadas circulação em torno de Cc fluxo _* 
quido através de C, respectivamente. Definições precisas de circulação e de fluxo líquido exigem o u> 
uma integral de contorno envolvendo a representação complexa, /e serão dadas mais adiante. Por ora. 
demos determinar se a circulação ou o fluxo líquido é positivo, negativo ou 0 por meio de represem 
gráfica do campo vetorial / do fluxo. Como no caso de argumentos de números complexos, considera . 
o sentido de um fluxo como “positivo” se 0 mesmo se der no sentido trigonométrico. Portanto, um f 
terá uma circulação positiva em torno de C se o fluido tender a fluir no sentido trigonométrico em r ~ 
de C. Uma circulação negativa significa que o fluxo tende a fluir em torno de Cno sentido horário, e 
circulação 0 significa que o fluxo é perpendicular a C. Por exemplo, na Figura 5.6.3 a circulação é p. 
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Tn.-a 5.6.3 Circulação positiva e fluxo 
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:ura 5.6.4 Circulação zero e fluxo 
N do positivo 

y 



- _ura 5.6.5 Campo de velocidade para 
arte (a) do Exemplo 4 



Figura 5.6.6 Campo de velocidade para 
parte (b) do Exemplo 4 


va, pois o fluido tende a fluir em torno de C no sentido trigonométrico; já na Figu- 
ra 5.6.4 a circulação 6 0, pois o fluxo c perpendicular à curva C. Consideramos que 
um fluxo líquido positivo significa que o fluido sai da região limitada pela curva C 
a uma taxa maior que a. taxa a que entra na região. Isso indica a presença de uma 
fonte no interior de C, isto é. um ponto em que o fluxo é produzido. Reciprocamente, 
um fluxo líquido negativo indica que o fluido entra na região limitada pela curva C 
a uma taxa maior do que a taxa que sai da região ou que existe um sumidouro no 
interior de C, ou seja, um ponto onde o fluxo desaparece. Se o fluxo líquido for 0. o 
fluxo sai da região limitada por C à mesma taxa cm que entrou. Na Figura 5.6.3 o 
fluxo é tangente à circunferência C, de modo que nenhum fluido cruza C ; isso im- 
plica que o fluxo líquido através de C é 0. Na Figura 5.6.4 o fluxo líquido através de 
C é positivo, pois o fluxo parece apenas sair da região limitada por C. 


EXEMPLO 4 Circulação e Fluxo Líquido de um Fluxo 


Seja Ca circunferência unitária |z| = 1 no plano complexo. Para cada fluxo /, de- 
terminemos graficamente se a circulação em torno de C é positiva, negativa ou 0. 
Determinemos, ainda, se o fluxo líquido é positivo, negativo ou 0: (a) f(z) = ( z - i) 2 
(b) f(z) = l/z. 


Solução Em cada parte, usamos um sistema algébrico computacional para desenhar 
o campo vetorial de velocidade /e a curva C. 

(a) O campo de velocidade f(z) — (z - i) 2 é representado na Figura 5.6.5. Como 
o campo vetorial / mostra que o fluido flui no sentido horário em torno de C, 
concluímos que a circulação é negativa. Além disso, como parece que o fluido 
não cruza a curva C. o fluxo líquido é 0. 

(b) O campo de velocidade f(z) — l/z, representado na Figura 5.6.6. indica que iguais 
quantidades de fluido fluem nos sentidos trigonométrico e horário em torno de 
C. Isso sugere que a circulação é U. Além disso, como a mesma quantidade de 
fluido parece entrar e sair da região limitada pela curva C, o fluxo líquido é 0. 

□ 


Circulação e Fluxo Líquido Revisitados Seja T o vetor unitário tangente a 
uma curva fechada simples G com orientação positiva. Se F(r. y) = P(x, y) i 4- Q(x, 
y) j representar um campo vetorial de velocidade de um fluxo fluido bidimensional, 
definimos a circulação de F em torno de C como a integral de linha real <f c F • dr. 
onde dr = dxi + dy$. Como dr/ dt = ( di/ds)(ds/dt ), onde dr/ ds = (dx/ds) i + (dy/ 
ds) j = T 6 uma tangente unitária à curva C. a integral de linha pode ser escrita 
em termos da componente tangencial do vetor de velocidade F. ou seja, 

circulação = j F • T ds. (18) 

Como já discutido, a circulação de F é uma medida de como o fluido tende a fazer 
a curva C girar circulando em torno da mesma. Se F for perpendicular a T em cada 
(x. y) em C, § c F • T ds = 0ea curva não se move. Por outro lado. <f c F • T ds 
0 e ib F • T ds < 0 significam que o fluido tende a fazer C girar nos sentidos trigo- 
nométrico e horário, respectivamente (Figura 5.6.7). 

Seja N = (dy/ds ) i (dx/ds ) j o vetor unitário normal a um contorno fechado sim- 
ples com orientação positiva Ce. novamente, seja F(rr, y) = P(x. y ) i -f Q(x, y ) j um 
campo de velocidade de um fluxo fluido bidimensional; definimos o fluxo líquido de 
F como a integral de linha real da componente normal do vetor velocidade F: 

fluxo líquido = / F • N ds. (19) 

Na verdade, (19) define uma taxa líquida com que o fluido cruza a curva Cna di- 
reção da normal N; esta taxa é medida em unidade de área por unidade de tempo. 
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Figura 5.6.7 O fluxo de 
fluido tende a fazer C girar 


e assim: 


Em outras palavras, o fluxo líquido através de C é a diferença entre a taxa com que o íluic 
entra na região limitada pela curva Cea taxa com que o fluido deixa esta mesma região. Um 
valor não nulo de § c F • N ds indica a presença de fontes ou sumidouros de fluido no interic: 
da curva C. 

Seja f(z) = P(x, y) -f iQ(x, y) a representação complexa do campo de velocidade F de um flui- 
do. As integrais de linha (18) e (19) po dem ser calculadas simultaneamente por meio do cálcui 
de uma única integral de contorno § c f(z)dz. Para comprovar isso. primeiro notemos que: 


f F ‘ T ds= (Pi + Qj) 
p F • N ds = j> (Pi + Qj) 


~-i + ^j) ds = J> Pdx + Qdy 
ds ds J J q 

% - yvj) ds = (j P dy - Q dx , 
ds ds J J q 


j) f(z ) dz — J) (P — iQ) (dx -|- idy) 


j) P dx + Q dy j + i ij) P dy — Q dx 


j) F • T ds J + i F • N ds 1 . 


(2C 


A Equação (20) mostra que (18) e (19) podem ser determinadas com o cálculo de j> c f(z) dz e a identir- 
cação de suas partes real e imaginária: 


circulação = Re ( j f(z)dzj e fluxo líquido == Im íjp f(z)dz 


( 2 : 


EXEMPLO 5 Circulação e Fluxo Líquido 

Usemos (21) para calcular a circulação e o fluxo líquido para o fluxo c a curva C na parte (a) do Exem- 
plo 4. 

Solução Da parte (a) do Exemplo 4, o fluxo é f(z) — (z i)' 2 e C. a circunferência \z\ = 1. Com ÍS' 
f(z ) = (z — i ) 2 = (z + i) 2 — z 2 + 2 iz — 1 e C é parametrizada por z(t) — e 1 ', 0 < t < 2 tt. Usando dz - 
ie li dt e o método de integração em (11) da Seção 5.2, temos: 


'2tt 


f f(z) dz= J 


(e~ 2it + 2 ie~ ü - 1) ie ü dt 


= i (e- ü + 2i - e tí ) dt 

J o 

—e~ u - 2 1 - e u ]l’ = -4tt + Oi 


( 2 - 


No último cálculo usamos e 2 * 1 = ê~ r = e° = 1. Comparando os resultados obtidos em (22) e (21), vem 
que a circulação em torno de C é -4 tt e que o fluxo líquido através de Cê 0. A circulação negativa e 
fluxo líquido zero são consistentes com a análise geométrica feita na Figura 5.6.5 para o fluxo / na par* 
(a) do Exemplo 4. _ 


A análise do fluxo / na parte (b) do Exemplo 4 é deixada como exercício (Problema 25 do Conjunt 
de Exercícios 5.6). 


EXEMPLO 6 Circulação e Fluxo Líquido 

Seja f(z) = (1 + i)z o campo de velocidade de um fluxo fluido. Calculemos a circulação e o fluxo líqui i 
através de C, onde Cê a circunferência unitária \z\ = 1. 
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Solução Como /( z) 


= (1 i)z e z(t) = e u , 0 < t < 27t, dc (21) obtemos 



f(z) dz 



/•27T 

(1 + i) / dt = 2 tt 4- 2tt?‘. 

J o 


Portanto, a circulação em torno de C é 27 t, e o fluxo líquido através de G também é 2tt. 


□ 


EXEMPLO 7 Aplicaçao do Teorema de Cauchy- Goursat 



;ura 5.6.8 Campo de velocidade 
u o Exemplo 7 


Seja f(z) — cos 2 o campo de velocidade de um fluxo fluido. Calculemos a circulação 
e o fluxo líquido através de C. onde C é o quadrado com vértices z = 1, z = i, z = 1 

e z = i. 

Solução Devemos calcular <f c f(z ) dz — <f> c cõsz dz — j> c cos z dze tomar as partes real 
e imaginária da integral para obtermos a circulação e o fluxo líquido, respectivamente. 
Como a função cos z é analítica cm todos os pontos, o teorema de Cauchy- Goursat 
fornece <f c cos z dz — 0. A circulação e o fluxo líquido são iguais a 0. 

O campo dc velocidade f{z) = cos z e o contorno C são mostrados na Figura 5.6.8. 
Os resultados que acabamos de obter para a circulação e o fluxo líquido são consisten- 
tes com a discussão no Exemplo 4 a respeito da geometria de fluxos. 


EXEMPLO 8 Circulação c Fluxo Líquido 

A função complexa f(z) — k/(z — z Q ), onde k — a + ib e z 0 são constantes complexas, dá origem a um fluxo 
no domínio definido por 2 ^ z u . Se C for um contorno fechado simples com Zq em seu interior, a fórmula 
integral de Cauchy, (1) da Seção 5.5, fornece 

d) f(z ) dz = d dz — 27 ri(a — ib) = 27 rb -h 27 rai. 

Jc Jc z ~ z 0 

Dc (21), vemos que a circulação em torno de C é Re(27rã -I- 27r ai) = 2t rb e que o fluxo líquido através de 
C é Im(27rò + 2irai) = 2% a. □ 


Vale notar 110 Exemplo 8 que se 3, fosse um ponto exterior à região limitada, por C, segundo o teorema 
de Cauchy-Goursat, a circulação e o fluxo líquido seriam iguais a zero. Além disso, quando a constante k 
é real (a ^ ü, b — 0), a circ\ilação em torno de C é 0, mas o fluxo líquido através de C é 2 tt k. Segundo a 
discussão anterior nesta seção, o número 2^ é uma fonte de fluxo quando k > 0 e um sumidouro quando 
k < 0. Campos de velocidade que correspondem a esses dois casos são ilustrados na Figura 5.6.9. O fluxo 
ilustrado na Figura 5.6.4 é do tipo mostrado na Figura 5. 6. 9 (a). 


y y 




Figura 5.6.9 Dois campos de velocidade normalizados 
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# 

CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 5.6 ( Vaja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livre 

Nos Problemas i 4. para o dado campo de velocidade F ( x, y). comprove (pie div F - 0 e rot F = 0 cm um domíni 
I) apropriado. 

1. F(;r, y) = (cos0o)i + (sen #o)j, #o é uma constante 

2. F(x,y) = —yi - xj 

3. F(x, y) = 2xi 4 (3 - 2y)j 

4. F(x,y) = + 


x 2 + y 2 x 2 + y 2 


Nos Problemas 5 8. dê a representação complexa f(z) do campo de velocidade F(x. y). Expresse a função g(z) = f 
em termos do símbolo 2 e comprove que y(z) é uma função analítica em um domínio D apropriado. 

5. F(x, y) do Problema 1 6. F(x, y) do Problema 2 


7. F(x, y) do Problema 3 8. F ( x, y ) do Problema 4 

Nos Problemas 9 12. determine o campo de velocidade F(x, y) do fluxo de um fluido ideal especificado pela d; 
função analítica g(z). 

9. g(z) = (14- i)z 2 10. g(z) = sen 2 

11. g(z) = e x cosy + ie x seny 12. g(z) = x 3 — 3xy 2 + i (3x 2 y - y 3 ) 


Nos Problemas 13 16. determine um potencial complexo de velocidade Í2(z) da representação complexa f(z) do cv.: 
po de velocidade F(.r, y) indicado. Verifique sua resposta usando (17). Descreva as linhas equipotenciais c as li n:.^ 
de fluxo. 


13. F(x. y ) do Problema 1 14. F(a:, y) do Problema 2 

15. F(:t:, y) do Problema 3 16. F(x. y) do Problema 4 

Nos Problemas 17 e 18, a função analítica fi(z) dada é um potencial complexo de velocidade para o fluxo de um f. 
do ideal. Determine o campo de velocidade F(x, y ) do fluxo. 

17. Í2(z) = 4 í 2 3 18. f2(z)=4z 4 + z 

19. Mostre que 


F (x,y) = A 



x 2 -y 2 \ 
(x 2 4- y 2 ) 1 ) 


2 xy 

(.r 2 + y 2 ) 2 ^ 


A > 0 . 


é um campo de velocidade para um fluido ideal cm um domínio D que não contém a origem. 

20. Comprove que a função analítica íj(z) = A ( z 4- - 

V * 

campo de velocidade F(d;. y) é o do Problema 19. 

21. (a) Considere o campo de velocidade do Problema 19. Descreva o campo F(x. y) em um ponto ( x . y) dist 

da origem. 

(b) Para o potencial complexo de velocidade no Problema 20. de que modo a observação de que S~i(z) 
medida que \z\ aumenta comprova sua resposta à parte (a)? 

22. Um ponto de estagnação em um fluxo fluido é um ponto em que o campo de velocidade F(rc, y) é igual a : 
Determine o ponto de estagnação para: 

(a) o fluxo no Problema 3(a). 

(b) o fluxo no Problema 19. 

23. Para. quaisquer dois números reais ke a função íi(z) — ALn( 2 - a:,) é analítica no semiplano superior, de : 
que representa um potencial complexo para o fluxo de um fluido ideal. O número real x x ó um sumidouro q\ 
k < 0 e uma fonte para o fluxo quando k 0. 

(a) Mostre que as linhas de fluxo são raios que emanam de x v 

(b) Mostre que a representação complexa f(z) do campo de velocidade F(x. y) do fluxo é 

f{z) = k- Jã 

\z - Xi| 

e conclua que o fluxo flui em direção a cq quando k < 0. 


^ é um potencial complexo de velocidade para o fluxo m 
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24. O potencial complexo tt(z) = kLn(z — 1) - kLn(z -4- 1), k > 0. determina o fluxo de um fluido 
ideal no semipla.no superior y > 0, com uma única fonte em z = l e um único sumidouro em 
2 — 1. Mostre que as linhas de fluxo são a família de circunferências ar + (y c.,)' 1 = 14 - cz 
(Figura 5.6.10). 


Nos Problemas 25-30, calcule a circulação e o fluxo líquido para o fluxo dado c o contorno fecha- 
do C indicado. 

25. f{z) = Cê a circunferência \z\ = 1. 

26. J\z) = 2z\ C é a circunferência \z\ = 1. 

27. f(z ) = ; C é a circunferência | z- 1| = 2. 

28. f(z) = z; Cê o quadrado com vértices z — 0 , z = 1 . z = 1 + i e z = i. 


29. F(x\ y) — (42: -f Zy)i 4- (22' í/)j ; Cê a circunferência .r 2 3 4 5 4- if = 4. 


30. F(ar, y) = (.r 4- 2y)\ 4- (x y) j; Cê o quadrado com vértices z = 0, z = 1 4- i, z = 2i e z = -1 4- 


Foco em Conceitos 


31. Seja f(z) — P{ x, y) + iQ( x. y) a representação complexa de um campo de velocidade F do fluxo de um fluido ideal 
em um domínio simplesmente conexo D do plano complexo. Assuma que P e Q têm derivadas parciais contínuas 
cm todo o domínio D. Se C for qualquer curva fechada posicionada cm D. mostre que a circulação em torno de 
Ce o fluxo líquido através de C são iguais a zero. 

32. O fluxo descrito pelo campo de velocidade f{z) — (a 4- ib)/z tem um vórtice em 2 = 0 . A natureza geométrica 
das linhas de fluxo depende da escolha de a e b. 

(a) Mostre que, se z(i) — x( t) 4- iy( t) for o caminho percorrido por uma partícula no fluxo, então 

dx _ ax — by 
d t x ' 2 4- y 2 

dy bx 4- ay 

dt x 2 4- y 2 

(b) Coordenadas retangulares e polares se relacionam por r = x~ 4- y 2 e tan 0 — y/x. 

Use essas equações para mostrar que 

dr 1 f dx dy\ d0 1 
dt ~ r V' r ~dt + V dt ) ’ dt. = r 2 

(c) Use as equações nas partes (a) e (b) para obter 

dr a d9 b 
dt r dt r 2 

(d) Use as equações na parte (c) e conclua que as linhas de fluxo do fluxo são espirais logarítmicas r = cC 1 ', 
b vt (). Use algum software gráfico para comprovar que uma partícula percorre um caminho no sentido tri- 
gonométrico se e somente se o < 0, e no sentido horário se c somente se b 0. Qual desses dois sentidos de 
deslocamento corresponde ao movimento espiróide em direção ao vórtice? 


dx dy 
- y — +* 


dt 


dt 


Questionário de Revisão do Capítulo 5 


( Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao fmal do liam.) 


Nos Problemas 1-20, responda verdadeiro ou falso. Se a afirmação for falsa, justifique sua resposta explicando por 
que é falsa ou dê um contraexemplo; se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta provando a afirmação ou 
cite um resultado pertinente do capítulo. 


1. Se z( t ) , a < t < for uma parametrização de um contorno C c z{ a) = z{ b) . então C é um contorno simples fe- 
chado. 


2. A integral de linha real j c (x 2 4- y 2 ) dx 4- 2 xydy, com C dado por y = .t\ de (ü. 0) a (1, 1), tem o mesmo valor 
na curva y = de (ü. U) a (1, 1). 

3. O setor definido por tt/6 < arg( 2 ) < tt/6 é um domínio simplesmente conexo. 

4. Se / for analítica em f" existe necessariamente em z [) . 

5. Se / for analítica em um contorno fechado simples Ce q, for um ponto qualquer no interior de C. o valor de f z 
é determinado pelos valores de ,/(.-) em C. 
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6. Sc / for analítica em um contorno fechado simples C, <f ( , f(z) dz = 0. 

7. Se /for contínua em um domínio D e tiver uma antiderivada F em D, uma integral f f(z ) dz tem o mesmo v 
em todos os contornos C em D entre os pontos inicial z {) e terminal z v 

8. Sc f c f(z) dz = 0 para todo contorno fechado simples C, fé analítica em Ce no interior de C. 

f z — 2 

9. O valor de / dz c o mesmo para qualquer percurso C no semiplano direito Re ( 2 ) > 0 entre z = 1 

Jc z 

z = 10 + Si 

10. Se (j for inteira. / ^ dz - / dz, onde Cea circunferência \z\ = 3 e C, é a elipse x 2 -f hv 2 — 1. 

Jc Tc, z ~* 9 


11 . 


c ( z - z o)( z - Zi) 


C^-L j C\ 

dz = 0 para qualquer contorno fechado simples C que circunde os pontos z í] e z,. 


12. Se / for analítica em um contorno fechado simples Ce no interior de C. e se 2 ^ for um ponto no interior d- 


’ /'(*) 


dz = 


m 


— dz. 


T c z-zo J c (z-z 0 ) 2 

13. j r Re ( 2 ) independe do percurso C entre 2 q = ü e z l = 1 4- i 

14. f c (4 z 3 — 2z + l) dz — J (4x 3 — 2x + l) dx , onde 0 contorno C é composto dos segine:. 
C, e C, mostrados na Figura 5.R.I. 

15. f c z n dz = f c z n dz para todos os inteiros n, onde C x é z(t) = e". ü < t < 2tt, e C 2 é 2 * 
Ré\ R > 1, 0 < t < 2tt. 

16. Se / for contínua em um contorno C, j c f(z) dz + f ( . f(z) dz — 0. 

Figura 5.R.1 Figura para o 

Problema 14 17. Para qualquer contorno C com ponto inicial z,, = i e ponto terminal z l = i. posicion 

em um domínio simplesmente conexo D que não contém a origem nem o eixo real negr.- 



dz — Ln(í)— Ln(— i) — n i. 


18. 


1 


dz = 0 quando Cé a elipse x 2 + | y 1 — 1. 


-c^ + 1 

19. Sc p(z) for um polinómio em 2 . a função f(z) = 1 /p(z) nunca pode ser uma função inteira. 

20. A função J(z) — cos 2 é inteira e não constante, de modo que deve ser ilimitada. 

Nos Problemas 21 40. tente preencher as lacunas sem recorrer ao texto. 

21. z(t) — e l , 0 < t < v 27 t, é uma parametrização para uin(a) . 

22. z(t) = 2 j, + e ü . 0 < t < 2tt, é uma parametrização para um(a) . 


23. A diferença entre 2 /#) = e", 0 < t < 2ir, e z 2 (t) = e' (2 " l) , 0 < t < 2tt, é 


24. I (2 y + x — 6 ix 2 )dz — , onde o percurso Cé o triângulo com vértices 0, i e 1 4- i, percorrido 110 sem 

trigonométrico. 

25. Se / for uma função polinomial e C for um contorno fechado simples, ® f{z)dz = . 


26 

27 


. J z Im( 2 ) dz = 

* Jc 


, com Cdado por z(t) — 2t + fri, 0 < t < 1. 


2 dz = 


c 


29. 


’C 


sen - dz = 
2 


30. s ec.zdz 

1 


31 . 


c 


'( z - 1 ) 



. onde n é um inteiro e C 

é z(t) — é\ 0 < t < 2 


, com C dado por z(f) = 

2 i + 4eN 0 < /. < tt/2 


, onde C c \z\ = 1. 


- dz = 

1 

. onde C é | z - 1 1 = L 



22 




o-* ’• 












32. Se ./ \z) £ " ç 5 2 2 ^ <7 é |^| = 3, então Jfl + i) 6 

33. Se ,/i;) = -) + e Gfor uni contorno 2 = Se", 0 < t < 2w, então <f 

RA Q/.» I # ~M . - n Jc 


f(z) 


c {z + 7ri) a 


34. Se IJ(z)l < 2 na circunferência \z] = 3, então j f( z ) dz 

35. Se » for um inteiro positivo e Gfor o contorno M = 2, LtSo f z~"e* dz = 


dz — 


COS z 


36. Em \z\ = 1 , a integral de contorno 

a _ para. n =3. Jc z n 


dz e igual a para n = 1, igual a 


37. j, z n dz = 

1 27 ri, se n. 


' onde n 6 «*" ^teiro e C. a circunferência 

38. O valor da inteoTíil J ^ j 

* f c z + i dz no contorno C mostrado na Figura 5.R.2 é 


1 . 


para n =2 e igual 



39. O 
Fi 


\aloi cia integial í ( 2z + 1) d z no contorno C 
igura 5.R.3, é Jc 


composto dos segmentos dc retas (7, C (' 

i i ^21 •••5 '-'Jlj 


mostrado na 


40. () valor da integral j 



y 
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Introdução A fórmula integral de Cauchy para derivadas 
indica que uma função / analítica em um ponto possui 
derivadas de todas as ordens no ponto. Como uma con- 
sequência desse resultado, veremos que / sempre pode ser 
expandida cm uma série de potências centrada nesse pon- 
to- Se. no entanto, J não for analítica cm ainda pode sei 
possível expandi-la cm um tipo diferente de série conhecida 
como série de Lüurent. A noção da série de Laurent leva 
ao conceito de um resíduo, (pie, por sua vez, leva a uma 
outra forma de calcular integrais complexas e, em alguns 
casos, reais. 


y 
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- :ura 6.1.1 Se { z„ } 

' . erge a L , todos os 
mos, excetuando 
número finito 
es, estão em cada 
finhança e dc L 


6.1 Sequências e Séries 

I;nia grande parte da teoria de sequências e séries complexas é análoga à correspondente teoria no cál- 
culo real. Nesta seção exploraremos as definições de convergência e divergência para sequências com- 
plexas e séries infinitas complexas. Alem disso, apresentaremos alguns testes de convergência- de séries 
infinitas. Sugerimos especial atenção às séries geométricas, pois este tipo de série tem papel importante 
em seções posteriores deste capítulo. 

Sequências Uma sequência complexa { z v j é uma função cujo domínio é o conjunto de números inteiros 
positivos e cuja imagem c um subconjunto dos números complexos C. Em outras palavras, a cada inteiro 
n = U 2, 3,... associamos um único número complexo z„. Por exemplo, a sequência {1 -f- i"} é 

1-M, 0, 1 — i, 2, 1 -H, .... 

T T T T T (l) 

n = 1, n — 2, n = 3, n — 4. n = 5, ... 

Sc lim z n = L, dizemos que a sequência { z v ] é convergente. Ou seja, { z „ } converge ao núnie- 

ro L se, para cada número real positivo c. puder ser encontrado um inteiro positivo N tal que 

\z n - L I £ sempre que n > N. Como \z n L\ é uma distância, os termos z n de uma sequência que 
converge a L podem ser feitos arbitrariamente próximos de L. Dizendo de outra forma, quando 
uma sequência { 2 ,,} converge a L. todos os termos da sequência, excetuando um número finito 
deles, estão em cada vizinhança s de L (Figura 6.1.1). Uma sequência que não é convergente é 
denominada divergente. 

A sequência {1 + /"} ilustrada cm (1) é divergente, pois o termo geral z n — 1 + i" não se aproxima de 
um número complexo fixo quando n — > 00 . De fato, podemos verificar que os quatro primeiros termos 
desta sequência sc repetem indefni idamente à medida que n aumenta. 



EXEMPLO 1 Uma Sequência Convergente 

;n+ 1 

converge, pois lim 0. Como vemos de 


A sequência 


n 


n — >oc TL 


Í 1 i 


1 


2 3 4 5 


figura 6.1 .2 Os termos da 
quência {/ n+l /n} seguem uma 
jrva espiral em direção a 0 


e da Figura 6.1.2, os termos da sequência, representados por pontos cinza 11 a figura, seguem 
uma curva espiral em direção ao ponto 2=0 à medida que n aumenta. □ 


O seguinte teorema para sequências ê análogo ao Teorema 2.6.1 da Seção 2.6. 


Teorema 6.1 .1 Critério para Convergência 

Uma sequência {z„} converge ao número complexo L = a + ib se e somente se íle(zj convergir a 
Re(L) — a e Im(z n ) convergir a Irn(L) = b. 


EXEMPLO 2 Ilustração do Teorema 6.1.1 

Consideremos a sequência I — — — )■ . De 

I n -fi 2 ni 


3 + ni __ (3 T ni){n — 2 ni) 
ri — rr; ■ — ; 0 


n + 2 ni 


ri 2 + 4n 2 


2?? 2 -f- 3 n . n 2 — 6n 

+ l- 


r O 

077 “ 


5 n 2 
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vemos que 


e 


R c(Zn) 
Im(-Zn) 


2 n 2 + 3 n _ 2 _3_ 2 

5 n 2 5 5 n 5 

n 2 — 6n 16 1 

5n 2 5 5n 5 


quando n — > oo. Segundo o Teorema 6.1.1, os últimos resultados são suficientes para que concluamos 
a sequência dada converge a a P ib = 2 f -- /. 


Séries Uma série infinita ou uma série de números complexos 

OO 

y = ^i+ ^2+^-t — 1-2 


n 


fc=l 


é convergente se a sequência de termos parciais { S n } , com 

S n — Z\ + 22 + z 'ò + ' * * + z n , 

convergir. Se S",, — *■ L quando n — » oo, dizemos que a série converge a L ou que a. soma da séiie é L. 
Séries Geométricas Uma série geométrica é qualquer série da forma 


.-X- 


E 

fc=i 


az k 1 = a + az + az 2 H — • + az" L j- 


a 


Para (2), o n-ésimo termos da sequência parcial de termos é 

S n = CL + ÜZ T (22 2 + • • • + CLZ™ ^ . 

Quando uma série infinita é uma série geométrica, sempre é possível determinar uma fórmula par 
Para demonstrar isso, multipliquemos S n em (3) por 2 : 

zS n = az + az 2 + az" + h az n : 

e subtraiamos este resultado de S n . Todos os termos se cancelam, exceto o primeiro termo cm S n e ■ 
timo em zS ri : 

S n — zS n {a T az + az 2 + • • • + az n 

— {a<z + az 2 T U 2 ^ T • • • + az 7 ’ ^ T az 11 ) 

= a — az 71 

ou (1 z)S n = a( 1 - 2 "). Resolvendo esta equação para S nl obtemos 

a(l — z n ) 


Q 

iJ n. 


1-2 


Sempre que \z\ < 1, z n — ► 0 quando n — * 00 , de modo que — > a/(l 2 ). Em outras palavras, para 

1, a soma da série geométrica (2) é a/(l - 2 ): 


- — - — — a + r /,2 T az 2 4 + az 1 ’ 1 4- • • *. 

1 z 

Uma série geométrica (2) diverge quando |z| > 1. 

Séries Geométricas Especiais A seguir, apresentaremos várias deduções imediatas de (4) e (•" 
serão particularmente úteis nas duas próximas seções. Se fizermos a = 1. a igualdade cm (5) passa 

1 

Vale a pena memorizar (6) e (7). * 


1 


= 1 + 2 + 2 ^ + 2 ° + 


Se, em (6), substituirmos o símbolo 2 por - 2 , obtemos 

1 


1 + 2 


1 _ - + ^ _ c 3 + 
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Como em (5), a igualdade cm (7) é válida para \tf < 1, pois | tf = \z\. Com a = 1, (4) fornece a soma dos 
primeiros n termos da série em (6): 


l-z T 
1 — z 


= 1 + z-hz 2 +z 3 + --- + z n ~ 1 . 


Se reescrevermos o lado esquerdo dest a equação como 


1 -z n 


ternativa 


1-z 1 - 


+ , obtemos uma forma al- 


= l + Z + 2 2 + Z 3 + -.- + í n ~ 1 + 


77 . 


1-z 1-z 

que será utilizada para provar os dois principais teoremas deste capítulo. 


( 8 ) 


EXEMrLO 3 Série Geométrica Convergente 

A série infinita 


OG 


+- 5 k 


(1 + 2 i) k l + 2i , (1 + 2 i) 2 , (1 + 2*) 3 

H rr; 1 m h 


k=l 


5 


5 2 


5 3 


é uma série geométrica. Esta série tem a forma em (2), com a = 4(1 +2 i) e z 
V^/5 < 1, a série ô convergente e sua soma é dada por (5): 


OG 


fc=l 


(1 + 2 i) k 
5* 


por (5): 
1 4- 2 i 


= |(1+ 2 /). Como \z\ — 




5 


1 + 2 i 1 


= -i. 


1 _ 1 + 21 4-2?; 2' 

5 


□ 


A seguir . apiesent aremos alguns importantes teoremas a respeito de convergência e divergência de sé- 
ries infinitas. Teoremas similares a estes são apresentados em cursos de cálculo elementar. 


leorema 6.1.2 Uma Condição Necessária para Convergência 


Se YlkLi z k convergir, então lim z n — 0. 

n— > oc 


Prova Seja L a soma da série. Então S n —*Le. S„ x — > L quando n - 
de S n S n i = z n L quando n — » oo, obtemos a condição necessária. 


oo. Tomando o limite dos dois lados 

□ 


Um Teste de Divergência A forma contrapositiva* da asserção 
do n-ésimo termo para a divergência de uma série infinita. 


no Teorema 6.1.2 é o familiar teste 


Teorema 6.1.3 Teste do n-ésimo Termo para Divergência 

Sc lim z n U, então VT. z^ diverge. 

n—KX) — * — 1 


Poi exemplo, a série J2k=i T 5)/fc diverge, pois z. t = ( in + 5 )/n — > i quando n — + oo. A série 
métrica (2) diverge sc |z| > 1, pois mesmo quando lim 7( , x \z \ existe este limite não é zero. 


geo- 


Definição 6.1.1 Convergências Absoluta e Condicional 


l ma série infinita z k converge absolutamente se YlkLi | convergir, 
converge condicionalmente se for convergente e \ z k\ divergir. 


Uma série infinita z k 


+ A proposição u So P, então Q" é logicamente equivalente à forma contrapositiva “Se não Q, então não F\ 
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oc 


1 


No cálculo elementar, uma série real da forma X] — é denominada série p; esta série converge - 

fc=i *■ 

P y 1 c diverge se p < 1. Usaremos este resultado bem conhecido no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4 Convergência Absoluta 

oc jk oc 

A série X] 77 converge absolutameiite, pois a série X^ 
k = i K k= 1 

p = 2 > 1. 



oo ] 

é igual à série p real convergente X] — , e 

fc=i k~ 


Como no cálculo real: 


Convergência absoluta implica convergência. 


(Problema 47 do Conjunto de Exercícios G.l.) Agora, 
Exemplo 4 


estamos em condições de concluir que a série 


E 



1 

22 


i 



converge, pois mostramos que converge absolutamente. 


Tesvies de Convergência Dois dos testes mais usados para determinar a convcr 
nitas serão dados nos próximos dois teoremas. 


gcncia de series . 


Teorema 6.1.4 Teste da Razão 

Seja X:í=i z k uma série de termos complexos não nulos tais que 

lim 1 — + - —L. 

(i) Se L < 1, a série converge absolutamente. 

(ii) Se L > 1 ou L = oc, a série diverge. 

(iii) Se L = l.o teste é não conclusivo. 


Teorema 6.1.5 Teste da Raiz 

Seja XXi z k uma série de termos complexos tais que 

lim - L. 

n—o c 

(/) Se L < 1, a série converge absolutamente. 

(ii) Se L > 1 ou L — oo, a série diverge. 

( Ui) Se L = l,o teste é não conclusivo. 


Provas dos testes da razão c da raiz são similares às dos análogos reais (Problema 48 do Conjun* 
Exercícios G.l). Aqui, nosso interesse principal é a aplicação dos testes especificados nos Teoremas 
e 6.1.5 a séries de potências. 


de potências A noção de uma série de potência é importante no estudo de funções anal:* 
Uma série infinita da forma 
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X 


( 11 ) 


* ~ ::u)h ' °0 - " I ( *- -n) + «•>(- -- , 

k-{) 

onde os coeficientes a, são constantes complexas, é denominada série de potências em * * Dizemos mio 

; lí™ „:„cr é — K ... 

»rr = 

sene c potências complexa (II) tem um círculo de convergência, que é um círculo com 
u.n 10 em M, c o maior raio R - 0 para o qual (11) converge em todos os pontos no inte- 

, d ° C ‘ ra,1 ° f = R - Uma série de potências converge absolutamente em todos os 
pomos Z no interior de seu círculo de convergência, ou seja. para todo 2 que satisfaz \z~ zJ 

R, e diverge para todos os pontos fora do círculo, isto c, pontos que satisfazem \z zjl 
" ti- 'd raio de convergência i>ode ser: 



11NI - . . R 0 (neste caso, (11) converge apenas no centro do círculo z = z,) 

r (n) U1U mim , er ° P° si ‘ ivo fi f ° * (neste caso, (11) converge em todos os pontos interiores 
■ ergência em pontos na ao circulo |z %\ = R) ou 

•-•nua |z - Z„| = r (ui) R = oo (neste caso, (11) converge para todo z). 

Uma serie de potências pode convergir em alguns, todos ou em nenhum dos pontos na circunferência Ho 
circulo de convergência (Figura 6.1.3). 0 próximo exemplo ilustra este fato. cncunicrenca do 


AvEAi r í,0 5 Círculo de Convergência 


OO -yfc+1 


Consideremos a série dc potências £ ~ . Pelo teste da razão (9) 

fc=l « V ^ 


lim 

n~* oo 


yU+2 


TI + 1 
?n + 1 


n 


TI 

= lim 

n~*oo n + 1 


z = z . 


Portanto, a série converge absolutamente para |z| < 1 . () círculo de convergência 6 |d = 1 e o raio dc 
convergência e R -1. Na circunferência do círculo dc convergência, |z| = 1 . a série não converge abst 

lutamente, pois £* =1 jéa bem conhecida c divergente série harmónica. Tenhamos em mente que isto 

não signifua que a série diverge na circunferência do círculo de convergência. Na verdade em z = - 1 

é a C0nver s ente série harmônica alternada. Podemos mostrar que a série converge em to- 


k 


dos os pontos na. circunferência. \z\ = 1, exceto em z= 1. 

o limite f q ? r . Clar0 , d ° Teoten ; a C - L4 e do Exell *Plo 5 que para uma série de potências ££l 0 a*,(z 
O limite (9) depende apenas dos coeficientes a t Logo. se k V 



= L ^ 0, o raio de convergência é R = 
— 0, o raio de convergência é R = oo; 
= oC',o raio de convergência é R = 0. 


1 

L 


□ 

~^) k , 

( 12 ) 

(13) 

(14) 


Conclusões semelhantes se aplicam ao teste da razão (10), utilizando 


lim ^ 


n ~ kxj 
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Por exemplo, se í/|a n | = L ^ ü. então R = 1/L. 


Raio de Convergência 


OO 

Consideremos a série de potências 

k = 1 


— - j — (z - 1 — i) k . Identificando a u = (-1 )"*'/'/>.!. temos 

(-l ) n+2 


lim 

n — >oc 


(n + l)! 

(-l)"+‘ 


n\ 


lim = 0. 

n -* oc n + 1 


Consequentemente, segundo (13). o raio de convergência é oo; a série de potências com centro z u = 1 
converge absolutamente para todo z, ou seja, para \z- 1 i\ < oo. _ 


Raio de Convergência 


2S; /6L+ 1 


Consideremos a série de potências J2 ^ (z — 2i) k . Com a n = 

k=i \2k + 5y 

forma (5) fornece 

lim \/ |a n | = lim ^ /? | = 3. 


6n + 1 
2 n + 5 


■n 


o teste da razão : - 


n — +oc 


ti *oc 2 n + 5 


Por raciocínio similar ao que levou a (12), concluímos que o raio de convergência da série é R = O 

culo de convergência é \z 2/j = a série de potências converge absolutamente para \z - 2i\ 


Aritmética de Séries de Potências Algumas vezes, pode ser conveniente efetuar certas opere 
aritméticas em uma ou mais séries de potências. Embora o detalhamento formal das propriedades de 
ries de potências (enunciando e provando teoremas) nos abrisse muitos caminhos, saber o que podem 
(ou o que não podemos) fazer com séries de potências é útil em pontos deste capítulo. Aqui estão algu 
fatos: 

• Uma série de potências YlkLo a fc( 2 — z o) k pode ser multiplicada por uma constante complexa : 
nula c sem afetar sua convergência ou divergência. 

• Uma série de potências ]CÍLo a k( z ~ z o) k converge absolutamente no interior de seu círculo de 
vergência. Em consequência, no interior do círculo de convergência os termos da série podem ■ 
rcarranjados, e a série rearranjada tem a mesma soma L que a série original. 

• Unas séries de potências Y!kLo a k( z ~ z o) k e 2S=o bk{z ~ z o) k podem ser somadas e subtraídas 
meio de adição e subtração, respectivamente, de termos de mesma potência de z- z ü . Em símboL 

5Uo ük< - z ~ Zo é ± E fc=0 bk ^ z ~ = E: o (“*•• ±b k)(z- zot- 

Caso as duas séries tenham o mesmo raio de convergência não nulo R. o raio de convergênc: 

(°*i ^ 1>k){z ~ zo) h é R. Deve parecer intuitivo que se uma das séries tiver raio de converge: 
r 0 e a outra raio de convergência R 0. com r ^ i?., o raio de convergência de YlT= o (°fc + h){z 
é o menor dos dois números r c R. 

• Duas séries de potências podem (com cuidado) ser multiplicadas e divididas. 


Observações 


(?) Se z„ — a n + ib n , o n-ésimo termo da sequência de somas parciais para x pode ser esc: 
como S n = Y^k=i ( Cik + 7 W = Ylk=í (lk + SÁLi bk-Como no Teorema 6. 1 .2. Zk <:onv< - 
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a um número L — a + ih se e somente se Re(5J = a k convergir a a e Im(5„) = Q- 

convergir a b (Problema 35 do Conjunto de Exercício 6 . 1 ). 

(w) Quando escrita na notação de somatório, uma série geométrica pode não ser identificada ime- 
diatamente como equivalente a ( 2 ). Na notação de somatório, uma série geométrica não precisa 
começar em k — 1 , assim como o termo geral não precisa aparecer exatamente na forma az k 
, ^+ 2 

A primeira vista, Xa- 3 46 não parece ter a forma genérica YlkLi 1 ( Ie uma série geo- 
métrica.. No entanto, escrevendo os primeiros termos do somatório. 


az 


az 


; fc +2 


k—3 


]C 40 bF2T - 40 A2 + 40 Õ3 +40 +i + ■ ■ 


2 3 


podemos identificar a = 40(z :> /2'“) e z= i/2 110 lado direito da igualdade. Como \z\ — 1 •- 1. a 
soma da série é dada por (5): 


J«C 


i k + 2 




40 


z 5 

92 


k—3 


1 - 
9 


= -4 + 8/. 


úi) Embora não a tenhamos provado, vale a. pena repetir a asserção: uma série de potências 
Xfc= 0 °k( z — Zo) 1 . z zq, sempre possui um raio de convergência R que é positivo, 0 ou 00 . Na 
discussão anterior ao Exemplo 6 vimos que os testes da razão e da raiz levavam a 


— = lim 

R 7 7—*OC 


«n+l 


a 


n 


1 


e —= lim í/K 


n — -oo 


assumindo que o limite exista. Como estas fórmulas dependem apenas dos coeficientes, é fácil 
imaginar exemplos onde lim n _ J a„ r ,/ a H | e lim„_..J«„| 1/n não existam. Qual é o valor de R se ne- 
nhum desses limites existir? (Problemas 45 e 46 do Conjunto de Exercícios 6.1). 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 6.1 (Veja Soluções dt Problemas Selecionados de. Ordem ímpar ao final do livro.) 
Nos Problemas 14, escreva os primeiros cinco termos da sequência dada. 

1. {5 i n } 2. (2 + hh 

3. {l + e' 1 '} 4. {(1 + i ) n } [.Suges/óo: use a fornia polar.] 


Nos Problemas 5 10, determine se a 


5. 


f 3 ni + 2 
\ n + ni 


sequência dada converge ou diverge. 

8. / ’» + 2 ” \ 
f 3 ni + 5 n j 


7. 


f (ni + 2) 2 \ 
\ n 2 i J 


9. 


n + i n \ 

Vn J 


8. 


Qhi + r) j 


10. je 1 /” + 2 (tan 1 n)v'| 


Nos Problemas 11 e 12. mostre que a sequência dada { z „} converge a 11111 
lim„_ 0C Re(z„) e lim„ . x lm( 2 „). 


número complexo L\ para isso. calcule 


11 . 


■in 4- 3 ni 
2 n + i 


12 . 



Nos Problemas 13 e 14, use a sequência de somas parciais para mostrar que a série dada ó convergente. 

1 1 


rx: 

13. Z 

k-1 


k + 2 i k + 1 + 2i 


14. X 


k = 1 k(k + 1) 


Nos Problemas 15-20, determino se a dada série geométrica é 
termine sua soma. 


convergente ou divergente. Caso seja convergente, dc- 
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is. eu -iy 

k—0 

I, (!)' 

oo / o 

i9. r.3 - 
fc=o u 


aí n \ k ~ 1 


!6. E 4 ^Ü) 


k = 1 

OO 


18. E^ fc 


k—0 


+ 2 i 


oo 

20. y 


«.(i + O*- 1 


Nos Problemas 21 30, determine o círculo e o raio de convergência da série de potências dada. 


21. E 


;U--l 


k=0 (1 - 2 i) k + 

oc ( 1 

23 - 


25. Y. (1 + 3i) fc (z - i)‘ 

k—0 


22. E T (t~. 
fe=i k V i + 1 . 


i 


24. E - 

*ti* 2 (3 + 4 i) k 


sr(. + 3«)* 


OO 

26 - 

Jfc=l K 


27. Y 

k—0 


(z-4- 3 i) k 


OG 


29. E 


5 2k 

(2*)! 


28. Eí-in 1 ^) U + 2i) fc 




k=o (fc + 2) (A!) 


30. E 


Jfc=0 

00 Ar! 


v 3fc 


aSÓ ( 2fe) fc 


(z — i) k 

31. Mostre que a série de potências E , uão converge absolutamente na circunferência de seu círculo de ( 

k - 1 * 2 " 

vergôncia. Determine pelo menos um ponto na circunferência do círculo de convergência ern que a série de ; 
tências é convergente. 

oo ~ k 

32. Mostre a série de potências E 77 converge em todos os pontos na circunferência de seu círculo de convergênc: 

fc=i k 

33. Releia o Teorema 6.1.3. A que conclusão você chega se lim„ ( . x |z„| 5* 0? 


34. Mostre que a série de potências EaE kz k converge em todos os pontos na circunferência de seu círculo de 


vergencia. 


Foco em Conceitos 


35. Considerando a série Ea*Lo ' e%k , 0 < r < 1, mostre que 

1 — r cos 0 


£ r ' 


COS K 


kO 


1 — 2r cos 6 + r 2 


3 V r k sen k9 = - — — 
f-' 1 - 2r 


r sen0 


cos 6 + r 2 ’ 


fc =0 fc =0 

36. Suponha que {z„ 4- w,} convirja. Isso significa que pelo menos uma das sequências {z„} ou { w n } converge? 

37. Uma sequência {7,} é limitada se o conjunto S dos termos for um conjunto limitado (Seção 1.5). A sequênc: 
Exemplo 1 é limitada. 

(a) Prove que a sequência no Exemplo 2 é limitada. 

(b) Dê um outro exemplo de uma sequência de termos complexos que seja limitada. 

(c) Dê um exemplo de uma sequência de termos complexos que seja ilimitada, 

38. Toda sequência {2,,} convergente é limitada? (Veja o Problema 37.) 

Toda sequência limitada é convergente? .Justifique suas respostas matematicamente. 

39. A sequência {*'•'"}, onde i l/n denota a raiz n-ésima principal de i. converge? 

40. Vimos que a igualdade em (4) era válida para \z\ 1. Mostre que 

1 


1 - 2 


e dê os valores de 2 para os quais a igualdade é válida. 
41. Considere (6) com o símbolo 2 substituído por e lz : 


1 — e i 


= e iz + e 2iz + e 3iz + 


Dê a região 110 plano complexo em que esta serie converge. 
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42. Esboce uma ilustração da região no plano complexo em que £ ) ‘ converge. 

43. Considere a série de potências £“ 0 o*(* - 1 + 2*)*. Esta série podt convergir em 3 -Me divergir em 5 :j 

44. Faça desenhas no plano complexo que ilustrem a validade de cada um dos seguintes teoremas: 

W h' " |' a d ? POtê " daS Centrada em % conver gir em z, * * então a série converge em todo , que satis- 
í «) Se unia série de potências centrada em * divergir em % então a série diverge em todo * que satisfaça \z «j . 

45. Considere a série de potências f{z) = £)» 0 a k z k , onde 

í 2 \ k = 0 , 2 , 4 ,... 

= í 1 , 

i TF * = 1,3,5,... 

(a) Mostre que linv^|« Wl /«j e lim„ J«jW não existem. 

(b) Determine o raio de convergência de cada uma das seguintes séries: 


oo 

h(z) = Y J 2 ik z 2k 


^) = £^ +I 


/c=0 

(c) Comprove qu ef(z) = /,(*) + f 2 (z). O raio de convergência R da série de potências original pode ser deter- 
minado a partir desta observação? Qual é o valor de 7?? P 

46. Proceda como no Problema 4.5 e determine o raio de convergência R para a série de potências 

1+3 z + z 2 + 27 z 3 + z 4 + 243z 5 + z 6 -f 

47. Este problema vai guiá-lo nos passos iniciais da prova da asserção: 

Se a série z k converge absolutamente , então a série converge. 

CO "' a hipÓteSe dc que 1^1 converge. Se * = a„ + ib t , £~ , 1 0k \ < £~ , gSJT&F = 

<a) ^etostramín W d 7 Sl « Ua,<la ‘ te auteriür é ^ladeira. Segundo, explique por que esta desigual- 

(b) Explique por que seu raciocínio para a parte (a) também mostra que x | ò fc [ converge. 

(c) Explique por que seu raciocínio para as partes (a) e (b) mostra que , z k converge. 

48. Este problema vai guiá-lo nos passos iniciais da prova da parte (•<) do teste da razão (9). 

Prova Iniciamos com a hipótese de que lim _ v | 2 „ 4i /+ ) | — L < i 

(a) Primeiro explique por que existe um inteiro Ne um número real positivo r < 1 tais que \z„ JzA < r sempre 
que n N. Segundo, explique por que isso implica que \z x+J \ < +|z v |, para j = ü. 1, 2,... 

(b) Use o teste da comparação da análise real e a parte (a) para mostrar que \z N+j \ converge. 

(c) Explique por que a parte (b) mostra que T.t=a z k converge absolutamente. 


6.2 Série de Taylor 

“"ti ' mi DÚmer0 C01 “ ploxo 2 no toterior do círculo dc convergência c o número a que 
~ Zo) ' conver * e e lmiVoCil - N «*ç sentido, uma sério de potências define ou remrsru- 
unia função /, para um * específico no interior do círculo de convergência, o número L a que a série 
de potências converge é definido como o valor de /em * isto é. fiz) = L. Nesta seção, apresentaremos 
a. cjiins fatos importantes a respeito da natureza desta função f 

Ne seção anterior vimos que toda série de potências tem um raio de convergência R. \o longo deste 

seção assumiremos que uma série de ootências v 00 ,, (~ \k * . , q . s 

tivo ou mJinü(K p°tencias ^ A=0 M- ~ z Q ) k tem um raio de convergência R posi- 


Diferenciação e Integração de Séries de Potências Os três teoremas a seguir india 

função ./ defimda por uma série de potências é contínua, diferenciável e integrável n< tt 

cu lo cie convergência. 


jr c 
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hnportanU . 


Teorema 6.2.1 Continuidade 


Ima série de potências J^L 0 a k {z - z 0 ) k representa uma função contínua /no interior de seu círculc 
de convergência \z- z [ \ = R. 


Teorema 6.2.2 Diferenciação Termo a Termo 

l ma série de potências YlkLo a k(z ~ z o) k pode ser diferenciada termo a termo no interior de seu cír- 
culo de convergência \z— zj\ — R. 


Diferenciando uma série de potências termo a termo, obtemos 


OG 


7 uu OG j 

- Zo) k = - Z 0 ) h = Y,«-kk(z - 2 0 ) t_1 . 


A;=0 


k~ 0 


A-=I 


Notemos (jue o índice do somatório na, última serie começa em k= 1, pois o termo correspondente a k 
0 o nulo. L fácil provar pelo teste da. razão que a série original c a série após diferenciação 


OG 


OO 


5 ~2 a k(z-z 0 ) k 


E a ^z-zo) k 


k - 1 


k = 0 


k = 1 


têm o mesmo círculo de convergência \z Zq\ = R. Como a derivada de uma série de potências é out: 
série' de potências, a primeira série J^kLo a.k(z — zo) k pode ser diferenciada quantas vezes desejarmos. E: 
outras palavras, um corolário ao Teorema 6.2.2 é que uma série de potências define uma função inf 
tamenle diferenciável no interior de seu círculo de convergência, e cada série resultante da diferencia 
tem o mesmo raio de convergência R que a série de potências original. 

Teorema 6.2.3 Integração Termo a Termo 

Uma série de potências a k( z — z o) k pode ser integrada termo a termo no interior de seu eírcú. 
de convergência \z z 0 j = 7?. para todo contorno C totalmente posicionado no interior do círculo 
convergência. 


O teorema afirma que 


OG 


/ ak ( Z ~ dz = ak I ( z - Z o) k d< 

C k = 0 


k—0 


’C 


sempre que ( estiver no interior de \z z^ — R. Integração indefinida também pode ser efetuada ter: 
a termo: 


oo 

a k{z~ 

k = 0 

30 r 

zo) k dz = ^ ak / (z - z 0 ) k dz 
k—0 d 


a k /, . ,*+l 

-2^ k + Ç z 

k = 0 


O teste da razão dado no Teorema 6.1.4 pode ser usado para provar que as duas séries 

Y.auiz-zof e fl - Zo ) k+1 


k= 0 A-=0 

têm o mesmo círculo de convergência \z— z^\ — R. 
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uC Faylor Suponhamos que uma série de potências represente uma função f no interi. .r 
\z - z n \ = R , ou seja, 

oo 

f ( z ) = ük ( z ~ ZQ ) k = a o + a i ( z - z o) + a 2 (z - z 0 y 2 + a 3 (z - 2 0 ) :i . 


1 


k =0 


Segundo o Teorema 6.2.2, as derivadas de f são as séries 

oo 

$ — y " a kh( z — Z(j) k 1 = m + 2 an(z — zq) + 303(2: — z o) 2 + • • • , 


k=í 

oc 


f"( z ) = akk ( k ~ 1 )( z ~ z o) k 2 = 2 • 1«2 + 3 • 20,3(2 - 2o) + 


k=2 

oc 


/'"(*) = a k k(k - 1) (k - 2) (z - z u f - 3 = 3 • 2 • la 3 + ■ ■ ■ , 


k = 3 


(2) 


(3) 


(4) 


e assim por diante. Como a série de potências (1) representa uma função diferenciável / no interior de seu 
circulo de convergência \z - z l) \ = R, sendo R, um número positivo ou infinito, concluímos que uma série 
de potências representa uma função analítica no interior de seu círculo de convergência. 

Existe uma relação entre os coeficientes a k em (1) e as derivadas de f O cálculo de (1) (2) (3) e (4j 
em 2 = Zq fornece ' w ’ w w 

f( z 0) = «o, f\ z 0) = l!oi, f"(z Q ) = 2 \a 2 , e f'"(z 0 ) = 3 \a 3 , 
respectivamente. Ern geral, n\a„ , ou 

" / (n) (^o) 


«n = 


n! 


n > 0. 


(5) 


Quando n - 0 em (5), interpretamos a derivada de ordem zero como fiz.,) e 0! = 1 de modo eme a fór- 
mula fornece a t) = f[zf). Substituindo (5) em (1), obtemos 1 




A— U 


k\ 


( 6 ) 


Esta série é denominada série de Taylor para /. centrada orn z,,. Uma série de Taylor com centro z,, = 0, 

°° f ik) ( 0) „ 


/W = E 


k=0 


k\ 


(7) 


c referida como série de Maclairrin. 

_ Acabamos de ver que uma série de potências com raio de convergência R não nulo representa uma fun- 
ção analítica. Contudo, cabe a pergunta: 


Pergunta 

Se nos for dada uma Junção f que é analítica em algum domínio D. podemos representá-la por uma 
série de potências da forma (6) ou (7)? 


Como uma serie de potências converge em um domínio circular e, em geral, um domínio I) não é circular, 
a pergunta se torna: podemos expandir /em uma ou mais séries de potências que sejam válidas isto é 
séries de potências que convirjam em zeo número a que as séries convergem seja ftz) - em domínios cir- 
culares que estejam todos contidos em D? Esta pergunta é respondida na asserção do próximo teorema. 
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Teorema 6.2.4 Teorema de Taylor 

Seja / uma função analítica em um domínio D e seja Zq um ponto em D. Então, / tem a seguinte re- 
presentação em série 


/« = E - *ô) fc 


fc =0 


kl 



válida para o maior círculo C com centro em 


z y) e raio i? que esteja totalmente contido em D. 



Prova Seja 2 um ponto fixo no interior do círculo C e seja 5 a. variável de integração. : 
círculo Cê descrito por |s z [) | = R (Figura 6.2.1). Inicialmente, usemos a fórmula inte- 
gral de Cauchy para calcular o valor de / em 2 : 


/(*) = 


1 


2?ri 


m -ds = 1 


/(•■ 0 


'c 


z 2iri J c (5 — 2 o) — (z — 2 q) 


di 


1 1 m 


1 


D 


Figura 6.2.1 Contorno para a 
prova do Teorema 6.2.4 


2ni JC ( s — z o) I i _ £ £2 

S - Zq 


ds. 


Substituindo 2 por (2 z i ,)/(s - zj) em (8) da Seção 6.1, obtemos 

1 . Z - 2p ^ / 2 - 2p \ 2 (z-Zo\ n ~ l . (Z -Zq) 


1 


z - Zo 


1 + 


n 


s - ZQ \S — Zq J 


+ 


S — Zq 


(s ~ z)(s- Zq)' 1 - 1 ' 


S — Zq 

do modo que (9) passa a 

m 


2iri 

+ í 


I 'M 

ds + Z ~ Z0 

0 

Nt 

1 

to 

Ü 

2ttí 

2 - ÍO) 2 

( /(s) , 

27T7 J 

c ( s “ *o) 3 


f(s) 


+ 


(z - ZqY 


ds d h 


ds 

( 2 -.-o)"- 1 


/(«) 


2tT?: J C (S - 2 0 )" 


ds 


f(s) 


■ds. 


2rri Jc i s — z )( s — z o) 7 
Usando a fórmula integral de Cauchy para derivadas, (6) da Seção 5.5, podemos reescrever (10) com 


onde 


0 ), . rco) 

J\ z )— J{ z 0 ) d 77 — — ^ 0 ) H 

(Z ~ Zq) 


1! 


(z _ Zn)2 + ...+ /(B " 1)(za) - ~ — 


Rn(z) = 


/(s) 


2 tt?. Jc (s - z){s - z 0 ) n 


(n-l)\ 


ds. 


(z — Zo) n +Rn(z), 


A equação (11) é conhecida como fórmula de Taylor com resto R n . Agora, desejamos mostrar que R 
0 quando n — > 00 . Isto pode ser feito mostrando que \R :i {z)\ — * 0 quando n — > 00 . Como /é analític 
D. o Teorema 5.5.8 nos diz que 1 /( 2 ) | tem um valor máximo M 110 contorno C. Além disso, como 2 es* 
interior de C, \z z^\ < R. e, consequentemente, 

|s - z| = |s - Zq - (z - 2 0 ) | > |s - 2 q| ~ \z ~ Zq\ = R - d, 
onde d — \z - z [) \ c a distância de 2 a Zq. A desigualdade ML fornece 


I = 


(* - 2 o) n 


/w 


2717 Jc {* - z){s ~ Zq) 


n 


ds 


< 


d n 


M 


2 tt ( R-d)R r 


271 R = 


MR ( d \ 11 


R- d \ R 
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Como d < /?, {d/R) n -> ü quando n -> oo, concluímos que \R a (z)\ — > 0 quando n -> oo. Portanto, a - 
infinita 

/(2b) + ^-rr^( z ~ 2 o) + - ( 2 - 2 o) 2 + 


1! 


2! 


converge a f(z). Em outras palavras, o resultado em (8) é válido para qualquer ponto z no inteiioi de .. 

□ 

Podemos determinar o raio de convergência de uma serie de Taylor exatamente da mesma forma ilus- 
trada nos Exemplos 5 7 da seção anterior. No entanto, podemos simplificar as coisas ainda mais se no- 
tarmos que o raio de convergência Réa distância do centro da série z l) à singularidade isolada de f{z) 
mais próxima. Singularidade isolada, cujo conceito detalharemos na próxima seção, é um ponto em que 
/deixa de ser analítica, mas fé analítica em todos os outros pontos cm alguma vizinhança desse ponto. 
Por exemplo, 2 = 5 i é uma singularidade isolada de f(z) = l/(z 5t). Se a (unção J for inteira, o mio de 
convergência de uma série de Taylor centrada em qualquer ponto z 0 é necessariamente R = 00 . Usando 
sV e este taco, Qocéemos criâer cçanx <n>- ^ ^ -M wX-uvò» .*>/> váhÓAs 

\ - ;. ou seja, para \z\ < 00 . 


Algumas Importantes Séries de Maclaurin 


sen 


COS 


A 4 - 1 — t . . 

11 21 

.3 Is? 

-Th 

6=o0 

~264-l 

(12) 

— 

3! õ! 

2 r 4 

4-0 (2fc -t.X)l 

6=0 

^ *2 k 

(13) 

gr >— 

21 + 4! ' 

-zmm 

6= 0 

(14) 


AEMPLO 1 Raio de Convergência 

Suponhamos que a função f(z) = ^ ^ seja expandida em uma série de Taylor com centro Zq = 4 

2 1 . Qual é o raio de convergência Rd 

Solução Observemos que a função e analítica em todo ponto, exceto em 4 1 ~t- i, que é uma sin^ulaii 

dade isolada de /. A distância de z = -1 + i a 2 ^ = 4 - 2i ê 

|z - Zol = V(-l - 4)2 + (1 - (- 2))2 = V34. 

Este último número é o raio de convergência R da série de Taylor centrada em 4 - 2 i. 


□ 


Se duas séries de potências com centro q, 




'X, 


T. A - ^ 


e 


- $ 


: cm geral, a 
lll;l em (Si é 
a corno 
10 recurso. *► 


6=0 6= 0 

representarem a mesma função / c tiverem o mesmo raio de convergência R não nulo, então 

ak = b k = í— Tül, fc = 0, 1. 2 — 

Kl 

Dizendo de outra maneira, a expansão de uma função em série de potências com centro z i) é única. 
Na prática, isso significa que uma expansão de uma função analítica em série de potências centrada 
em Zq, independentemente do método usado para obtê-la, é a expansão em série de Taylor da função. 
Por exemplo, podemos obter (14) diferenciando (13) termo a termo. A série de Maclaurin para e 
pode ser obtida substituindo o símbolo 2 em (12) por zr. 
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— em série dc Maclaurin. 


EXEMPLO 2 Série de Maclaurin 

Determinemos a expansão de f{z) = — — v2 

[i — z ) 

Solução Poderíamos iniciar usando (8) para calcular os coeficientes. Contudo, recordemos de (6) da Seç< 
6.1, que. para \z\ < 1, 


1 =1+x + z 2 +2 3 + 


1-Z 


(!■' 


Sc diferenciarmos os dois lados deste último resultado em relação a z, temos 

CJ_= * 1 + ± z + ± z 2 + ±z 3 + --- 
dzl — z dz dz dz az 


ou 


oo 

- — M = 0 + l + 2z + 3z 2 + ■■■ = y'kz k - > . 

(l-^) 2 ti 


I 1 * 
V 


Como estamos usando o Teorema 6.2.2, o raio de convergência da última serie de potências é igual ao 


série original: R — 1. 


Muitas vezes, resultados como (16) podem ser úteis para obter outros. Por exemplo, se quiseiin ' 


expansão de f(z) = 


(1 - *) 2 


em série de Maclaurin, basta que multipliquemos (16) por E: 


oo 


(1-z) 


- = z 3 + 2z 4 + 3z' 5 4 'RkzZ 3 - 


k= 1 


ü raio de convergência da última série ainda é R — 1. 


EXEMPLO 3 Série de Taylor 

Calculemos a expansão dc J{z) — 


1 


1 - z 


em uma série de Taylor com centro em z li — 21. 


Solução Mais uma vez usaremos a série geométrica (5). Somando e subtraindo 2 i ao denominaa 
1/(1 - z), podemos escrever 


1 


1 


1 


1 


1-z l-z + 2i-2i 1-2 i-(z- 2 i) 1-2 i x _ 


z — 2i ' 
1 - 2 i 


z — 2 i 

Agora usamos (15) e substituímos o símbolo z pela expressão ^ j — para escrever - 
série 1 de potências* 


z — 2 i 
1 - 2 i 


- com 


1 


1 


1-z 1-2 i 


z-2% 

1 + - 7Z~. T 


1-2 i Al- 2 i 




1 - 2 i 


ou 


1 


1 + M , (* - 2 i ) + „ - 2 i ) 2 + (1 / 2i) 4 6 - 2 *) 3 + • • 


1-z 1-2 i ' (1-2 i) 2V ~ (1 — 2if 

Como a. distância entre o centro — 2 i c a singularidade isolada mais próxima z= 1 é \/5, concl 
que o círculo de convergência para (17) é \z 2i\ = y/E. Isso pode ser comprovado pelo teste da ra_ 

seção anterior. 


Em (15) c (17) representamos a mesma função j[z) = 1/(1 z) por duas séries de potências di * 
A primeira série (15) tem centro ^ = 0 e raio dc convergência R : = 1. A segunda série (17) teir. 
- — 2 i e raio de convergência R. = a/5- Cs dois círculos dc convergência são ilustiados na Figui 
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2 As series (15) e (17) 
na região cinza-escuro 


O nnori,,, «la interseção dos dois círculos, mostrada cm cinza-escuro, é a região em c k 
amêag as senos convergem; em outras palavras, em um dado ponto ** nesta remS,/ 
duas senes convergem ao mesmo valor /(z*) = \/(\ p orH i . 

pelo menos uma das duas séries diverge * h ,egM ° 


Observações 


Comparação com Análise Real 

tafiuitMn«m^ >n |T ,Uen ” a < [ 0 ? eorcma 5 - 5 ' 3 ’ sabemos que uma função analítica fé 
mlamuite diferenciavel. Como uma consequência do Teorema 6.2.4 sabemos 

que uma função analítica / sempre pode ser expandida em uma série de potências 

com mn raio de convergência R não nulo. Na análise real uma função /pode ser 

mfmitamente diferenciavel, mas pode ser impossível representá-la por uma série 

de potências (Problema 51 do Conjunto de Exercício 6 2 ). 

(«I Vale notar que os resultados em (6), (7). (12). (13) e (14) são idênticos em forma 

aos respectivos análogos do cálculo elementar. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS J 

ly , 6-2 1 Ve}a Soluçoes ,u Problemas Selecionado . c I , Or.U m ( mp ar ao final da Um,. i 

de convergência R de cada sérit' 1 '^ CO “ hcudob pa ™ uxpnndlr * fun « âo dada em uma série de Maclaurin. Dé o raio 


1. 

f(z) 

Z, 

1 + z 

2. 

f(z) = 

1 

4-22 

3. 

m 

1 

(1+22) 2 

4. 

f(z) = 

Zr 

Í1 — Z 

5. 

m 

— 2? 

= e 

6. 

f(z) = 

,2 

zc 

7. 

/(*) 

= serili 2 

8. 

!{z) = 

cosh 2 

9. 

f(z) 

= cos- 
2 

10. 

f{z) = 

sen 3 z 

11. 

f{z) 

— sen z 2 

12. 

/(*) = 

COS 2 2 


- prnmlt ^ic^ 1 [!Ctô« Para " e expauda » funç “ dada ««* — -o de Taylor centrada 

13- f{z) = eq í0 = 3i 14. /(*) = ( z _ i) e -3- i Zo = ! 

convergência 1? de’ “ fUDÇa ° d “' la S6lie do ' raylor centrada P»nto % indicado. Dé o raio de 

,, v 1 


17- f(z) = 7 

19- f(z) 


3 


zo = 1 

16. 

/(*) = 

1 

, Zo — 1 + i, 

2 

, zq - 2 i 

18. 

/(*) = 

1 

z 

i , , z u — 

1 + 2 

1 

,20 — 1 
z 

20. 

/(*) = 

1 + z 

• 20 — í 

1 — z 

II 

22. 

f(z) = 

sen zo = 7 r/ 


a.^ r dadT S 23 ° 24, " (7) Para determinar 08 tr6s primeirofl »ão nulos da série de Maclaurin para a 

23. f(z) = tanz 24. f( z ) = e 1/(1+; d 

Dê o raio de convergên^^ UaiS ^ * detenmna ^ ao da série dc Maclaurin para a função dada. 

i 


25. f(z) = 


26 - -/V) = ~ 2 Z Z 7 o 

z 2 - 2z - 3 


(z ~ i)(z - 2 i) 

dada/* centrada no ponto TdicIlT * <BtPa " SS °’ ° ^ dc Conver S ênda * da ^rie de Taylor da : 
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27. /(*) = P^,z 0 = 2 + 5i 


1 + 


28 . f(z ) — cot z, zo — 


7 TI 


29. Qual é o raio de convergência R da série de Maclaurin no Problema 23? 


30. Qual é o raio de convergência R da serie de Maclaurin no Problema 24? 


l\os Problemas 31 c 32, expanda a função dada em uma série de Taylor centrada em cada um dos pontos indicaci 
Dê o raio de convergência R. de cada série. Faça uma ilustração da região em que as duas séries convergem. 


31 * f( z ) __ s z o — lj 2 o — i 32 . J ( z ) — — , zo — 1 + i, zo — 3 

2 “T z ~ 


Nos Problemas 33 e 34. use resultados desta seção para determinar a soma da série de potências dada. 


kk 


33. £ Tz 

fc= o 


°o z 2 


34 ' 

fc=0 K - 


35. Determine a série de Maclaurin (14) diferenciando a série de Maclaurin (13). 


2 


36. A função erro erf( z) é definida pela integral erf(z) = — / e dt . Determine uma série de Maclaurin para er 
integrando a série de Maclaurin para e r . J o 


Nos Problemas 37 e 38, aproxime o valor da expressão dada usando o número indicado de termos de uma séri> 

Maclaurin. 


37 . três termos 


33- sen ( ) , dois termos 


10 


Foco em Conceitos 


39. Toda função / tem um domínio de definição. Descreva, em palavras, o domínio da função /definida por urna - 
de potências centrada em z i] . 


40. Se f(z ) = UkZ>í e y{z) = ^kZ K , o produto de Cauchy de /e y é dado por 


f(z)y(z) = ^2 c k z k onde Ck = '22 anbk -”- 

k—0 n=0 

Escreva os primeiros cinco termos da série de potências de f(z)y(z). 

41. Use o Problema 10. (12) desta seção e (6) da Seção 6.1 e determine os primeiros quatro termos não nulos d 
de Maclaurin de &/ ( 1 z). Qual é o raio de convergência R da série? 


42. Use o Problema 40 e (13) e (14) desta seção e determine os primeiros quatro termos não nulos da ser. 
Maclaurin de sen s cos 2 . Você imagina outra maneira de obter esta série? 


43. A função f(z) — sec zé analítica em z=0e, portanto, possui uma representação cm série de Maclaurin. F 
que podemos usar (7). mas existem várias maneiras alternativas de obter os coeficientes da série 


2 3 

sec 2 = «0 + a\Z + <22 2 + a.32 + 


Uma consiste em igualar coeficientes nos dois lados da identidade 1 — (sec 2 )cos 2 ou 


2 4 6 

2 


1 = («0 + (l\Z + < 1 2 Z 2 4 - « 32 ^ 4 ) ( 1 - + 


Determine os quatro primeiros termos não nulos da série dc Maclaurin de /. Qual é o raio de convergênc: 


serie í 


44. (a) Usando a definição sec 2 = 1 /cos 2 e divisão longa, obtenha os três primeiros termos não nulos da 
Maclaurin no Problema 43. 


(b) Usando f(z) = esc 2 = l/sen 2 e divisão longa, obtenha os três primeiros termos não nulos de uma >• 
finita. Esta é uma série de Maclaurin? 


45. Suponha que uma função complexa / seja analítica em um domínio D que contém = 0 c que / satisfaz 
42 + f -{z). Suponha, ainda, que /(0) = 1. 


(a) Calcule /'(0). /"(0). /"'(0), / < 4 >(0) e / < 5 >(0). 

(b) Determine os primeiros seis termos da expansão dc / em série de Maclaurin. 
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46. Determine uma forma para obter os três primeiros termos não nulos da série de Maelaurin para tf z) = tan ; ve 
o Problema 23) com base: 

(a) na identidade tan z = sen z sec z e nos Problemas 42 e 43. 

(b) no Problema 44(a), 

(c) no Problema 45. [Sugestão: f'(z) = sec 2 z = 1 + tan 2 z. ] 

47. Vimos, no Problema 34 do Conjunto de Exercícios 1.3, que a fórmula de de Moivre pode ser usada para obter 
identidades trigonométricas para cos 3 0 e sen 30. Como estas identidades podem ser utilizadas para obter séries 

de Maelaurin para sen 3 zc cos 3 z? [Sugestão: simplifique sua resposta ao Problema 34. Por exemplo, cos 2 0 sen 0 = 
(1 sen 2 0) sen 0.} 

48. (a) Suponha que o valor principal do logaritmo Ln z - log,.|z| -fi /Arg(z) seja expandido em uma série de Taylor 

com centro em Zq — -1 4 i. Explique por que R = 1 é o raio do maior círculo centrado em q, = ■ 1 4 - i no 
interior do qual a função considerada é analítica. 

(b) Mostre que. 110 interior do círculo [z- ( 1 + *)| = 1. a série de Taylor para esta função é 

Ln Z = 5 log e 2 +T *-y4-(_) (s + l-i)*- 


k= 1 


(c) Mostre que o raio de convergência para a série de potências na parte (b) é R = V 2. Explique por que isso 
não contradiz o resultado da parte (a). 

49. (a) Considere a função Ln(l + z). Qual é o raio do maior círculo centrado na origem 110 interior do qual esta 
função é analítica? 

(b) Expanda esta função em uma série de Maelaurin. Qual é o raio de convergência, desta série? 

(c) I se o resultado da parte (b) para determinar uma série de Maelaurin para Ln(l z). 

1 + z\ 


(d) Determine uma série de Maelaurin para Ln 


1 — z 


50. Vimos, no Teorema 3.1.3, que a regra de LTÍÔpital é válida na análise complexa. 

No Problema 33 do Conjunto de Exercícios 3.1. com base na definição de derivada, você foi guiado nos primeiros 
passos de uma prova da seguinte asserção: 

Se as funções f e g forem analíticas em um ponto z^ e se fa) = 0, 

g(z 0 ) = 0, e g'(z 0 ) # 0 , então lim = LAriI # 

z^z 0 g(z) g'(z 0 ) 

Agora, prove a asserção substituindo J[z) e g{z) por suas séries de Taylor centradas em z*. 


Projetos 


51. (a) \occ se deparará com a seguinte função real na maioria de antigos livros de cálculo: 


/(*) = 


,-l/x 2 


0 . 


x z/í 0 
x = 0. 


Consulte tais livros de cálculo a respeito desta função e mostre que fé infinitamente diferenciável em todo 

valor de .r. Mostre, ainda, que / mio pode ser representada por uma série de Maelaurin em qualquer valor 
de x ^ 0. 

(b) Investigue se o análogo complexo da função real na parte (a), 

f(z) - 

é infinitamente diferenciável em z — 0. 


e 1/2 “, 2/0 


0 . 


z = 0. 
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6.3 Série de Laurent 

Caso uma função complexa / deixe de ser analítica em um ponto z= este ponto é denominad» 
gularidade ou ponto singular da função. Por exemplo, os números complexos 2 — 2 i e 2 = -li sà>> 
gularidades da função f(z) = 2/ (2 a + 4). pois /é descontínua em cada um desses pontos. R.ecord- 1 
da Seção 4.1, que a função valor principal do logaritmo, Lm 2, c analítica em todos os pontos, e... 
aqueles no corte de ramo. que é o eixo x não positivo; 011 seja, o ponto 2= 0 e todos os número- 
negativos são pontos singulares de Ln z. 

Nesta seção, voltaremos a atenção para um novo tipo de expansão em “série de potências' 
torno de uma singularidade isolada 2,). Este novo tipo de série envolve potências inteiras negr.tr 

não negativas de 2 z^. 


Singularidades Isoladas Suponhamos que z = z [] seja uma singularidade da função compí- 
ponto 2 = z i) é uma singularidade isolada da função / se existir alguma, vizinhança deletada. 
aberto perfurado, 0 < \z— 2;,| < R de z {) cm que / é analítica. Por exemplo, acabamos de \ei 
c z = 2 i são singularidades de /( 2) = 2/(2? + 4). Tanto 2 i como -2 i são singularidades isola 
é analítica em todos os pontos na vizinhança definida por 1 2 2zj < 1, exceto em 2 — 2?’, e cr. 
pontos na vizinhança definida por 1 2 ( 2 i)\ < 1, exceto em 2 = - 2 i. Em outras palavras, 

nas vizinhanças deletadas 0 < |2 2 i\ < 1 e 0 < 1 2 + 2 i\ < 1. O ponto de ramo 2=0, por sua 

uma singularidade isolada de Ln z. pois toda vizinhança de 2 = 0 deve contei pontos no eix<‘ 
Dizemos que um ponto singular 2 = 2 q de uma função J é nao isolado se toda vizinhança de 
pelo menos uma singularidade de / que seja diferente de z [) . Por exemplo, o ponto de ramo „ — 
singularidade não isolada de Ln 2. 

Um Novo Tipo de Série Se 2 = z,, for uma singularidade de uma função /. certamente / 11 
expandida em uma série de potências que tenha Zq como centro. Contudo, cm torno de uma sii_ _ 
isolada z = z 0 ê possível representar f por uma série que envolve potências inteiras negativas 
tivas de 2 - 2 0 ; 011 seja. 


/(•-) 


+ 


a_> 


Q | r 

— - 4 é ao + 01(2 — 2o) T 0,2 ( 2 2 q)* 

(z-2or z 2o 


Como um exemplo muito simples de (1), consideremos a função f(z) = 1/ (2 1). Como podem 

o ponto 2= 1 é uma singularidade isolada de /e, consequentemente, a função não pode ser ex 
uma série de Taylor centrada neste ponto. No entanto, j pode ser expandida em uma série d. 
em (1) que seja válida para todo 2 próximo de 1: 


f{z) f 


° -T H — r + 0 + 0 • (z — 1) + 0 • (z — l) 2 + 

' z — I 

/w JL 


(* - 1) 2 

A representação em série em (2) é válida para 0 < \z 1| < 00. 

Usando a notação de somatório, podemos escrever (1) como a soma de duas séries: 


oc 


f(z) = y a -k( z - z o) k + y a ^ z ~ Zo ^ k ‘ 

k = 1 fc =0 

As duas séries no lado direito de (3) recebem nomes especiais. A parte com potências nege* 
isto é, 

fc= 1 fe= 1 

é denominada parte principal da série (1) c converge para 1 1/ (2 2 U )| r* ou. de modo eq 

12-2,,! > l/r* = r. A parte que consiste em potências não negativas de 2 z [) , 


a-k 

{z - z Q ) k 


y U/c(2 — 2()) À , 


/.-() 
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c denominada pai - te analítica da série (1) o converge para \z - 2 j,| < R. Portanto, a soma dc (4) e * 
verge quando 2 satisfaz as duas desigualdades | z— z {) \ > r e\z - Zq\ < R: ou seja, quando 2 é um poir 
domínio anelar definido por r <jz ZfJ < R. 

Efetuando a soma nos inteiros negativos c não negativos, (I) pode ser escrita de forma compaco- 
coirio 


fiz) = 


t 


■ 


k~ 


A parte principal da série (2) tem exatamente um termo não nulo, enquanto todos os termos da parte 
analítica da série (2) são nulos. O próximo exemplo ilustra uma série da forma (1) onde a parte principal 
da série também consiste em um número Imito de termos não nulos, e a parte analítica em um número 
infinito de termos não nulos. 


EXEMPLí Série da Forma Dada em (1) 

A lunçao ./ (-) = ~p~ não é analítica na singularidade isolada z = 0 e, portanto, não pode ser expandida 

cm uma serie de Maclaurin. No entanto, sen zé uma função inteira e. de (13) da Seção 6.2, sabemos que 
sua série de Maclaurin. 


senz = 2 + 


3! 


2 7 2 9 

7Í + 9! 


converge para \z\ < oc. Dividindo esta série de potências por z\ obtemos a série para /, com potências 
negativas e positivas de 2 : 


parte 

principal 


parte 

analítica 


/« = 


sen 2 



( 6 ) 


A parte analítica da série em (6) converge para \z\ < 00 . (Comprove.) A parte principal é válida para 
kl > 0- Por conseguinte, (6) converge para todo 2 , exceto 2 = 0: ou seja, a representação em série é válida 
0 < ^ < 00 . □ 


A representação em série de uma função / que tem a forma em (1), da qual (2) e (6) são exemplos, é de- 
nominada série de Laurent ou expansão de Laurent de / em tomo de 2 b na região anelar r \z z <l | ■ R. 


Teorema 6.3.1 Teorema de Laurent 


Seja / uma função analítica no domínio anelar D definido por r < \z z t) \ < R. Então. / tem a repre- 
sentação em série 

C30 

f{z)= a k { z ~Zo) k (7) 

k——oc 


válida para r < 


•Mil 


< R. Os coeficientes % são dados por 


1 


dk = 


f(s) 


2niJ c (.s - 20 )^+ 


— Y d.s, k = 0. ±1, ±2, ... 


[*) 


onde C é uma curva fechada simples totalmente posicionada em D c que tem em seu interior (Fi- 
gura 6.3.1). 


Prova Sejam C l e C 2 círculos concêntricos, com centro z^ e raios r, e R.,. respectivamente, onde 1 


r, 


R 2 • R ■ Seja 2 um ponto fixo em D que também satisfaz a desigualdade 
Introduzindo um corte entre C, e C 2 . a fórmula integral de Cauchy fornece 


•y 

^1 


< R 2 (Figura 6.3.2 
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V 


/ 


D 


Figura 6.3.1 Contorno para 
o Teorema 6.3.1 






2 °« 

C, 

\ 

Y 

\ 



/ / 



Figura 6.3.2 C, e C, C 

círculos concêntricos 


/(z) = 


/(«) 


27r */c. s- 


ds-Li m ds . 

2tti J c s — z 


Como na prova do Teorema 6.2.4. podemos escrever 


OQ 


/ fW_ ds _ afc(z - z 0 ) A ', 

s — z ^ 
k = 0 


onde 


2 ™/c 2 

1 / 


«A.- = Ti 


/w 


2tt?: Jc 2 {s - zo) k+ 

Podemos, então, proceder de modo similar a (9) da Seção 6.2: 

1 { M ds 1 l /(•) 


— Y ds, A; = 0, 1,2, . 


2717. 




.s — 


2 TtiJCx ( Z ~ Z o) ~ (s ~ Zq) 

1 1 f ( s ) 


ds 


27TÍ 


* ./ Ci " ! i 


5 — Zq 
z-z 0 


ds 


27 TÍJ Cl Z-Zo 


/(*) i 1 + izi o + /^o 


z - z 0 


S-Zp 
Z — Zq 


n — 1 


+ 


(5 - z 0 ) n 


(z-.s^z-zo)»- 1 


dê 


U 


fel (* - 


onde 


1 


i?nW = 


2 ^/ Cl (s-J3b) _fc+1 

1 / /«(*-*)" 


2 tt«(z - zo) n J Cl 


ds, A; — 1, 2, 3, ... , 
ds. 


— s 


Agora, seja d a distância de z a 3,, isto é, |z Zj,| = d, e seja Ai o valor máximo de 
(7|. Usando |.s- ^,| = r, e a desigualdade (10) da Seção 1.2. temos 

|z - s\ = \z - Zq - (s - Zq)\ > |z - Zq| - |.s - z 0 | = d - n . 


z no co:.* 


A desigualdade A/C fornece 


1 


f{s)(s - z 0 ) n 


2iri(z - zq) h Jc 
Mri ( ri\ n 


ds 


s 


< 


fr>n 


2 tt d n d — r 1 


2 tt r 



Como r, -0 d. [rj d)” 
mos que 


d — r 1 V d 

0 quando n —*■ 00 , de modo que j/?„(z)j — > 0 quando n 


00 . Com isso. 1 : 


1 / /(«) 


oc 


J V s i j _ \ ^ “-fc 

ari/c, 3-z J,- Êí(z-Zd)*’ 
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onde oh coeficientes a k são dados em (13). Combinando (14) e (10). vemos que (9) fornece 


oo 


oc 


k — 1 


fe=l x w/ fc= 0 

Por fim, efetuando a soma nos inteiros negativos e positivos, (15) pode ser reescrita como /( : — 
YlkL-x a fc( 2 ~ z o) k - Além disso, (11) e (12) podem ser escritas como uma única integral: 

/ /w 


a k 


Tc (* - 2o)* +1 


dz , k = 0, dtl, ±2, . . . , 


onde usamos (5) da Seção 5.3 para substituir os contornos (7, e C, por um contorno fechado simples qual- 
quer C em D com em seu interior. □ 



nrumcnle 






líDCS 


-■ M'Oi'u 1. 


No caso em que a k = 0, para k = 1, 2, 3...., a parte principal (4) é zero e a série de Laurent (7) se re- 
duz à série de Taylor. Portanto, uma expansão de Laurent pode ser considerada como uma generalização 
de uma série de Taylor. 

O domínio anelar no Teorema 6.3.1. definido por r - | z z [) \ R. não precisa ter a forma de “anel 1 ' 

ilustrada na Figura 6.3.2. Aqui estão outros possíveis domínios anelares: 

(i) r = 0, R finito, (n) r ^ 0, R — oo , e (m) r = 0, R. = oc. 

No primeiro caso, a série converge no domínio anelar definido por 0 < | z z ií \ < R. Este é o interior do 
círculo \z z [ |[ = /?., exceto o ponto z [) \ em outras palavras, o domínio é um disco perfurado. No segun- 
do caso, o domínio anelar é definido por r < | z e consiste em todos os pontos exteriores ao círculo 
| z— Z(\ = r. No terceiro caso, o domínio é definido por 0 < \z - 2 ,, |. Isso representa todo o plano complexo, 
exceto o ponto z [l . As séries de Laurent em (2) e (6) são válidas neste último tipo de domínio. 

A fórmula integral em (8) para os coeficientes da série de Laurent é raramente usada na práti- 
ca. Em consequência, a determinação da série de Laurent de uma função em um domínio anelar 
especial não é. em geral, uma tarefa simples. Contudo, isso não é tão grave como pode parecer. 
Em muitas situações, podemos obter uma desejada série de Laurent empregando, primeiro, uma 
expansão conhecida em série de potências de uma função (como fizemos no Exemplo 1) ou uma 
manipulação criativa de séries geométricas (como fizemos no Exemplo 2 da Seção 6.2). O próximo exem- 
plo ilustra, mais uma vez, o uso de séries geométricas. 


L'X.LMPí.- 0 2 Quatro Expansões de Laurent 

Expandamos f(z) = — — 

domínios anelares: ~ 







/ 

/ 

1 , 

\ 

\ 

\ 

, i 

\ 0 
\ 

\ 

V. 

/ 

s 




em uma série chi Laurent que seja válida nos seguintes 


* (a) 0 < \z\ < 1 


(b) 


°N 1 / 


-I— X 


(d) 

feri : 3.3 Domínios anelares 

■ ; Tlplo 2 


(b) 1 < \z\ 


(c) 0 < \z — 1| < 1 (d) 1 < \z — 1 


Solução Os quatro domínios anelares especificados são ilustrados na Figura 6.3.3. Os 
pontos pretos em cada figura representam as duas singularidades isoladas de /. z = 0 e 
z—\. Nas partes (a) e (b), desejamos expandir /em uma série que envolva apenas po- 
tências inteiras negativas c não negativas de z\ nas partes (e) e (d), desejamos expandir 
fem uma série que envolva potências inteiras negativas e não negativas de z 1. 


(a) Escrevendo 


/(*) = -1 1 


i 


podemos usar (6) da Seção 6.1 para escrever 1/(1 z) como uma série: 
f{z ) = — [l 4- z + z 2 T z'^ + •••]. 

y L 


A série infinita entre colchetes converge para \z\ 1; mas depois que essa expressão é multiplicada 

por 1 /z, a série resultante 
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converge para 0 < \z\ 1. 

(b) Para obter uma série com convirja j)ara 1 \z\. primeiro construímos uma série que convirja : 

1/ z\ < 1. Para isso, escrevemos a função / dada como 

, 1 1 
H z ) = ~õ ~ 


i-I 


e. mais uma vez, usamos (6) da Seção (i.l, com z substituído por 1 j z\ 


m = 4 


n 1 1 1 

1 + P + 72 + 73 + - 


A série entre colchetes converge para \l/z\ < 1 ou. o que é equivalente. 1 < \z\. Por conseguiu*- 
procurada série de Laurent é 

r / \ 1 1 1 1 

f( Z )~ J2+73+P4+75+-'- 

(c) Este é basicamente o mesmo problema da parte (a), exceto que. agora, desejamos usar todas a- 
têneias de z - 1. Para isso. adicionamos e subtraímos 1 do denominador e usamos (7) da Seçã< 
com z substituído por z - 1: 

f(z) = 

(1 — 14 - z)(z — 1 ) 

1 1 

- z-1 l + (z-l) 

— 777T [l ~ ( z ~ 1) + (^ - l) 2 - (2 - l) 3 -4 ] 


= 77TI-1 + (^-1)-(--1) 2 + ••• 

A exigência 2 ^ 1 é equivalente a 0 <1 \z 1|; com isso, a série geométrica entre colchetes coi. 
para \z 1 1 < 1 . Consequentemente, a última série converge para 2 . que satisfaz 0 < \z- 1| e 
■ 1 , ou seja, ü \z- 1\ ■ 1 . 

(d) Procedendo da mesma forma que 11 a parte (b), escrevemos 

fí )- 1 1 - 1 1 

} 2-1 1 + (2- 1 ) (2 ~ D 2 j 1 


1 


1 


1 


+ 


1 


2 — 1 

1 


(2 — l ) 2 [ 2 — 1 ( 2 — l ) 2 ( 2 — l ) 3 

1111 

+ 


2 + 


+ 


( 2 - 1) 2 ( 2 - 1) 3 (z-iy [z-if 

Como a série entre colchetes converge para |l/( 2 - 1) | < 1, a série final converge para 1 


2 


Expansões de Laurent 


Expandamos f(z) — 
(b) 0 | z 3| < 2. 



3 ) 


em uma série de Laurent que seja válida para (a) 0 


2 


Solução 

(a) Como nas partes (c) e (d) do Exemplo 2, desejamos apenas potências de 2 1. de modo que : 

mos expressar 2 3 em termos de 2 1. Isso pode ser feito escrevendo 


SlVicS RcMijlK ' 
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m = 


(z-1)2( 2 -3) (z — 1)- —2 + ( 2 — 1) 2(z — l) 2 x _ 


c, a seguir, usando (6) da Seção 6.1. com z substituído por (z l)/2. 


m = - t 


i 


2(2-l) 2 |_ 2 


1 + 


1 ( z-1 ) 2 (z- l) 3 

- + V J ^ ' + 


22 


23 


1 1 1 1 , n 

2(z -l) 2 4(2-1) 8 16 ~ 

(b) Para obter potências de 2 3, escrevemos z 1 = 2 + (z - 3) e 

Agora, fatoramos 
2 dosta expressão 

. A 


/(*) = 


1 


1 


(*-!)*(* -3) 2-3 


[2 + (2-3)] 


-2 


(16) 


4(2-3) [ 


1 + 


2-3 


-i -2 


Neste ponto, podemos obter uma série de potências para 
nomial.* 


1 + 


o-l -2 

2 — 3 


2 


fazendo uso da expansão bi- 


/w = 


i 


4(2 3) 


1 + t*> (^L 3 ) + (~ 2 )^ 3 ) ( Z ~ 3 ) 2 + (~2)(-3)(-4) ( z -‘ 3 Y + 


1! 


2 


2! 


2 


3! 


2 


A série binomial entre colchetes é válida para \(z 3)/2| 1 ou \z 3| 2. A multiplicação dessa 

série por -77 — fornece uma série de Laurent que é válida para 0 <\z 3| 2: 


4(2-3) 


^ = 4^-i + ld*- 3) -^- 3 > 2+ 


□ 


Uma Expansão de Laurent 

g. _l_ 1 

Expandamos f(z) = — — em série de Laurent que seja válida para 0 I2I 1. 

2(1-2) 

Solução Usando frações parciais, podemos reescrever / como 


82 + I 1 9 

f(z) = = - + 


■.(l-z) 


1 - 


A seguir, usamos (6) da Seção 6.1 e obtemos 

9 


1 - 


= 9 + 92 + 92 2 + 


Esta série geométrica converge para \z\ 1; mas depois que adicionamos o termos I/2 a esta série, a re- 

sultante série de Laurent 


f (2) — — |- 9 ~r 92 -f- 92' 


é válida para 0 < 1 2| < 1 


□ 


, , . . . . . . . _ rt'(a' — 1) o aía: — l)(a — 2) ,, , , 

Para a real. a serio binomial (l-|-z) a = 1 + ctz-j — z H — -(-... é válida para 


250 


Capítulo Seis 


Nos exemplos anteriores, o ponto no centro do domínio anelar de validade de cada série de Lanrent - 
uma singularidade isolada da função /. Um reexame do Teorema 6.3.1 mostra que isso não é nccessár: 


í / 

i 

t 


\ - 


\ 

\ \ 

\ v 
\ 

\ 

\ 


1\ 2 i 


Figura 6.3.4 Domínio anelar 
para o Exemplo 3 


Seja. 


L ’ LO 5 Uma Expansão de Lanrent 

Expandamos f(z) = em uma série de Lanrent que seja válida para 1 < \ z - 2 

Solução O domínio anelar especificado é ilustrado na Figura 6.3.4. O centro desse dom 
= * 2 ,éo ponto de analiticidadc da função f Agora, nosso objetivo é determinar duas sé: 
que envolvam potências inteiras de z 2, sendo que uma deve convergir para 1 < \z - _ 

a. outra para \z 2| < 2. Para isso. procedamos como no último exemplo e decomponha:, 
/em frações parciais: 

f( Z ) = ~~ + = fl( z ) + /2W- 

/i(U = -- = 


2 + z — 2 


1 

2 


1 4- 


z-2 

9 


1 

2 


-2 (z-2) 2 (z- 2) 


1 p + 9 2 

“ /Li 


2 :i 


- + 


= -- + 


1 z-2 (z-2) 2 (z- 2) 3 


2 2 2 


+ 


2 3 ' 2 4 

Esta série converge para \(z 2)/2| < 1 ou \z 2\ < 2. Seja, agora, 

1111 


h(z) = 


1 l + z — 2 z — 2 1 1 

i T* 


1 


- 2 
1 


1 


+ 


*-2 

1 


1 


*“2 ( z ~ 2) 2 (z - 2) 3 
1 + 1 


+ 


-2 (z-2)2 (z — 2) 3 (z-2) 4 


+ 


Esta série converge para \ l/(z 2) | < 1 ou 1 < 
mos 


2|. Substituindo esses dois resultados em (17 


. i 'fM 


M 


i i 

+ 


i i 


l , z-2 (z-2) 2 (z-2) 

(z-2) 4 ' (z-2)' 0 (z-2) 2 ^ z-2 2 2 2 2? + — 2^ 


Esta representação é válida para 2 que satisfaça \z- 21 < 2 e 1 < 

< 2 . 


2|; em outras palavras, 1 


EXEMPLO 6 Uma Expansão de Laurent 

Expandamos f(z) = e: y em uma série de Laurent que seja válida para 0 < \z\ < oc. 
Solução De (12) da Seção 6.2. sabemos que, para todo 2 finito, 011 seja, para \z\ < oc. 

2 2 r 3 

Z i ^ 

6 = 1+ * + 2! + 3Í + "' 
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Para obter a série de Laurent para/, basta substituir 2 em (18) por 3 /z, z^ 0. 

31- 1 3 3 2 3 3 

e á/z = H 1 4 1 

* 2lz 2 3 \z s 

A série (19) é válida para z ^ 0, ou seja, para 0 < \z\ 00 . 


19 

□ 


Observações 


■ 

(/) Para concluir, ressaltamos um resultado que será de especial interesse nas Seções 6.5 e 6.6. Na 
fórmula (8) para os coeficientes da série de Laurent, substituindo a variável complexa s pelo 

símbolo usual z, vemos que, para k— - 1 , a 1 = - — : <p f(z)dz . ou, o que é mais importante. 


.) c 


Tc 

f(z) dz — 2 ttí a_i . 


( 20 ) 


(it) Independentemente de como uma expansão de Laurent para uma função fé obtida em um do- 
mínio anelar, esta e a série de Laurent; ou seja, a série obtida é única. 


DE EXERCÍCIOS 6.3 (Veja Soluções dt Problemas Selecionados dt Ordem ímpar ao final do livro.) 
Nos Problemas 1 6. expanda a função dada ern uma série de Laurent que seja válida no domínio anelar especificado. 


5- f(z) = 


COS z n 

.°< w 

2. 

f-‘ / ' 2 ,o<| 2 | 

4. 

C z 


z _ i» 0< k M 

6 . 


z — sen 2 


2 5 


, 0< 


4 . f(z) = í-_í , 0 < |*| 


1 


1 


Nos Problemas 7 12, expanda f(z) — 
cado. - 3 ) 


— em uma série de Laurent que seja válida no domínio anelar especifi- 


7. ü < \z\ < 3 
9 . 0 < \z - 3 | < 3 
11. 1 < \z-4\ <4 

Nos Problemas 13-16. expanda f(z) = 
especificado. 

13. 1 < \z\ < 2 

15. 0 < \z - 1| < 1 


8. |*| >3 
10 . \z - 3 | > 3 

12. 1 < \z + 1| < 4 
1 


{z- l){z- 2) 


em uma série de Laurent que seja válida 110 domínio anelar 


14 . |*| > 2 

16 . 0 < \z-2\ < 1 


Nos Problemas 17 20, expanda f(z) = 


especificado. 

17. 0 < |*+ 1| < 3 
19. 1 < |z| < 2 


(z+ l)(z - 2) 
18 . U+ II > 3 


em uma série de Laurent que seja válida no domínio anelar 


20 . 0 < U - 2 | < 3 

Nos Problemas 21 e 22, expanda f(z) = — — — em uma série de Laurent que seja válida no domínio anelar es- 

pecificado. ^( ] “ -) 


21. 0 < UI < 1 
Nos Problemas 23 e 24, expanda f(z) = 


22. UI > 1 

1 


especificado. 

23 . 0 < U - 2| < 1 


(z-2)(z-l)3 

24 . 0 < U — II < I 


3 em uma série de Laurent que seja válida no domínio anelar 


7" — 3 

Nos Problemas 25 e 26, expanda f(z) = — — em uma série de Laurent que seja válida no domínio anelar espe- 


cificado. 

25 . 0 < UI < 1 


z(z-l) 


or* n ^ I 1 1 r n _ 7 z — 3 1 (z — 1 ) — f— 4 - 
-6. 0 < U — 1 < 1 [Suíjestno: = — — - — — j 

z 1 + (z - 1) 
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Nos Problemas 27 e 28. expanda f(z) = 
pecificado. 


r - 2z + 2 


z — 2 


em uma série de Laurent que seja válida no domínio anel • 


27. 1 < \z-l\ 


28. 0 < \z - 21 


~ 2 2 4 


3 2 a 


\os Problemas 29 e 30, use cos 2 — 1 — + ^7 > senz = 2 — — -f — e divisão longa para determinar < - 


3! 


primeiros termos não nulos de uma série de Laurent da função dada que seja válida para 0 
29. f(z) =■ esc 2 30. f(z) = cot z 


Foco em Conceitos 


1 


31. A função f(z) = 

r - \z + 21 ■ R. Determine os valores de r e R 


(2 + 2){y —4i) b oasu ' uina s ^ r * e Laurent A z ) — H a k(z + 2) fc , válida no domínio 


-2 z 


32. Considere a função f(z) = ' . Use (7) para determinar a parte principal de uma expansão de /em s< 


(2 + l) 2 

Laurent em torno de q, = 1 que seja válida no domínio anelar 0 < 1 2 + 1 00 . 


33. Considere a função f(z) = 


— . Determine uma expansão de / cm série de Laurent em torno de q, - 
seja válida no domínio anelar 0 \z 5 | • oc. 


(2 — 5 ) 3 


34. Considere a função f(z) — 1 '. onde a é uma constante real. 

(a) l T se ( 8 ) para mostrar que a expansão de / em série de Laurent em torno de q, = 0 é 

e («/a)C--i/.) = £ Ma)z k 

onde 


k= — 00 


■Ma) = 


1 


e 


(a/2)(s— l/s) 


27 ri 


JC 




f/,S 


e C é a circunferência unitária. 

(b) Parametrize C por s[6) — e' H , -tt < d < 7 r, e mostre que 


1 f n i í 71 

•A-(o') = — j cos (asen(0) - k0) d9 + — J sen(asen(0) - Jfe0) d0. 


(cj Usando as propriedades integrais de funções pares e ímpares, simplifique o resultado da parte (b) e oi - 

r 7T 


1 


Jk(a) = — cos (À~0 — a sen0) d0. 


7T 


/O 


As funções J t (nk) são denominadas fmições de Bessel de primeira espécie e ordem k\ e são soluções . 
equações diferenciais qne oeorrem com frequência em matemática aplicada. 


6.4 Zeros e Polos 


Suponhamos que 2 q, seja uma singularidade isolada de uma função complexa fe que 

OC oc OO 

f( z ) = ak{z — z 0) = Q—k{z — £0) k Qfe(~ ~ ^0)^ 


A:= — oc 


k — 1 


k = 0 


seja a representação de / em série de Laurent. válida para o disco aberto perfurado 0 \z 


Vimos, na seção anterior, que uma série de Laurent (1) consiste em duas partes. A parte da > 
(1) com potências negativas de 2 - q„ 


oc 


oc 


^a_*(2-2 0 ) k = J2l Vt 

tí ~ r °) 

é a parte principal da série. Na discussão a seguir, adotaremos diferentes nomes para a singul : 
isolada z = q„ dependendo do número de termos na parte principal. 
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Classificação de Pontos Singulares Isolados A classificação de ponto singular isolado z = z I 
urna função complexa / depende sc o número de termos da parte principal (2) da correspondente expan- 
são de Laurent (1) é zero, finito ou infinito. 

(i) Se a parte principal for zero, ou seja, sc todos os coeficientes a k . em (2) forem zero, z = z X) é denomi- 
nado singularidade removível. 

( ii ) Se a parte principal contiver um número finito de termos não nulos, z = é denominado polo. Se 
neste caso o último coeficiente não nulo em (2) for a n > 1, dizemos que z = 2j> é um polo de or- 
dem n. Se z = Zq for um polo de ordem 1, a parte principal (2) contém exatamente um termo não 
nulo, com coeficiente a y Um polo de ordem 1 é comumcntc denominado polo simples. 

(Ui) Se a parte principal (2) contiver um número infinito de termos não nulos, z = é denominado sin- 
gularidade essencial. 

A Tabela 6.4.1 resume a forma de uma série de Laurent para uma função /quando z = z 0 é um dos três 
tipos anteriores de singularidade isolada. É claro que, nesta tabela, R pode seu- oo. 


2 = 

Série de Laurent para 0 < \z— zf\ < R 

Singularidade removível 

a 0 + « 1(2 — Zq) -T Ü 2 (z — 2o) 2 + ' • • 

Polo de ordem n 

a —n , a —(n— 1) , , CL—í , , / \ 

( \ n + ( n u _i + ' ’ ' + + ay + ftl (Z Zq) + • • • 

(z - z 0 ) n (z - Zq ) n 1 2-2 0 

Polo simples 

oq + a\(z ^o) + 02(2 2 o) +••• 

2 — 2o 

Singularidade essencial 

CL — 2 CL— 1 / \ / \2 

• • • + 9 + + CLq + ai(2 2 q) + 02 (2 2o) T • * • 

( 2 Zq) Z 2o 


Tabela 6.4.1 Formas de séries de Laurent 


EXEMPLO 1 Singularidade Removível 

Procedendo como no Exemplo 1 da Seção 6.3 e dividindo a série de Maclaurin para sen z por z, de 


„ J1 ~4 

Seil2 1 z | z 

~ 3Í + 5Í 


(3) 


vemos que todos os coeficientes na parte principal da série de Laurent são nulos. Portanto, z — 0 é uma 
singularidade removível da função /( z) = (sen z) j z. □ 


rafo importante, 
mos que seja 
•pol idas vezes. ■! 


Se uma função / tiver uma singularidade no ponto z = Zq. sempre podemos fornecer uma defini- 
ção adequada para o valor de f(zf) de modo que / sc torne analítica cm z = z li . Por exemplo, como 
o lado direito de (3) é 1 quando fixamos z = 0, faz sentido definir /(()) = 1. Com isso, a função 
/( z) = (sen z)/z, dada por (3), passa a ser definida e contínua em todo número complexo 2 . Na verdade, / 
também é analítica em z = 0, pois é representada por uma série de Taylor 1 T/3! + T/5! -... centrada 

em 0 (uma série de Maclaurin). 


EXEMPLO 2 Polos e Singularidade Essencial 

z^ 

(a) Dividindo os termos de senz = z — — H — • • • por T, mostremos que 


sen z 



parte 

principal 
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para 0 \z\ < og. Desta série, vemos que a t ^ 0, de modo que z — 0 ê um polo simples da fui; 

f(z) = (sen z)/zr. De modo similar, vemos que z = 0 é um polo de ordem 3 da função f(z) — (sen 
z ! considerada no Exemplo 1 da Seção 6.3. 

(b) No Exemplo 3 da Seção 6.3, mostramos que a expansão de Laurent de f(z) = l/(z l)' 2 (z 3), vál: 

para 0 < | z- 1| < 2, era 

parte 
principal 

s 

1 1 1 z - 1 

2(z — l) 2 ” 4(z - 1) _ 8 _ "lê ' 

Como a 2 = ^ 0, concluímos que z = 1 é um polo de ordem 2. 

(c) No Exemplo 6 da Seção 6.3, vimos de (19) que a parte principal da expansão de Laurent da fui. 
/(z) = C válida para 0 < |z| < oo, continha um número infinito de termos não nulos. Isso mos- 
que z = 0 é uma singularidade essencial de / 



Zeros Recordemos que um número z l) é um zero de uma função / se /(^) = ü. Dizemos que uma fu: 
analítica / tem um zero de ordem n em z = z [) se 


-o é um zero dc / c do suas primeiras n— 1 derivadas 


/Po) = o. /'Po) = o, /"Po) =0, . . . , .d"- 1 » Po) = 0 , mas /<">Po) í 0. 


Um zero de ordem n também é denominado zero de multiplicidade n. Por exemplo, para /(z) = 
C>) 3 , vemos que f{ 5) = 0, /'( 5) — 0, f"(5) = 0, mas / w (5) = 6 ^ ü. Portanto, / tem um zero de orden 
multiplicidade) 3 cm z l) = 5. Um zero de ordem 1 é denominado zero simples. 

O próximo teorema é uma consequência de (4). 


Teorema 6.4.1 Zero de Ordem n 

Uma função / que seja analítica em algum disco \z z [) \ < R tem um zero de ordem n em z = z - 
somente se / puder ser escrita como 

J\z) = (z~Zo) n (í)(z), : 

onde (f) é analítica em z = z n e 0(3,) ^ 0. 


Prova Parcial Mostraremos apenas a parte “somente se” do teorema. Dado que / é analítica em 3,. r 
sível expandi-la em uma série de Taylor centrada em Zq e que converge para |z — z [) \ < R. Como os 
cientes em uma série de Taylor f(z) = £j*L 0 a fc (z “ z o) k são % = f {k) (z b)AT k = 0, 1, 2,..., segue 
que os primeiros 71 termos na série são nulos, de modo que a expansão deve ter a forma 

f(z) = (Í7t{z - z 0 ) n + a n+ i(z - z 0 ) n t 1 + a n+2 (z - z 0 ) n+2 H 

— (z — z 0 ) n [a n -f a n +i(z — zo) + a n+2 (z — zo)" H ] . 

Identificando a série de potências 

4>(z) = a n + a n +i(z — zo) + a n + 2 (z — zY)~ + • • • 

concluímos que 0 é uma função analítica e que ç>(z [) ) — a n ^ 0. pois, de (4), a n = / ( " ) (^)/n! ^ 0. 


EXEMPLO 3 Ordem de mn Zero 


A função analítica /(z) = z sen f tem um zero em z - 0. Se, em (13) da Seção 6.2, substituirmos 
z 2 , obtemos a expansão de Maclaurin 


senz 2 = z 2 


Z 6 

3! + "5Í 
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Agora, fatorando zr desta série, podemos reescrever / como 

f( z ) = z sen z 2 = z 3 0(z) onde 0(z) = 1 - A- + A 


e 0(0) — 1. Comparado com (5), o resultado em (6) mostra que z— 0 é um zero de ordem 3 de f 


6 1 

□ 


Polos Podemos caracterizar um polo de ordem n de maneira análoga a (5). 


Teorema 6.4.2 Polo de Ordem n 

Uma. função / analítica em um disco perfurado 0 < \z- z^\ < R tem um polo de ordem n em £ 
e somente se puder ser escrita como 


m = 


ó(z) 


1 - 


= 3) SC 


(?) 


onde 0 é analítica em z = Zq e 0(^,) ^ 0. 


Prova Parcial Como na prova de (5), mostraremos apenas a parte “somente se” da asserção anterior 
Como é assumido que j tem um polo de ordem n em z^, é possível expandi-la em uma série de Laurent 


/(*) = 




(1—2 (l-l 

H h T — H h cio + ai (z - zq) + 


(z - z 0 ) n ' (z - z 0 ) 2 r z - z 0 

válida no disco 0 \z Zq | • R. Fatorando 1 /{z- 3,)", (8) confirma que / pode ser escrita na forma 0(0)/ 
(z Zo) n . Agora, identificamos 

(p(z) = a- n -I h a_ 2 (z - zq )"~ 2 + a_i (z - z 0 ) n_1 + a 0 (z - z 0 ) n + cn(z - z 0 ) n+1 H , (9) 

como uma série de potências válida para o disco aberto |z z 0 \ < R. Assumindo que z = z [] é um polo de 

ordem n de /, devemos ter a „ * 0. Se definirmos 0(zo) = a nJ de (9), temos que 0 é uma função analítica 
em todo o disco \z - < R. q 


Lm os, íIg Novo Um zero z = Zq de uma função analítica f é isolado caso exista alguma vizinhança de 
Zf) paia a qual j{z) ^ 0 em todo ponto z nessa vizinhança, exceto z = 3,. Em consequência, se z;, for um 
zeio de uma função analítica não trivial /, então a função l//(z) tem uma singularidade isolada 110 ponto 

Z = Zj). 

O próximo resultado nos permite, em certas circunstâncias, determinar os polos de uma função por 
inspeção. 


Teorema 6.4.3 Polos de Ordem n 

Se as funções g e h forem analíticas em z = 2^, h tiver um zero de ordem n em z — z [) c g(z {) ) 
ção /(z) = g{z)/ h(z) tem um polo de ordem n em z = z l) . 


0, a fun- 


Prova Como a função h tem um zero de ordem n, (5) fornece h(z) = (z- z^)"0(z), onde 0 é analítica em 
z = z l) e 0(Zf,) ^ 0. Portanto. / pode ser escrita como 


/« = 


ff(z)/0(z) 
( z - z 0 ) n ' 


( 10 ) 


Como g e 0 são analíticas em z = 2b e ç/z,,) ^ 0. a função g/cp é analítica em z,,. Além disso, g(z [) ) ^ 0 im- 
plica g{ z,,)/ 0(2,,) ^ 0. Concluímos, do Teorema 6.4.2, que a função f tem um polo de ordem n em z . □ 
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Quando n - 1 em (10), vemos que um zero dc ordem 1 , ou um zero simples, no denominador 
f(z) = g(z)/h(z) corresponde a um polo simples de / 


E X L 1\ I P L 1 ) i Ordens de Polos 
(a) Inspeção da função racional 


/M 


2z + 5 

(z - 1 ){z + 5)(2 - 2 ) 4 


mostra que o denominador tem zeros de ordem 1 em z = 1 c z — 5 . e um zero de ordem 4 em ~ = _ 
Como o numerador não é zero em qualquer desses pontos, o Teorema 6.4.3 e ( 10 ) indicam que /- 
polos simples em 2 = 1 e 2 = 5, c um polo de ordem 4 em z — 2. 

(b) No Exemplo 3, vimos que 2 = 0 6 um zero de ordem 3 de 2 sen 2 ?. Do Teorema 6.4.3 e de (10). 
eluímos que a função recíproca f(z) = 1 f{z sen zr) tem um polo de ordem 3 em 2 = 0 . _ 


Observações 


(0 

(w) 


Da discussão anterior deve ter ficado claro que se uma função / tiver um polo em 2 = enl. 
\f(z)\ — ► 00 quando 2 ^ 3 , ao longo de qualquer direção. De (i) das Observações ao final da S< - 
ção 2 . 6 . podemos escrever lim f(z) = 00 . 


►20 


Ao consultar outros livros sobre variáveis complexas, e encorajamos que faça isso. o leitor poo 
se deparar com o termo rneromorfa. Uma função fé meromorfa se for analítica em todo 111 1 
domínio D. exceto possivelmente por polos em D. Pode ser provado que uma função meromor: . 
pode ter no máximo um número finito de polos em D. Por exemplo, a função racional /( 2 ) = 
1 /( 2 - + 1 ) é meromorfa 110 plano complexo. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 6.4 (Veja Soluções de Problemas Selecionados dr Ordem Impar ao final do 

Nos Problemas 1 4, mostre que : = 0 é uma singularidade removível da função dada. Forneça uma definição dc 
de modo que / seja analítica em 2 = 0. 


1 . f(z) 


< 


2z 


1 


Z 


3. f(z) 


sen Az — Az 


z 


2 


2 . m 

4- f(z) 



1 — 4 z 1 0 — COS , 


sen z^ 


Nos Problemas 5-10, determine os zeros e suas ordens para a. função dada. 


5. /(z) = (z + 2-i) 2 
7. /( z) = z 4 + z 2 


6. f(z) = z 4 - 16 
8. f(z) = sen 2 z 


9. f(z) — e 2z — e z 


10. f(z) = ze 2 — z 


Nos Problemas 11 14, o número indicado é um zero da função dada. Use uma série de Maclaurin ou de Taylor 
deterrninar a ordem do zero. 


11. f(z ) = z(l — cos" z): z — 0 
13. f(z) = 1 -e 1 - 1 ; 2 = 1 


12. / ( 2 ) — z — senz; z = 0 

14. /(z) = 1 — Tvi + z + e"; z = ni 


Nos Problemas 15-26, determine a ordem dos polos da função dada. 


15. f(z)= - 
17. f(z) = 


3 z — 1 


+ 22 + 5 
1 + 4?; 


16. f(z) = 5 --2 
z z 


(z + 2)(z + ?) 4 


18. /(z) = 


z- 1 


(z + l)(z 3 + 1) 
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19. 

21 . 

23. 


25. 


f(z) = tanz 

1 — coslx z 


f(z) = 


m = 


1 


1 + e 2 


/(*) = ^ 


sen z 


z 2 - 


20. f(z) 


cot 7 rz 


22. /(z) 


e* 


24. /(z) = 


e* - 1 


26. / (z) — 


cos z — cos 2z 


Nos Problemas 27 e 28. mostre que o número indicado é uma singularidade essencial da função dada. 
27. /(z) = z 3 sen0);z = O 28. f(z) = (z - 1) cos í * = -2 

29. Determine sc z 0 é uma singularidade essencial de f(z) = e ~ ' 1 

30. Determine se z — 0 é uma singularidade isolada ou não isolada de f(z) = tan (1 fz). 


Foco em Conceitos 


31. Na parte (a) do Exemplo 2 da Seção G.3. mostramos que a série de Laurent de fiz ) = 

M > l,é 

f( z ) ~ H — 3 + ~ H — g H • 

yC> éy*l ~0 


válida para 


O ponto z— 0 é uma singularidade infinita de f e a série de Laurent contém um número infinito de termos que 
envolvem potências inteiras negativas de z. Isso significa que z = 0 é uma singularidade essencial de /? Justifique 
sua resposta matematicamente. 


32. Suponha que fe g sejam funções analíticas, que /tenha um zero de ordem m c que g tenha um zero de ordem n 
em z = Zfy Qual é a ordem do zero de fg em zfl E de f+g em z/? 

33. I m teorema interessante, conhecido como teorema de Picard. afirma que em qualquer pequena vizinhança arbi- 
trária de uma singularidade essencial z () uma função analítica / assume, com uma exceção, todos os valores com- 
plexos finitos infinitas vezes. Como z = 0 é uma singularidade isolada de /(z) = e 1 . determine infinitos valores 
de z em qualquer vizinhança de z = 0 para a qual /(z) = i. Qual é a exceção? Ou seja. qual é o único valor que 
f{ z) = e 1 não assume? 


34. Suponha que \J[z)\ seja limitada em uma vizinhança deletada de uma singularidade isolada z^. Classifique z;, como 
um dos três tipos de singularidades isoladas listadas na Tabela 6.4.1. Justifique sua resposta matematicamente. 

35. Suponha que a função analítica f(z) tenha um zero de ordem n em z — z,,. Prove que a função |./(z)|"', sendo m 
um inteiro positivo, tem um zero de ordem mu em z = z [] . 

36. Este problema o guia nos passos iniciais da prova da asserção: 

As únicas singularidades isoladas de ama função racional f são polos ou singularidades removíveis. 

Prova Iniciamos com a hipótese de / ser uma função racional, isto é, /(z) = p{z)/q{z). onde p e q são polinómios. 
Sabemos que J é analítica para todo z, exceto nos zeros de q. Suponhamos que z,, seja um zero de q, mas não de 
p. Então, o Teorema 6.4.1 afirma que existe um inteiro positivo n tal que q( z) = (z Zo) "Q(z). onde Q é um po- 
linómio e Q(z l] ) ?£ 0. Agora, invoque o Teorema 0.4.2. Considere mais um caso e complete a prova. 


6.5 Resíduos e Teorema de Resíduos 


Na seção anterior vimos que se a função complexa / tiver uma singularidade, isola, da em um ponto 
então / tem uma representação em série de Laurent 


oc 


f{z) = ak '( z - z ^ k = ■ ■ • + 


a-2 


+ 


a - 1 


oo 


(z - Zo ) 2 Z - Zo 


T «o + a i (z — Zo) + 


que converge para todo z próximo de z,,. Mais precisamente. a representação é válida em alguma vizi- 
nhança deletada de q, ou disco aberto perfurado 0 jz z {) \ R.. Nesta seção, focaremos a atenção no 

coeficiente a j e sua importância no cálculo de integrais de contorno. 




258 


Capítulo Seis 


Resíduo O coeficiente a x de 1 /(z 3,) na série de Laurent anterior é denominado resíduo da fuiiçã 

na singularidade isolada 3,. Usaremos a. notação 



para representar o resíduo de / em 3,. Recordemos que se a parte principal da série de Laurent válida pa 

1 



não nulos, 3, é uma singularidade isolada. 


EXEMPLO 1 Resíduos 

(a) Na parte (b) do Exemplo 2 da Seção 6.4 vimos que 2 = 1 é um polo de ordem dois da fuiic 

fiz) — . Da série de Laurent obtida naquele exemplo e válida para a vizinhança d 

( z — 1 )“(- — 3 ) 

tada de z — 1 definida por 0 < \z- 1| < 2, 



- 1/2 - 1/4 1 2-1 

/(Z) ” (2- 1)2 + 7^7 “ 8 ~ “ÜT 


- 1/4 1 2-1 
2- 1 ~~ 8 ÜT 


vemos que o coeficiente de 1/(2 - 1) é a_ x = Res (f(z), 1) = 1. 


(b) No Exemplo 6 da Seção 6.3 vimos que 2 = 0 é uma singularidade isolada de f(z) = C . Inspeçãc 
série de Laurent obtida naquele exemplo, 



0 < \z\ <00, mostra que o coeficiente de 1/2 é a x = Res (7(2), 0 ) = 3 . — 

Veremos posteriormente, ainda nesta seção, por que o coeficiente a , é tão importante. Por ora, exr 
liaremos formas de obter esse número complexo quando 3, é um polo de uma função / sem necessidad- 
expandi-la em uma série de Laurent em 3,. Iniciamos com o resíduo em um polo simples. 

Teorema 6 . 5.1 Resíduo em um Polo Simples 

Se / tiver um polo simples cm 2 = 2^, 


Res(/( : ). 2 0 ) - hm (z - z 0 )f { : ). 


Prova Como / tem um polo simples em 2 = 2„, sua expansão de Laurent convergente no disco perfur 
0 < 1 2 3,| < R tem a forma 



onde a , ^ 0. Multiplicando os dois lados desta série por 2 z 0 e tomando o limite quando 2 — ► 3,, obten. 


lim (2 - zu)f{z) = lim [a_ 1 + o.o(z - z 0 ) + «i (z - z 0 ) 2 H ] 



= a - 1 = Res(/(2),2 0 ). 


Teorema 6 . 5.2 Resíduo em um Polo de Ordem n 


Se / tiver um polo de ordem n em 2 = z XÍ , 




Res(/O),z 0 ) = 
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Prova Como / tem um polo de ordem n em 2 = 2,„ sua expansão de Laurent convergente em um dfi 
perfurado 0 < \z z [) \ < R deve ter a forma 


m = 


a. 


cz._2 a_ 1 , 

H 4- 7 rv H h o,ç) 4- «i (2 — zq) 4- 


(z - Z 0 ) n ' (z - Zq ) 2 Z - Zq 

onde a „ ^ 0. Multiplicamos a última expressão por ( z 3,)", 

(z ~ z 0 ) n f(z) = a_„ 4- • • ■ 4- a- 2 {z - z 0 ) n ~ 2 + a^(z - zq ) u ~ 1 + a 0 {z - z 0 ) n + a x (z - z Q ) n+] 4- • • • 

e diferenciamos os dois lados da igualdade n - 1 vezes: 


771 — 1 


dz n ~ l . 


(z - z 0 ) n f(z) = (n - 4- n\a 0 (z - z 0 ) 4- 


(3) 


Como todos os termos no lado direito, após o primeiro, envolvem potências inteiras positivas de z - z 0 , o 
limite de (3) quando 2 — *■ z {) é 


n— 1 r 


Um 

z->zo dz n 1 


( z-zo) n f(z ) =(n-l)!a_i. 


Resolvendo esta última equação para a ,, obtemos (2). 


□ 


Notemos que (2) se reduz a (1) quando n = 1. 


EXEMPLO 2 Resíduo em um Polo 

A função f(z) = — — 7^77 — -77- tem um polo simples em z— 3 e um polo de ordem 2 cm z — 1. Usemos 


(2 - 1) 2 (2 - 3) 
os Teoremas 6.5.1 e 6.5.2 para determinar os resíduos. 

Solução Corno 2 — 3 é um polo simples, usamos (1) 


Res(/(2),3) - lim (2 - 3 )f(z) = lim- — - = i 

Z—>Ó z—> >á [Z — L) 4 


Para o polo de ordem 2, o resultado em (2) fornece: 


Res(/(z), 1) = jj ( z ~ !) 2 /(z) 


= lim 4- 1 


z~* 1 dz 2 — 3 

1 


— lim 


1 (2 - 3) 2 


□ 


Quando / não 6 uma função racional, o cálculo de resíduos por (1) ou (2) pode ser trabalhoso. Exis- 
tem fórmulas alternativas. Em particular, suponhamos que / possa ser escrita corno um quociente f(z) = 
g(z)/h(z), sendo g e h funções analíticas em 2 = z 0 . Se g(z {) ) ^ 0 e se a função h tiver um zero de ordem 1 
em / terá um polo simples ern z = z l} c 

»<>■’ (1) 


• aluunalivo para o cálculo 
luo oni uru polo simples. # 


Res(/(2), 2 0 ) - 


*'(=0 


Para deduzir esta fórmula usaremos a definição de urn zero de ordem 1, a definição de uma derivada e (1). 
Primeiro, corno a função h tem um zero de ordem 1 ern z fí , devemos ter h(z 0 ) = 0 e h'(z { ,) ^ ü. Segundo, 
usando a definição de derivada dada cm (12) da Seção 3.1, 

0 

h'(zo)= lim ^)-M^) = lim ÚÍ£l. 

z-*z 0 Z — Zq Z-+ZQ Z — Zq 
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A seguir, substituímos os dois últimos resultados em (1) da seguinte forma: 


Rcs {f(z),z 0 ) = lim (z - z 0 )~\ = lim 

z—>z 0 h{z) z-+z 0 h\z) 


h'(z 0 ) ’ 


z- z 0 


Há diferentes maneiras de chegar à fórmula (4). Por exemplo, a fórmula pode ser obtida com uma apl: 
ção da regra de L Hopital; o Problema 40 do Conjunto de Exercícios 6.5 pede a dedução de (4) com o 
de (5) da Seção 6.4. Fórmulas para resíduos de polos de ordens maiores que 1 são mais elaboradas do 
(4) e não serão apresentadas aqui. Por outro lado. a dedução de uma dessas fórmulas de ordens super: 
oferece uma oportunidade de rever conceitos importantes (Problema 41 do Conjunto de Exercícios 6 


EXEMPLO 3 Uso de (4) para Calcular Resíduos 

O polinómio z 1 -j- 1 pode ser fatorado como {z z 1 )(z- z 2 )(z - z 3 )(z- z 4 ), onde z 1 , z 2 , z^ e z 4 são as qn 
raízes distintas da equação 2 1 + 1 = U (ou. o que é equivalente, as quatro raízes quartas de 1). O T 
rema 6.4.3 indica que a função 

f(z) = ãTT 

tem quatro polos simples. Agora, de (4) da Seção 1.4, temos z ] = e~’ !A , z 2 = e i7r,/4 , z 3 = e ,1TÍ/4 e 2, — e"' 
Para calcular os resíduos, usamos (4) desta seção e a fórmula de Euler (6) da Seção 1.6: 

1 ^ -3ttí/4 1 1 • 

= — e ' ~ — 1 


Res (/(*)’*!) = 4^3 = 4 


4\/2 4\/2 


Re S (/(,)„ 2 ) = A = _L _ 


4zn 4 


1 


_ p — 157TÍ/4 


+ 


1 


4>/2 4V2 


Res( f(z),z 4 ) = 


4 z\ 


= —e 


-21-ni/A 


1 1 

H 


4y/2 4\/2 ' 


É claro que poderíamos ter calculado cada resíduo no Exemplo 3 usando a fórmula (1). No entr : 
nesse caso o procedimento exigiria mais contas. Por exemplo, primeiro usaríamos a fatoração de r 
para escrever / como: 

^ (z - Zi){z - z 2 )(z - z 3 )(z - z 4 y 
Usando (1), o resíduo no polo z x seria dado por 

Res (f(z), zi) = lim (z - zi) 


Z—>Z! 


(z - Zi)(z - z 2 )(z - z 3 )(z - z 4 ) 


(Zl -Z 2 )(z 1 ~Z 3 )(z 1 - 24 ) 


(e 7 ™/ 4 — e 37ri/4^ e irt/4 _ e 57T7./4^ p 7T7/4 _ c 7 tví / 4 ^ ' 

A seguir, teríamos a assustadora tarefa de simplificar o denominador da última expressão. Por fim. 
cesso seria repetido outras três vezes. 

Feorema dó Resíduos Agora, discutiremos por que o conceito de resíduo é tão importante. O pr< 
teorema afirma que, cm dadas circunstâncias, podemos calcular integrais complexas <f c f(z) dz som 
os resíduos em singularidades isoladas de J no interior do contorno fechado C. 
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Teorema 6.5.3 Teorema de Resíduos de Caucliy 

Seja D um domínio simplesmente conexo e seja C um contorno fechado simples totalmente posiciona-: 
em D. Se uma função / for analítica cm Ce no interior de C, exceto em um número finito de singula- 
ridades isoladas 2 t , 2 ,,..., z„ no interior de C, 

n 

(õi 


JC 


/( 2 ) dz - 2 7 ii £ Res I /( : u 


k- 1 



Prova Suponhamos que C l5 (7 2 ,..., C„ sejam circunferências centradas em z ]7 z in íespecti- 
vamente. Suponhamos, ainda, que cada circunferência C k tenha uni raio r /: su licient emente pe- 
queno. de modo que C\ , C), C n sejam mutuainente desconexas e interiores a cuiva fechada 

simples C (Figura 6.5.1). De (20) da Seção 6.3, vemos que $ Ck f{z)dz= 2iriRcs(f(z k ) , z k ); segundo 
o Teorema 5.3.2, devemos ter 


n 


n 


'C 


f(z) dz = é f{z) dz = 27 ri ^ Res (/Mj z k)- 
k=l ^ Ck 


k = 1 


□ 


;ura 6.5.1 n pontos 
Mares no interior do 
"10010 C 


EXEMPLO 1 Cálculo com o Teorema de Resíduos 

1 


Calculemos 


dz. onde o contorno C c 


Tc ( z ~ !) 2 (^- 3 ) 

(a) o retângulo definido por x = 0, x — 4, y = -1 e y = 1, 

(b) a circunferência \z\ = 2. 

Solução 

(a) Como 2 = 1 e 2 = 3 são polos no interior do retângulo, de (5), temos 


1 


Jc 0 “ 1 ) 2 (* ~ 3 ) 

Calculamos estes resíduos no Exemplo 2. Logo, 

/' 1 


— dz — 2t tí [Res(/ ( 2 ), 1) -fi Res(/ ( 2 ), 3)] 


dz = 2m 


“í) + Í 


= 0. 


Jc (2-l) 2 (2-3) 

(b) Como o polo 2=1 está 110 interior da circunferência \z\ = 2, de (5). temos 

dz = 27T?;Res(/(2), 1) =2 t ri f-i j = ~i. 


Tc ( z ~ 1 ) 2 ( 2 - 3 ) 


□ 


EXEMPLO 5 Cálculo com o Teorema de Resíduos 

2 2 d- 6 


Calculemos 


f c 2 2 + 4 


dz. onde o contorno Cê a circunferência 2 - i 


- i I - 2. 


Solução Fatorando o denominador como + + 4 = ( 2 - 2/1 ) (2 + 2/), vemos que o integrando tem 
pies em -2 i e em 2/1. Como 2i está no interior do contorno C, de (5), temos 


s smi- 


I ^ ^ 


2 2 + 4 


Mas, 


dz — 2mRes(f(z),2i). 

22 + 6 


Res(f(z),2i) = lim (2 — 2 i) 

z—>2i 

6 + 4i 


(2 — 2 i )(2 + 2 7 ) 
3 + 2i 


Ai 


2 i 
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Logo. 



224-6 
z 2 + 4 


dz = 2m 


3 + 2 i 

~2Ã 


= tt(3 + 2?;). 


EXEMPLO 6 Cálculo com o Teorema de Resíduos 

/ e 2 

Calculemos ® — r dz. onde o contorno C c a circunferência I z =2. 

r I 11 

Jc * + oz 

Solução Escrevendo o denominador como z 1 + 5z ! — z\z + 5). vemos que o integrando tem um polo 
ordem 3 em 2 = 0 e um polo simples em 2 -- -5. Como apenas o polo 2 = 0 está no interior do conte: 
especificado, de (5) e de (2). temos 


z 4 + 5z 3 


d 2 

dz = 27 ri Res(/(z), 0) = 2iri — lim 


2! z—>o dz 2 


z 3 (z + 5) 


= 7 n lim 
2-^0 


(z 2 + 82 + 17)c z 17 tt 


(z + 5 ) 3 


125 


■1. 


EXEMPLO 7 Cálculo com o Teorema de Resíduos 

Calculemos ^ t.anzdz, onde o contorno C é a circunferência |z| = 2 . 

Solução O integrando /(z) = tan z = (sen z)/( cos 2 ) tem polos simples em pontos onde cos 2 — 0. Viu. 
em (21) da Seção 4.3, que os zeros de cos 2 são os números reais 2 = (2n + 1)tt/ 2, n = 0, ±1, ±2,.... (' 
apenas -tt/ 2 e tt/ 2 estão no interior da circunferência |z| = 2 . temos 


'c 


tan 2 dz = 2m Res ^/(z), + Res (/(z), ^ 


Identificando g(z) = sen 2 , h( z) = cos 2 e hf(z) = 


7 r 


«s (f(z),~ - 


sen 2 , de (4), temos 

= sen(— 7 r/ 2 ) = _ ] 

— sen(— 7 t/ 2 ) 


e 


Logo, 


Res ( /W ’i) = ^ 


sen(7r/2) 


sen(7r/2) 


= - 1 . 


I tan 2 dz = 27Tz[— 1 — 1] = — 47 ri. 


() l('oroma G.5.3 <■ 

nplit -:iv. I em um.i + Embora não exista uma fórmula simpática como ( 1 ), ( 2 ) ou (4) para 0 cálculo do resíduo em iz_ 

singularidade essencial z [) , o próximo exemplo mostra que o Teorema 6.5.3 é aplicável em z [) . 

essencial. 


EXEMPLO 8 Cálculo com o Teorema de Resíduos 

Calculemos j) e^^dz, onde o contorno C c a circunferência \z\ = 1. 

Solução Como vimos, 2 — 0 é uma singularidade essencial do integrando j{z) — é if \ de modo que nenL 
das fórmulas (1) e (2) pode ser aplicada para calcular o resíduo de / nesse ponto. No entanto, víiik - 
Exemplo 1 que a série de Laurent de / em 2 = U fornece Res (/(z), 0) = 3. Portanto, de (5), temos. 



e'^ z dz = 2m Rcs(/(z), 0) = 2ni (3) = 67 +. 

1 
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CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 6.5 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do 
Nos Problemas 1-6, use uma série de Laurent adequada c calcule o resíduo indicado. 

2 


1 - f(z) = 


2- /(*) = 


(z — l)(z + 4) 


; Res(/(z), 1) 




õi Hes (/(z),0) 


3 - /(z) = ^i) ;Res(/(z) ’ 0) 

4. f(z) = (z + 3) 2 ; Res(f(z), -3) 

5. /e) = e- 2 /* 2 ;Rcs(/( 2 ),0) 

6- /(*) = ^4_}Res(/( z ),2) 

Nos Problemas 7-16. use (1). (2) ou (4) para calcular o resíduo em cada polo da função dada. 


7- f(z) = 
9 - f(z) = 
11- /(*) = 
13. f(z) = 


z 2 + 16 


1 


z 4 + z 3 — 2z 2 
5z 2 — 4z + 3 


(z 4- l)(z 4" 2)(z + 3) 
cos z 


l 2 (z — 7r) 3 
15. f(z) — secz 


8- /(*) = 7 

10. f(z) = 
12. /(z) = 
14. /(z) = 
16. /(z) = 


4z + 8 
2z — 1 


1 


(z 2 - 2z + 2) 2 
2z - 1 

(z-l) 4 (z + 3) 
e z 


e z — 1 
1 


z sen z 


Nos Problemas 17 20. use o teorema de resíduos de Cauchy, onde for apropriado, para calcular a integral indicada 
ao longo do contorno especificado. 


17. 

j c {z-l){z + 2Y dZ 

(a) 

\ z \ = 5 

(b) 

W = | 

( c ) 

N=3 

18. 

í z 2 (z - 2 1) dz 

(a) 

\ z \ = 1 

(b) 

|z — 2i| = 1 

(c) 

| z — 2z | = 4 

19. 

í zh-^dz 

(a) 

|z| — 5 

(b) 

|z + i\ = 2 

(c) 

1* - 3| = 1 

20. 

<f 1 dz 

J c zsenz 

(a) 

\z — 2i| = 1 

(b) 

| z — 2i | = 3 

(c) 

|z| = 5 


Nos Problemas 21-34, use o teorema de resíduos de Cauchy para calcular a integral indicada ao longo do contorno 
especificado. 

21 - i^rtn 3 dz ’ C: iz - 3i| = 3 

■ ^(z-l)' dz ' C: I 2 _ 2 I = I 

dz, C: \z\ = 2 

dz, C: 16:r 2 + y 2 = 4 


22 


23 


A _ l 


24. 


25. 


26 . 


c (*+l)(* 2 + l) 
ze 


2 _ l dz, C: \z\ = 2 
dz , C: \z\ = 3 


c z 2 - 1 
e z 


c 


z 3 + 2z 2 
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27. 

28. 

29. 


30. 


31. 


32. 


jf dz, C: \z - 1| = 2 


z 

cot 7T2 
2 

JC 


«fe, C: M = i 


cot7rzdz, C é o retângulo definido por x = 
dz, C é o retângulo definido por 


.vc 

1' 2z - 1 


Tc * 2 (z 3 + 1 ) 

2 e 1/x2 + - dz, C: 4.r 2 + y 2 = 16 

Z 4 — 7T 4 > 


■>c 


cos z 


T c (z l) 2 (z 2 + 9) 


dz, C: |z — II = 1 


x = ir, y = -1, y = 1 
x = -2, * = 1, y = — i,y=l 


33. é — dz, C 6 a scniicircunfercncia definida por £/ = 0, y = \/4 — x 2 

Tc z + 1 

34. <J> P 4 /l~“ 2) rfz, C: |z — 1| = 3 


Foco em Conceitos 


35. (a) Use séries para mostrar que 2=0 6 um zero de ordem 2 de 1 cos z. 

(b) Pelo resultado na parte (a), z = 0 é um polo de ordem dois da função /(z) = c : /{ 1 cos z): portanto, 
uma série de Laurent 


m = 


1 — cos . 


a— 2 . a-i 2 . 

— z — I )- ao + diz + ü2 z + 


válida para 0 |z| 2 tt. Use séries para er e para 1 - cos z e iguale os coeficientes no produto 

e z = (1 — cos z) ^ — 

para determinar a 2 , a , e o,,. 


1-2 O-] \ 

H h Ou + • ■ • ) 

z / 


(c) Calcule é e 1/ ^“sen( - )dz, onde C é |z| = 1. 


1 


■>C 


36. Discuta o cálculo de j) e i/z sen^-^dz, onde C é ]z| = 1. Implemente suas ideias. 

37. Considere a função /(z) = z 4 /(l z 1 - 2 ), onde z l: ~ denota o ramo principal da função raiz quadrada. A f. 
tem um polo em z = 1? Em caso afirmativo, determine Res(^z), 1). 

38. Resíduos podem ser usados no cálculo de coeficientes em decomposições em frações parciais de funções i>. 
Suponha que p(z) seja um polinómio dc grau < 2 e que z,. z. e z { sejam números complexos distintos e nã 
zeros de p{z). Então, 


/(*) = 


P(z) 


A B C 

H h 


(z — Zi)(z — Z 2 )(z — Zs) Z — Z\ Z — Z2 Z — Z 3 


(a) Use (1) para mostrar 


A = Res(/(z),zi) = 
B = Res(/(z), Z 2 ) = 
C = Res(/(z), z 3 ) = 


P(z 1) 


(zi - z 2 )(zi - z 3 ) 
PM 

{Z2 ~ Zi)(z 2 - Z 3 ) 

pM 

(z 3 - Zi)(za - Z 2 ) 


(b) Use uma série de Laurent para provar que A = Res(/(z), z,). [Sugestão: os segundo e tercem 
B/(z z 2 ) e C/{z Zj), respectivamente, são analíticos em z,. Veja. ainda. (3) e (4) da Seção 6.4. 


39. 


Use o Problema 38 para determinar a decomposição em frações parciais de f(z) — 


5z 2 — z + 2 
z(z + 1 ) (z — i) ' 
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ira em r = c, 


40. Se h(z) t iver um zero de ordem 1, (5) da Seção 6.4 indica que h(z) = (z- z^óiz). onde <j> é analíti 
^(^o) 56 0. Com f[z ) - g{z)/h{£). use (1) para obter: 

K^H = fí frwty 

41. Se k(z) tiver um zero tle ordem 2. (5) da Seção 6.4 indica que h(z) = (z - z,,Y0(z). onde 0 é analítica em z 

e wU,) =* 0. C om f(z) - g(z)/h(z), use (2) com n = 2 para obter uma formula, análoga a (4). para o cálcu 
Reü(f(z), Zq) em um polo de ordem 2 em z — z^. 

42. Seja f(z) = l/[p(2)] 2 , onde p(z) tem um zero de ordem 1 em 2 = z t . 


Iculo de 


jt j 


(a) Use o Problema 41 para obter a. fórmula Rcs (f(z). zn) = -IAFfL 

\p'(zo)f 

(b) Use a parte (a) para determinar o resíduo de f(z) = em z = 0 

J W (z 2 - z ) 2 ~ 


6.6 Algumas Consequências do Teorema de Resíduos 

Nesta seção veiemos como a teoria de resíduos pode ser usada para calcular integrais reais da forma. 


. 


(1) 


> 


( 2 ) 


•OO 


/(ar) Cos oc£ dx 


r 


m ... .... ./• . ■ , 


(3) 


onde F, em (1). e /, em (2) e (3), são funções racionais. Para funções racionais /(.?:)= p(x)/q(x) em (2) 
e (3), assumiremos que os polinómios p e </ não têm fatores comuns. 

Alem de calcular estas três integrais reais, demonstraremos como usar resíduos para calcular inte- 
grais reais impróprias que exigem integração ao longo de um corte de ramo. 

A discussão se encerra com a relação entre a. teoria de resíduos e os zeros de uma função analítica, 

(. com uma discussão dc como resíduos podem, em alguns casos, ser usados para calcular a soma de 
séries infinitas. 


6.6.1 Cálculo de Integrais Trigonométricas Reais 


Integrais da Forma J fí F(cos0, sen 0)d6 A ideia básica consiste em converter uma integral 
trigonométrica íeal da forma (1) em uma integral complexa, onde o contorno Cá a circunferência unitária 
M — i? centiada 11 a oiigern. Para isso, iniciamos com (10) da Seção 2.2 e parametrizamos este contorno 
por z = e’ 9 , 0 < 0 < 2? r. Podemos, então, escrever 


dz = ie l6 d0 , cos 6 = 


e l6 + e 1 
9 


-ío 


sen (9 = 


_ (1 —i0 


2 i 


As duas últimas expressões resultam de (2) e (3) da Seção 4.3. Como dz = iCdO e z 1 = l/z = e estas 
três grandezas são equivalentes a 


dz 1 , , 1 

d# = , cos d = — (z z ), sen# = — (z — 1 ), 

iz 2 2 i- 


(4 


A conversão da integral (1) em uma integral de contorno é completada com a substituição de dO. cos f) < 
seu 0 pelas respectivas expressões ('ui (4): 


l F {l (z+z ^h^-^) g, 


onde C á a circunferência unitária \z\ — 1. 


Capítulo Seis 


EXEMPLO 1 Integral Trigonométrica Real 


*2tt 


Calculemos 


1 


dd. 


'o (2 -I- cos O) 2 

Solução Quando usamos as substituições em (4), a dada integral trigonométrica se torna a integr 


contorno 


1 


dz 


Jc(2 + \(z + z !)) Jc 


z 2 + 1\ 2 iz 


2 + 


2z 


Efetuando simplificações algébricas no integrando, obtemos 

4 f z 


- dz. 


1 Jc (~ 2 + + l ) 2 

Usando a fórmula quadrática, podemos fatorar o polinómio zr + 4z + 1 como z 2 4- 4z + 1 = [z 
z). onde z\ = — 2 — \/3 e z 2 = -2 4- \/3- Com isso, o integrando pode ser escrito como 

2 _ 2 

(z 2 + 42-1- l) 2 (2 - 2i) 2 (2 - 2 2 ) 2 

C01110 apenas z 2 está no interior da circunferência unitária C\ temos 

~dz = 2mRes(f(z),z 2 ). 


Tc (z 2 + 42 + l) 2 


Para calcular o resíduo, primeiro notamos que z 2 é um polo de ordem 2, de modo que podemos us 
da Seção G.5: 


Res (/(2), 22) = Hm (2 — z 2 ) 2 f(z) 
z—>z 2 az 


= lim 


d 


z^z 2 dz (2 — Z\ ) 2 


= lim 


—2 — Z\ 


1 


3-22 (2 - 2 l) 3 6\/3 


Logo. 


e, por fim, 


4 /• 2 4 4 1 

- — — — — dz — - • 27nRes(/(2), 21) = -7 ■ 27 ri • — ? 
: 2 4- 42 + 1 i uv u 1 6x/í 


i Jc (z 2 


r*27i 


d6 = 


47 r 


./o 


^ã-cos#)** 3\/3 


6.6.2 Cálculo de Integrais Impróprias Reais 


Integrais da Forma f(x) dx Suponhamos que y = /(.?;) seja uma função real definida e c< 

110 intervalo [0. oc). No cálculo elementar, a integral imprópria li = f(x) dx é definida como o li. 

f-oo rB 

h= f(x)dx = lim / f{x) dx. 

J 0 R->ocJ 0 

Se o limite existir, dizemos que a integral I x converge; caso contrário, que diverge. A integral iinpr 
I 2 = J_° f{x) é definida de modo similar: 


h= f f(x)dx= lim í f(x) dx. 

7-00 B-^ooJ _ R 

Por fim, se / for contínua em (-oc, 00), f(x) dx é definida como 

rOC /• 0 ro o 

/ f(x)dx= f(x)dx + f(x)dx = h+I‘ 2 , 


1 — OC 


-OC 


desde que as duas integrais /, e I 2 convirjam. Caso uma das integrais, /, ou / 2 , divirja, /(x) dx 
ge. É importante ressaltar (pie o lado direito de (7) não é o mesmo que 
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lirn 

R . — >oo 


•0 ,-R 

f{x)dx+ / f{x)dx 


—R 


f R 

lim / f(x)dx. 
R-^oo J_ R 




Para que J_ 00 f(x)dx convirja, os limites (5) e (6) devem existir independentemente um do outro. Con- 
tudo, caso saibamos (a prioii) que uma integral imprópria f(x) dx converge, podemos calculá-la em- 
pregando o processo de limite dado em (8): 



O limite em (9), caso exista, é denominado valor principal (V.P.) de Caucliy da integral, e é escrito 
como 


■ R 


V. P. / j(x) dx = lim 


OO 


R 


fíx) dx. 


R 


Em (10) mostramos que V.P.Jf° x dx = 0. Resumindo, 


(11) 


Valor Principal de Cauchy 

Quando uma integral da forma (2) converge, seu valor principal de Cauchy é igual ao valor da inte- 
gral. Se a integral divergir, ainda é possível que lenha um valor principal de Cauchy (11). 


n vaçao importante 
'peito cie funções 


Uma última observação sobre o valor principal de Cauchy: suponhamos (pie f(x) seja contínua 
em ( -oc, og) e seja uma íunção par, isto é. f(—x) — f(x). Neste caso, o gráfico da função é simé- 
trico em relação ao eixo y e, em consequência, 

r f(x) dx = í f(x) dx (12) 

do 


-R 


e 


rR rO ,-R ,R 

/ / (x) dx = / f{x)dx- 1- / f(x)dx= 2 f(x)dx. 
J-R J-R J o do 


(13) 


Dc (12) e (13) concluímos que se o valor principal de Cauchy (11) existir, J" f(x) dx e f(x) dx con- 
vergem. Os valores dessas integrais são 

[ /(*) dx=\ V.P. f f(x) dx c / f(x) dx = V.P. Q f(x) dx. 

do ■" d — o O d — OO d — oc 

Para calcular uma integral /_ oc f{x) dx usando a teoria de resíduos, sendo / uma função 
racional f(x) = p(x)/ q(x) contínua em (- 00 , 00 ), substituímos x pela variável complexa 
z e integramos a função complexa / em um contorno fechado C que consiste no inter- 
valo [~R. 1?] 110 eixo real e uma semicircunferência C H de raio suficientemente grande 
para envolver todos os polos de /( z) = p(z) j q(z) que ocorrerem no semipla.no superior 
1111 ( 2 ) > 0 (Figura 6.6.1). Segundo o Teorema 6.5.3 da Seção 6.5, temos 

(f f(z ) dz= í f(z) dz+ í f(x) dx = 2ttzV Res(/(.z), z k ), 

dc dc « J-R 



zura 6.6.1 Contorno semicircular 


fc=l 


onde z k , k = 1, 2 ,..., n, denota os polos no scmiplano superior. Se pudermos mostrar que a integral 
f c f(z) dz — ► 0 quando fí — »■ 00 , teremos 
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/ X 

f(x) dx 


lim 

R—k > o 


>R 


f{x) dx = 


-R 


27r?:y^Res(/(z),Zfc). 

fc=i 



EXEMPLí V.P. de Cauchy de uma Integral Imprópria 

f°° 1 

Calculemos o valor principal dc Cauchy dc 


f -oo (z 2 + !)(^ 2 + 9) 


ri.r. 


Solução Seja j{z) = \/(zr + l)(r + 9). Como 

(z 2 + 1 )(z 2 + 9) = (z — i)(z + i)(z — 3 i)(z + 3?:), 



tomamos C como o contorno fechado que consiste no intervalo [-R. R] no eixo x e a 
mieircunferêneia C n de raio R > 3, como ilustrado na Figura G.6.2. 

' R 1 /’ 1 
dz = I -r~z ~r ~/ — ^ — dx+ — r T-x — — dz = I\ + I 


1 


Figura 6.6.2 Contorno para o 
Exemplo 2 


Tc (* 2 + !)(^ 2 + 9) J-R (* 2 + 1)(* 2 + 9) Jc R (z 2 + l)(z 2 + 9) 

Contudo, segundo o Teorema de Resíduos, temos: 

h + h = 2 tt? [Res {f{z), i) + Res (f(z), 3?)]. 


Nos polos simples z — i e z = 3 calculamos, respectivamente, 

1 1 


Res (f(z), i) = 


1 6? 


e Res (/(*), 3 i) = 


48?: 


de modo que. 


Ii + h = 27 r? 


16? 


~ + 


48? 


7 r 
12 


Agora, desejamos fazer R — * oo em (15). Antes disso, usemos a desigualdade (8) da Seção 1.2 e n 
mos que. no contorno C R: 

-21 


(z 2 + 1)(^ 2 + 9) I = z 2 + 1 • z 2 + 9 


> 


1 1 . | |^ 2 | — 9 | = (R 2 — l)(R 2 -9). 


Como o comprimento L da semicircunferência é irR. a desigualdade ML. Teorema 5.2.3 da Seção 5.2. 
plica 


\h\ = 


1 


'cr ( z 2 + 1)(^ 2 + 9 ) 


dz 


< 


7 lR 


(R 2 — 1){R 2 — 9) ’ 


Este último resultado mostra que \I 2 \ — ► 0 quando R, — ► oo, e concluímos que lim fi _ ;x I 2 — 0. (12) mos 
que lim^_ x /, = tt/ 12: em outras palavras, 

(•R 
lim 


1 


•OC 


1 7 T 

£TooJ_ r (x 2 + l)(.r 2 + 9) dx = 12 ° U V P ' J. x (x 2 + l)(* 2 + 9) dx = 12' 


Corno o integrando no Exemplo 2 é uma função par. a existência do valor principal dc Cauchy signi 
que a integral original converge a tt/12. 

Muitas vezes é trabalhoso mostrar que a integral de contorno ao longo de C R tende a zero qua: 
R — ► oo. O próximo teorema fornece condições suficientes para que este comportamento seja sempre 
dadeiro. 


Teorema 6.6.1 Comportamento de Integrais Quando R — >■ oo 


p(z) 


Seja f(z) = — — uma função racional, onde o grau de p(z) é n e o de q(z), m > n + 2. Se C n for 


<l(z) 


contorno semicircular parametrizado por z = Re 0 < 0 < tt, então f c f(z) dz — > 0 quando R — : 
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Em outras palavras, a integral ao longo de C n tende a zero (piando R — » oc quando a potência d» . - 

rninador de / for pelo menos 2 graus maior que a do numerador. A prova desse fato segue o procedimem 
do Exemplo 2. Naquele exemplo as condições estipuladas no Teorema 6.6.1 são satisfeitas, pois o grau de 
p(z) = 1 é 0 e o grau de q(z) — {zr + l){z’ + 9) é 4. 


EXíMPLO -■ V.P. de Caucliy de uma Integral Imprópria 

/•oo 1 


Calculemos o valor principal de Caudiy de 


OO T 1 


dx. 


Solução Inspecionando o integrando, vemos que as condições estipuladas no Teorema 6.6.1 são satisfeitas. 
Além disso, sabemos do Exemplo 3 da Seção 6.5 (pie f(z) — l/(z* -f- l) tem polos simples no semiplano 
superior, em z x — r' 1 e em z 2 = ef i7r,/ 1 . Também vimos no exemplo (pie os resíduos nesses polos são 


Res(/(^),zi) = — 7 ^= - — c Res (f(z),z 2 )= 1 


4>/2 4\/2 “ 4y/2 4y/2 

Portanto, de (14), 

V.P . J ~ 4 [ + { dx = 2 7Tz [Res(/( 2 ), 2 :i) + Rcs(f {z) , z 2 )} = 

Como o integrando é uma função par. a integral original converge para n / \[2. 


i . 


□ 


^ f(x) sen OL X dx Como integrais impróprias 

das formas f(x) cos olx dx e f(x) sen olx da: ocorrem em aplicações de análise de Fourier, recebem 
a denominação de integrais de Fourier. Integrais de Fourier aparecem como as partes real e imaginária 
da. integral imprópria j\: x)c' ítr dx* Usando a fórmula de Euler e' Vl ' = cos ax + i sen a./;, sendo n um 

número real positivo, podemos escrever 


/•OC 

— 30 


•3C 


*30 


f(x) e la ' dx - / f(x) cos ax dx + i / f(x) sen ax dx 


( 16 ) 


— oo 


— 30 


sempre que as duas integrais no lado direito convergirem. Suponhamos que /( x) = p(x)/q(x) seja uma 
função racional contínua em ( oo, oo). Então, as duas integrais de Fourier em (10) podem ser calculadas 
simultaneamente considerando a integral complexa J c f(z)e tas dz, sendo o 0 e o contorno C. mais uma 
vez, consistindo no intervalo [ R. R\ no eixo real e um contorno semicircular C H com raio suficientemente 
grande para envolver os polos de j\z) que ocorrerem no semiplano superior. 

Antes de prosseguir daremos, sem provar, as condições suficientes para que a integral de contorno ao 
longo de C, { tenda a zero quando R — » oo. 


Teorema 6.6.2 Comportamento de Integrais Quando R — »• oc 

Suponhamos que f(z) = se í a uma função racional, sendo n e m os graus de p(z) de q(z). respec- 

tivamente, com m > n T 2. Se C R for um contorno semicircular z = Re?. 0 < 9 < 7 r, e a 0. então 
J c f(z)é iaz dz — ¥ 0 quando R — > oo. 


EXEMPLO Uso de Simetria 

Calculemos o valor principal de Caucliy de 



xsenx 
:r 2 + 9 


dx. 


* Seção G.7. 
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Solução Piimciro. notemos que os limites de integração na integral dada não são de oo a oo, como cx;_ 
o método que acabamos de descrever. Isso pode ser remediado observando que o integrando é uma fun<. 
par de x (o que deve ser comprovado) e escrevendo 


'OC 


J o + 9 

Como o = l. formamos a integral de contorno 


x seiix 1 
— - — r dx = - 

•T’“ 


ar sen a: 


2 ./-oo z 2 + 9 


dx. 


Tc z 2 + 9 


e iz dz. 


onde C 6 o contorno mostrado na Figura 6.6.2. Segundo o Teorema 6.5.3. 


t‘R 


R 


+ 9 


e iz dz + 


x 


LrX 2 +9 


e ix dx = 2niRes{f(z)e iz ,3i), 


onde f(z) = z/( zr + 9); de (4) da. Seção 6.5, temos 


Res (f{z)e ÍZ , 3 i) = - 


ze 


■' z 


e 


-3 


:=3? 


9 


Usando o Ieorema 6.6.2, concluímos que Jç f[z)e iz dz — ■» 0 quando /? — > oo, de modo que 


V.P. 


x 


Loo X 2 + 9 


e lx dx — 27 ü 


No entanto, de (16), 


'•OO 


X 


•oo 


-oc + 9 


e ix dx = 


X COS X 


e- 3 

9 


"OC 


7T . 

= ^3 ^ 




x sen x 7T 

dx = — i. 
e* 


Igualando as partes imaginárias da última linha, obtemos o resultado adicional. 

d X COS X , n , , „ xsenx , 7T 

V A ' / 2 , n dx = 0 e V.P. / — dx = — . 

.7-00 + 9 7_ oc *2 + 9 „3 


e* 


Por fim. usando o fato de o integrando ser uma função par, calculamos o valor da integral desejada: 


* OO 


arscnj’ 1 f 

dx = - 
2.1 


oc 


x 2 + 9 


OC' 


x sen x 7T 

— — - dx = — 
, x 2 + 9 


2e 3 ' 



Contornos Indeiitaoos As integrais impróprias das formas (2) e (3) considera 
até aqui envolviam integrandos contínuos no intervalo (-oo, oo). Em outras palavra- 
função complexa f(z) = p(z)/ q(z ) não tinha polos no eixo real. Caso / tenha polos no » 
real. devemos modificar o procedimento ilustrado nos Exemplos 2 4. Por exemplo. ~ 


igur 


O símbolo C r denota, um contorno semicircular centrado em z — cg orientado no seu* 
Figura 6.6.3 Contorno indentado positivo. O próximo teorema é importante para este cálculo. 


Teorema 6.6.3 Comportamento de Integrais quando r — > 0 


Suponhamos que / tenha um polo simples em z = c no eixo real. Seja C, um contorno definido : 


= c + rd. 0 < 0 < 7T, ent 


ao 


lim [ f(z) dz = 7 ri Res (/(*), c). 


Prova Como / tem um polo simples cm z = c, sua série de Laurent é 

f(z) = — - +g(z), 
z — c 


271 


Séries c Resíduos 


onde a , 
temos 


Rcs(/( z) , c) e fj 6 analít ica no ponto r. Usando a série de Laurent c a parametrização para C 



f(z) dz = a_! 



ire tfí 


*7T 


^ T ir I g(c T re^) e l0 dO = /, T / 2 . 


re 


Primeiro, notemos que 


7i = a_! f idO = 7ria-i - 7riRcs(f(z).c). 

J 0 


(19) 


Por ser analítica em r. ç é contínua neste ponto e, também, 
seja, existe urn M > 0 para o qual \g(c T re*) | < A/. Logo. 


limitada em uma vizinhança do ponto; ou 


h 


ir I g(c + ré l6 ) dQ 
J o 


< r / A/ d 0 — 7ir Al. 

Jo 


Esla desigualdade implica lim r _ u |/ 2 | = 0 e, consequentemente, lim,. 
quando r — > 0, o teorema fica provado. 


0. Tomando o limite de (19) 

□ 


EXL \ IP Lí Uso de um Contorno Indentado 

Calculemos o valor principal de Cauchy de 


oc 


sen x 


dx. 


-oc x(x 2 — 2x T 2) 

Solução Como a integral é do tipo dado em (3), consideraremos a integral de contorno 



z 


J c z(z 2 - 2z T 2) 


dz. 


A função f(z) — l/z(z i 2 z T 2) tem polos cm z = 0 e em z = 1 + i no scmipla.no su- 
perior. O contorno C mostrado na Figura 6.6.4 é indentado na origem. Adotando uma 


R notação concisa intuitiva, temos 


"a 6.6.4 Contorno indentado 
Exemplo 5 


*— r 


r- 


— 27r/R.es(/(2:)e i2 , 1 -f i) 


(20) 


/ / + / + / + 

JC JCfí J-R J-Cr 

onde /_ cv = -f Cr . Se tomarmos o limite de (20) quando R -> oo e quando r -> 0. os Teoremas 6.6.2 e 
6.6.3 resultam em 

ix 

dx - 7riRes(/(2)e tz ,0) = 2niRes(f(z)e iz , 1 T i). 


«OC- 


V.P. 


Loo x(x 2 - 2x T 2) 


Res(/(z)e“, 0) = í e Res (f(z)e iz , 1 + i) = (1 + i). 


Logo, 


• OC 


■ix 


V.P. 


./_ 0 o ar (a: 2 — 2 .t T 2) 


dx = 7TÍ ( T 2ttí f — (1 T i) ) . 


Usando e 1 ' - e ‘(cos 1 T i sen 1), simplificando e igualando partes reais e imaginárias nos dois lados da 
igualdade, obtemos 


•oc 


V.P. 


COS X 


TC 


L 00 ^-2x + 2) dX= 2 e_ ( seIll+cosl ) 


>oo 


e 


TXT-, / sen x tt r 1 

^ P- / — ri ^ = ■q[* ■P e 1 (senl — cos 1)]. 


— oc — 2x T 2) 2 
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6.6.3 Integração ao Longo de inn Corte de Ramo 


• A seguir, examinaremos integrais da forma f(x) dx, em que o integr- 
( l° A' x ) 0 ema função algébrica. Como no Exemplo 5, estas integrais exigem um tipo especial de conton. 
pois quando ./(.r) é convertida em uma função complexa o resultante integrando f(z) t em. além de pol r 
uma singularidade não isolada em z — 0. Antes de prosseguir, sugerimos uma revisão da discussão so' 
cortes de ramos nas Seções 2.6 e 4.1. 

No exemplo a seguir, consideraremos um caso especial da integral real 


*°° x a-l 


dx, 




./o % + 1 

onde a é uma constante real restrita ao intervalo 0 < o 1. Observemos que quando o = t o ,/ é sub"' 
t uído por z. o integrando em (21) se torna a função multivalente 


zV 2 (z+iy 

A origem e um ponto de ramo de (22), pois z 1 2 tem dois valores para qualquer z ^ 0. Se imaginam 
um caminho ao longo de uma circunferência cm torno da origem z = 0. partindo de um ponto z = 
r 0. retornaremos ao ponto inicial z, mas 0 terá aumentado de 2i r. Por conseguinte o valor de z 1 2 p 
de z l/ ' 2 = y/ré l<) / 2 a um valor ou ramo diferente: 


•>- 


z 1/2 = y/fe* 0 * 2 *» 2 = y/re i0 / 2 e in = -yfte i0 ' 2 . 

Podemos foiçai que z seja unívoca restringindo os valores de 0 a um certo intervalo de coinprim* 
2 tt. No caso de (22), se escolhermos o eixo x positivo como um corte de ramo. ou seja. se restringirme - 
valores de 0 a 0 0 2tt, garantiremos que z 1/2 = y/re l0 ^ 2 é unívoca (Seção 2.6). 


Integração ao Longo de um Corte de Ramo 
1 


•oc 


Calculemos 


MJ \/^( a: + 1) 


dx. 


Solução Primeiro, observemos que a integral real é imprópria por dois motivos: uma descontinuidacb 
.1 - ü e o limite infinito de integração. Alem disso, como o integrando se comporta como x 1 2 nas \ 
rnidades da origem e como x 2 2 quando x — »■ oc, notamos que a integral converge. 



Formamos a integral 


1 


<iz, onde C é o contorno fechado mostrado n 


Tc 2 (z H- 1) 

gura 6.6.5 e que consiste em quatro componentes: C r e C R são porções de circunferòL 

AB e Eü são segmentos de retas horizontais ao longo de lados opostos do corte do r 
O integrando /(z) da integral de contorno é unívoco e analítico em Ce no interior 
exceto pelo polo simples em z = 1= e T '. Portanto, podemos escrever 

dz = 2ni Res(/(z), —1) 


r c zC2 {z+1) 


Figura 6.6.5 Contorno para o 
Exemplo 6 


Oll 


/ +/ +/ +/ = 2ttí Res(/(z), — 1). 

’C fí JeD JC r J AB 


Apesar do ilustrado na Figura 6.6.5. podemos imaginar que os segmentos de retas AB e ED estão p< k 
nados no eixo real positivo e, mais precisamente, AB coincide com o lado superior do eixo real pos 
para o qual ti = 0. enquanto ED coincide com o lado inferior do eixo real positivo, para o qual ti _ 
Em AB, z = xé u c em ED, z = xe [fí+27r)i = xè 2 *\ de modo que 

/‘ f r (xd 2ni )- 1 / 2 9 . 

1 = 1 ^ l dx) = - 


,r x- 1 / 2 


■R 


ED 


e 


’r xe* 1 " + 1 

_ j.» 

J AB Jr 


, dx = I dx 

jr x E 1 J x + 1 


( xe 0i )- 1 / 2 n r R r -i/2 

(e 0l dx) = / dx. 


xe° l + 1 


x + 1 


2”3 
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Com 2 = re‘° e z = ReP em C e 


eni ('Hi respectivamente, por meio de uma análise similar à usadr 
xemplo 2 e na prova, do Teorema 6.6.1, podemos mostrar que j — > () quando r — ► 0. e /'., — > () ( , lur 
/? - 0. Com isso. do (23), (24) e (25) vemos eme " ' C " 


lim 

r — >0 

/í— -oc 


/ +/ + 

ucr J ed 


j + / = 2?r í Res (/ ( 2 ) , - 1 ) 


é igual a 


•oc 


Vo V5(x + 1) ^ = Rcs (^~)- - 1 )- 

Por fim, usando (4) da Seção 0.5. temos 


( 26 


Res(/(z),-l) = z-'/ 2 


= e -"/ 2 = 




e (26) fornece o resultado 


n 1 

/() y/x(x + 1 


dx = 7T. 


□ 


6.6.4 Princípio do Argument o e Teorema de Rouché 

'. J1 ° : Argumento Em contraste com a discussão focada no cálculo de integrais reais, a semiir 

aplicaremos a teoria de resíduos à localização de zeros de uma função analítica. Contudo, antes disso pre- 
cisamos considerar dois importantes teoremas. 

No primeiro teorema precisamos contar o número de zeros e de polos de uma função /localizados no 

interior de um contorno fechado simples C; nesta contagem, incluímos a ordem ou multiplicidade de cada 
zero 011 polo. Por exemplo, se 

(z-l)(z-0) 4 (.Z+j) 2 


/( 2 ) = 


(~ 2 — 2z + 2 ) 2 (z — i) e (z + 6z) 7 


(27) 


e C for tomado como a circunferência |z| - 2. uma inspeção do numerador de / revela que os zeros inte- 
riores a C sao 2 ; - 1 (zero simples) e 2 = i (zero de ordem ou multiplicidade 2). Portanto, o número N 
( e z( 1 os no inteiioi de C é N {) —1+2 = 2. De modo similar, a ins])eção do denominador de / mostra. 
apos oração de z 2 2z + 2, que os polos no interior de C são 2=1 i (polo de ordem 2). 2 = 1 + i 

(])olo de 01 dem 2) e z = i (polo dc ordem 0). Desta íorma, o número de polos no interior dc C é N = 
2 + 2 + 6 = 10 . " " 


Teorema 6.6.4 Princípio do Argumento 

Seja C um contorno fechado simples totalmente posicionado em um domínio D. Seja /uma função ana- 
lítica em D, exceto em um número finito de polos 110 interior de C, c f(z) ^ 0 em C. Então, 


1 I f'(z) 

— v fh IV. 

c*. : r et \ a ~ • Vn 

l7U'] r J(z) 


. 


(28) 


onde A é o número total de zeros de /no interior de Ce N„ o número total de polos de /no interior de 
( . . a determinação de j\ e N p , zeros e polos são contados segundo suas ordens ou multiplicidades. 

Prova Primeiro, ressaltamos que quando usamos o símbolo § c para um contorno está implícito que a in- 
tegiação é feita 110 sentido positivo ao longo da curva fechada C. 

O integrando f(z)/f{z) em (28) c analítico no contorno Ce em .seu interior, exceto nos pomos no int - 
riordc ( em que / tem um zero ou um polo. Seja z,, um zero de ordem n de /no interior dc C: usando 5 

da beçao 6.4, podemos escrever fiz) = (z - ^(z), onde <j> é analítica em q, e rt(z„) * 0. Diferenciai, • 
segundo a regra para o produto, obtemos 
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f'(z) = (z- 2 0 )V ( 2 ) + n(z - z 0 ) n 1 <£(*), 


'ssao 


em Zfj, temos 


f(z. 

) _ (z- Zq) 

\ n (p'(z) + nl 

u _ 
[ Z 

zo) n 1 (p{z) 

f{z) 

( 

2 - z 0 ) n (t)(z) 

1 


_ <j>’(z) 

Hz) 


+ 


n 




zq 


ponto é 


em z í) . e o resíduo n- 


Res ( yyy, Z 0 ^j = lnn (z - z 0 ) 


H{z) 

<t>(z) 


+ 


n 


— lim 

Z ►£() 


/ \H{z) 

(z — 2 0 ) , r- -f n 

4>{z) 


z - z 0 

= 0 + n = n. 




que é a ordem do zero 2 ,,. 

Seja. agora, z p um polo de ordem m de /no interior de C ; usando (7) da Seção 0.4. podemos escr* 
Ã z ) — y(z)/(z z p ) m , onde g 6 analítica cm z p c g(z£) ^ 0. Diferenciando j(z) — g(z)/(z z p )"\ obtem ■ 

/'(*) = (z - z p )- m g'(z) - m(z - 


Por conseguinte, em algum disco perfurado centrado em z.„ 


V' 

f'(z) _ {z - z p )~ m g'(z) - m(z - z p )- m ~ l g(z) _ g'(z) -rn 


Z r . 


f(z) ( z-z p ) m g{z) g(z) ~ .p 

Vemos, de (31), que o integrando f'{z)/f(z) tem um polo simples em z p . Procedendo como em (30). \e: 
que o resíduo cm z p é igual a rn, o negativo da ordem do polo de f 

Por hm, sejam z {)] , Zy U ..... z, K e z Pi , z py ...., z lK zeros c polos de/, respectivamente, no interior de C\ sejam 
ii as ordens dos zeros e m,, rn,,..., rn, as ordens dos polos. Cada um desses pontos é um polo sim 

do integrando f'(z)/f(z), cujos correspondentes resíduos são rq, n 2 ..... n r e ?/>.,, m, rn,. Segundo 

orema de resíduos (Teorema 6.5.3), f> r [f'{z)/ f(z)\ dz c igual a 2 ttí vezes a soma dos resíduos nos poL - 


<C f{z) 


dz — 2ni 


— 27 ri 


V Res 


f(z) 


. 2o.. 


/(*) 

V nk + E 


.fc=l 

r 


E Res 

fc=i 
27 TÍ[A r o — iVj 


TM 

f(z) 






_fc=l fc=l 

Dividindo este resultado por 2i ri. obtemos (28). 

Para ilustrar o Teorema 6.6.4, suponhamos que o contorno fechado simples seja \z\ = 2 e que a fim 
/ seja aquela dada em (27). O resultado em (28) indica que, no cálculo de £. [f'(z) / f{z)\ dz, cada zer< 
/ no interior de C contribui com 2ni vezes sua ordem ou multiplicidade e cada polo contribui com 2 tt 
zes o negativo de sua ordem: 


im 

Jc /(* 


contribuirão 
dos zeros de / 


contribuição 
dos polos de f 


dz — [2 7T?i ( 1 ) T 2ttz(2)] T [27t/( — 2) -P 27t? 1( — 2) V 27 rz( — 6)] — — 147 ri. 


Por que Priucípio do Argumento ? Por que o Teorema 6.6.4 6 denominado princípio do argunu 
Esta pergunta 6 pertinente, pois na. prova do teorema nenhuma referencia é feita a qualquer argumei 
de grandezas complexas. Contudo, na verdade existe uma relação entre o número N 0 N no Teore 
6.6.1 e arg(/( z ) ) . Alais precisamente. 

N 0 — N p = — [mudança em arg {f(z)) quando z percorre C uma vez no sentido positivo]. 

Zn 
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Este princípio pode ser facilmente comprovado considerando a simples função f(z) = z 2 c a, eireuníVivu 
unitária \z\ = 1 como o contorno fechado simples C no plano 2. Como a função / tem um zero de mul- 
tiplicidade 2 e nenhum polo 110 interior de C, N () N p = 2. Caso C seja parametrizado por z - < 7 0 
0 < 2tt, sua imagem C 110 plano w sob a transformação w = zr é w = e i2 °, ()<()< 2tt. que é a circun- 
ferência unitária \w\ - 1. À medida que z percorre C a partir de 2 = 1 (0 = 0) até z = 1 (0 = 2tt). ve- 
mos que arg(/(z)) = arg (w) = 20 aumenta de 0 para 4?r. Em outras palavras, w percorre a circunferência 
\w\ = 1 duas vezes. Logo. 

— [mudança em arg(/(z)) quando z percorre C uma vez 110 sentido positivo] - ^-[4 tt - 0] — 2. 


Teorema de Rouclié O próximo resultado é uma consequência do princípio do argumento. O teorema 
c útil 11a determinação do número de zeros de uma função analítica. 


Teorema 6.6.5 Teorema de Rouclié 


Soja C um contorno fechado simples totalmente posicionado em um domínio D. Sejam / e 7 funções 
analíticas em D. Se a desigualdade estrita |/(z) g(z)\ < |/(z)| for válida para todo z em C, então fe g 

têm o mesmo número de zeros (levando em conta a ordem ou multiplicidade de cada um) no interior 
de C, 


Prova Primeiro, observamos que a hipótese “se a desigualdade estrita |/(z) r/(z)| l/(z) | for válida para 

todo z em C indica que nem j nem g têm zeros no contorno C. Como j/(z) g{ z) \ = \q{z) f(z) |. se di- 
vidirmos a desigualdade por |/(z)| obtemos, para todo zem C: 



\F(z)-l\<l, 


(32) 


onde /' ( z) = g{z)/f(z). A desigualdade em (32) mostra que a imagem da curva C no plano 
w ( C ) sob a transformação w = F(z) é um percurso fechado e deve estar posicionado no 
interior do disco unitário aberto \w 1 1, centrado em w = 1 (Figura 6.6.6). Em con- 

sequência, a curva C não envolve w = 0 e, portanto, l/w é analítica em C e no interior 
de C . Usando o teorema de Cauchy-Goursat, obtemos 


-ra 6.6.6 Imagem de C está no 
or do disco I vv — 1 1 < 1 


/ — dw = 0 

'c w 


ou 


r f'(z) 


dz = 0. 


resulta em 


Jc F(z) 

pois w = F(z) e dw = F'(z)dz. A regra para diferenciação do quociente 

_ f( z )9'{z)-g{z)f\z) 

() " ÜW 2 ’ 

F'(z) g'(z) f(z) 


(33) 


F(z) g(z) f(z) ' 
Usando a última expressão na segunda integral em (33). obtemos 


'c 


9'{z) f'{z) 

9{z) f{z) _ 


dz = 0 


ou 


/ 9 ^ 
’c o(z) 


dz = 


im 

f c fiz) 


dz. 


Aplicando (2b) do Teorema 6.6.4 com N p — 0. temos que o número de zeros de 7 no interior de Cé igual 
ao número de zeros de / no interior de C. □ 


EXEMPLO 7 Localização de Zeros 

Localizemos os zeros da função polinomial g(z) — £ 82 a + 5. 


Solução Iniciamos escolhendo /(z) — z\ pois tem o mesmo número de zeros que g. Como f tem um zci 
de ordem 9 11a origem z = 0, começamos a busca pelos zeros de g examinando circunferências centra' !, - 
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oiii 2= 0. Em outras palavras, se conseguirmos mostrar que \f(z) g(z)\ < \f{z)\ para todo z em ai 

circunferência \z\ = B. o Teorema 6.6.5 garante que / c g têm o mesmo número de zeros no interii ; 
disco \z\ B. A seguir, usando a desigualdade triangular (9) da Seção 1.2, temos 

| f(z) — g(z ) | = z' ] - (z 9 — 8 z 1 + 5)| = |82 2 — 5 < 8|z| 2 + 5. 

Além disso. \f[z)\ — |2|°. Notemos que \f(z) - g(z)\ < \j[z)\ ou 8|2| 2 + 5 < \z\' ] não é válida para, todo 
circunferência \z\ — 1. de modo que nada podemos concluir. No entanto, expandindo a busca à cirr 
rência de raio maior \z\ = íj vemos que 

l/P) - g(z ) | < 8|2| 2 +5 = 8 (§) 2 + 5 = 23 < (§)" = |/P)| 

pois (if) 9 Rs 38,44. Concluímos de (34) que, como / tem um zero de ordem 9 no interior do disco \z 
todos os zeros de g ocorrem no interior do mesmo disco. 

Seguindo um raciocínio um pouco mais sutil, podemos demonstrar que a função g no Exemplo 7 
alguns zeros no interior do disco unitário \z\ < 1. Para ver isso, podemos escolher f(z) = -8 zr + 5. 
isso. para todo 2 em |2| = 1. 

I/W - g{z ) I = | ( 82“ + 5) - ( 2 9 - 8z' 2 4- 5) | = |-2 9 | = \zf = (l) 9 = 1. 

No entanto, de (10) da Seção 1.2 ternos, para todo 2 em j z| - 1, 


1/0 


I-/MI 


8z 2 - 5 > 


8|z| 2 — |5| = |8 — 5| = 3. 


Os valores em (35) e (36) mostram que para todo z em \z\ = 1, |/( z) g(z)\ < |/(z)|. Como / tom do> 
ros no interior de \z\ < 1 (±-y/| ~ ±0,79), podemos concluir, usando o Teorema 6.6.5, que dois zer - 
g também ocorrem no interior desse disco. 

Podemos prosseguir com este raciocínio. Escolhamos, agora, f(z) = 5 e \z\ = r>. Então, para todo 




\f(z)-g(z)\ = |5 — (z 9 — 8z 2 ± 5) | = |-2 9 + 8z 2 | < |^| 9 -E 8!^| 2 = (|) 9 + 2 % 2 . 002 . 


Assim, vemos que | f(z) g(z)\ < \f(z)\ = 5 para todo z em \z\ — Como / não tem zeros no interit : 
disco \z\ l, g também não tem. Concluímos, então, que todos os nove zeros de g(z) — z' - 82 + 5 • - 
11a região anelar ij ■ \z\ dois desses zeros estão em ~ < \z\ 1. 

6.6.5 Soma de Séries Infinitas 


L : ■ tz Em algumas circunstâncias específicas os resíduos em polos simples da função tri_ 

métrica cot ivz permitem que determinemos a soma de uma série infinita. 

Na Seção 4.3 vimos que os zeros de sen 2 eram números reais 2 = foi. k = 0. ±1, ±2,... Assim, a 

ção cot 7T2 tem polos simples nos zeros de sen 7 tz, que são irz — for ou 2 = i 
u 0, ±1, ±2.... Se uma função polinomial p(z) tiver (/) coeficientes reais, (ii . 

n > 2 e (Ui) não tiver zeros inteiros . então a função 

. 7T COt 7T2 

f(z) = — T^r- 


tem um número infinito de polos simples em 2 = ü, ±1, ±2, de cot 7 tz. 

número finito de polos 2 , 2^,..., z Pr , dos zeros de p(z). O contorno retangu. 
chado C mostrado na Figura 6.6.7 tom vértices (n + V±) + ni. (n + V±) 
(n + Z±) ni e (n ± Z > ) ni. onde n ê tornado como suficientemente grande 

que C envolva os polos simples 2 = 0. ±1, ±2, ±n c todos os polos 2 . : 

2 ? , . Aplicando o teorema de resíduos, temos, 


(11 +5) + ni 

1 

(« + 3) + ni 


C 

-11 

-1 

1 n 

(11 + i) - ni 

(n + 1 ) - ni 


Figura 6.6.7 Contorno retangular C 
envolvendo polos de (37) 


7T COt 7T2 


dz = 2t tí 


E Rcs 


7T COt 7 TZ 


k=—n 


E ( 7T COt 7T 2 

^ \ãT ,Zn 
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Seguindo procedimento similar ao 
f c 7T cot 7Tzdz/p(z) — ► 0 quando n 
seja, 


usado várias vezes na Subseção 6.6.2, podemos mostrar ; . 

oo, de modo que (38) passa a 0 = ^ resíduos 4- ^ resíduos. Ou 

k j 


oc 


E Res 


fc= — OG 


cot 7 TZ 
p(z) 




(39) 


Usando, agora, (4) da Seçao 6.5 (com g(z) — ttcos tt z/p(z), h{z) = sen i rz, h'(z ) = ttcos t rz), o cálculo dos 
resíduos nos polos simples ü. ±1, ±2...., se torna uma tarefa simples: 


tt cot 7 rz \ 7 r cos kn / p(k) 

p(z ) ) 77 COS kir 

Combinando (40) e (39), chegamos ao resultado desejado 


p(k) 


1 


E - 7 b = -VRe £ 

f-r p(k) 


TT COt 7 TZ 

p{z) 


■Pj 


(40) 


(41) 


USO de CSC 7TZ Existem várias fórmulas como (41) para soma de séries. Se p(z) for uma função polino- 
mial que satisfaça os requisitos anteriores ( i) ( üi ), a função 


f(z) 


7 r CSC 7TZ 


p(z) 


(42) 


tem um número infinito de polos simples 2=0, ±1. ±2...., de esc 7 rz, e um número finito de polos z , 
z y)i ,..., z Pr j dos zeros de p(z). Neste caso, pode ser mostrado que 


Y* Ml! 



j= 1 


7 T CSC TT : 

~wr 




No próximo exemplo mostramos como usar o resultado em (41) para calcular a soma de uma série in- 
finita. 


EXEMPI Soma de uma Série Infinita 


oc 


1 


Determinemos a soma da série V' r- 

k=ok 2 + 4 

Solução Se escolhermos p(z) = 2 a + 4, os três requisitos ( i ) ( Ui) que precedem (37) são atendidos. Os zeros 
de p(z) são ±‘2i e correspondem a polos simples de /(z) = cot tt z/(zr + 4). Usando a fórmula em (41), 


•oc 


E í 


i 


. k 2 + 4 

K = — OC 

Agora, usando (4) da Seção 6.5, temos 


„ . 7TCOt7TZ . 

Res| ^TT’- 2l| + 


7T COt 7T Z 

z 2 + 4 


,2 i 


„ , 7 r cot 7 rz \ 7T cot 2ni 

Hcs — . —2 i — e 


z 2 +4 


4 i 


7 r cot TT z 


+ 4 


■,2i 


cot 2 ttz 
4 i 


(44) 


A soma dos resíduos é (7r/27r)cot 2iri. Esta soma é uma grandeza real. pois de (27) da Seção 4.3: 


Com isso. (44) passa a 


TT . 7T COSll(— 27f) 7 T , ^ 

— cot 2ni = — ; — — — — = coth 2 tt. 

2 7 , 2?. ( — 7, senli (— 2tt)) 2 


OC' - 

El 7T 

~Tn 7 = TT COth 277. 

A: 2 + 4 *> 


k— — oc 


(45) 


Este ainda não é o resultado desejado. Para obtê-lo. devemos manipular a soma para escrevê-la 

na forma Ylk=o- Notemos que 
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E 


1 

A: 2 + 4 


■ 1 


E 


1 


termo 
k — 0 


1 A 1 


, A 2 + 4 + 4 ' ^ k 2 + 4 

k=-oo k= 1 


+E 


1 1 A 1 

^ (— A) 2 + 4 + 4 + ^ l- 2 -J 

rC 1 


fc=l 


A 2 +4 


°° 1 1 .A 1 1 


2’V" L. _ _ o _ 

■ 4 — ' k‘^ -A- A A C..—J U* 


, k 2 + 4 4 ^ A; 2 + 4 4 

fc=l fc=G 


(-+ 


Para obter a soma da série original, combinamos (45) e (46), 


E 


k =— oc 


1 

A 2 + 4 



1 1 
A- 2 + 4 ” 4 


— coth 27 r, 
2 


e resolvemos para • 


oc 


Er 

k = 0 


1 1 7T 

, 9 = — + — coth 2 tt. 

A 2 + 4 8 4 


Com a ajuda de uma calculadora, obtemos o valor do lado direito aproximadamente como 0.9104. 


CONJUJN 1 O DE EXERCÍCIOS 6.6 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do / 

6.6.1 Cálculo de Integrais Trigonométricas Reais 

Nos Problemas 1 12, calcule a integral trigonométrica dada. 


1. 

3. 

5 . 

7 . 

9 . 


11 . 



1 


1 +0,5 sen 0 
cos 0 


3 + sen 0 


d0 


d0 


— - d0 [Sugestão: seja t = 2-n — 0.] 


sen 2 0 
5 + 4 cos 0 

cos 2 9 
5 — 4 cos 0 


d0 

de 


cos 2 9 
2 + sen 9 


d.O 


2 . 


4 . 




1 

10 — 6 cos 9 
1 

1+3 cos 2 9 


d0 

d.9 


8 

10 

12 


• r— 

Jo 1 + sen' 
r 2 * cos 2 t 

Jo 3 -ser 

l 

■L 


-de 


d0 


i 


cos 6 + 2sen 0 + 3 


de 


cos 30 
5 — 4 cos 0 


de 


Nos Problemas 13 e 14, deduza o resultado geral dado. Use o Problema 13 para comprovar a resposta do Exemj 
Use o Problema 14 para comprovar a resposta do Problema 7. 


13 . 

14. 


L 

i; 


dO 


0 (a + cos0) : 


dd = 


an 




, a > 1 


sen 2 0 
o + 6 cos 0 


d9 = ~ (a - y^TP) , 


6 2 


a > b > 0 


6.6.2 Cálculo de Integrais Impróprias Reais 


Nos Problemas 15 26, calcule o valor principal de Cauchy da integral imprópria indicada. 
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15. 

17. 

19 


-oc x 2 — 2x + 2 

roc i 


dx 


l-oo (x 2 + 4) 2 


dx 


■ L WTW dx 

2.x 2 - 1 

21 * Loo X 4 + 5x 2 + A dx 

23. rd±ldx 
./() x 4 + I 

f°° T 2 

25. / -dx 

./o + 1 


16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 


1 


-OC 

r»oo 


x 2 - 6a: + 25 

•) 

X 


dx 


'-oo (x 2 d- 1 ) 
/•oc 

/ x 


-dx 

dx 


l-oo (x 2 + 4)3 

1 

l-oo (z 2 + l) 2 (x 2 + 9) 


dx 


1 


lo x° + 1 


-dx 


n oc 2 

X 


— dx 


oo (x 2 d 2x + 2)(x 2 + l) 2 

Nos Problemas 27 38. calcule o valor principal de Cauchy da integrai imprópria indicada. 


27. 

29 


COS X 
-oo'X 2 + l 
xsenx 


oo 

oc 


oc 

oo 


x 2 + l 


dx 

dx 


■L 

33. r^ dx 


28- f -. ~dx 

J- oo a: 2 + 1 

”• I . ' 

■/ 


./o a: 4 4- 1 


32 


34. 


sen j; 


oo 

oo 


x 2 + 4a; + 5 


dx 


xsenx 


35. 


cos a; 


-dx 


o x A + 1 

OO 


dx 


roo 

Qr / xstmx 

‘ (a: 2 + l)(x 2 +4) ra: 


Roo (* 2 + l)(a: 2 + 9) 

A 00 sen a; 

d7 ‘ I dx [Sugestão: primeiro, substitua sen x = (e lx - e~ lx ) /2 i, x real.] 


38. 


F 

J —c 


oo 

oo 


cos x + x senx . 

— , 2 dx |8'U(yc,sZãr;: considere e lz /{z - i) .] 


Nos Problemas 39 42, use um contorno indentado e resíduos para determinar o valor principal de Cauchy da integral 
imprópria especificada. 


39. j 


sen x 


oo 

oo 


X 


dx = 7T 


40 


r senx , . 

• Ríèõnr* :=,r( '“^ ) 


41. / = í 

2 


’ o 


x^ 


42. 


./• COS X 


“5 — õ — TTÍ dx = Trfsen 1 - 2. sen 2l 
x 2 — 3x + 2 J 


6.6.3 Integração ao Longo de um Corte de Ramo 


Nos Problemas 43 46. proceda como no Exemplo 6 e determine o valor principal de Cauchy da integral imprópria 
especificada. ” 1 


43. 


45. 


1 

./o y/x(x 2 

r v* 


7T 


' 2 + 1) dX V2 


dx = 


7 r 


lo (x 2 + l) 2 4 V ^ 


44. 


46. 


1 


0 y/x(x + l)(x | 4) 
2tt 


dx = — 


"°° x'/3 


dx = 


/ o (x+1) 2 3^/3 


Nos Problemas 47 e 48, determine o valor principal de Cauchy da integral imprópria especificada. Use o Problema 47 
para comprovar a resposta do Exemplo 6. Use o Problema 48 para comprovar a resposta ao Problema 45. 



roo a — 1 

47. 

/ - 


Jo x + 1 


roc a 

48. 

/ , 


Jo ( X~ + 


7 r 


sen 07T 


, 0 < a < 1, 


dx 


7r(l — rt) 


4cos(cv7r/2) 


XT> — 1 < ci < 3, a^l 
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Integrais Reais Variadas 


49. Use o contorno C mostrado na Figura 6.6.8 e mostre que 



1 +e a 


■dx = 


7 T 


sen Q7T 


0 < a < 1. 


y 


2 /ri 


| 

> 

w 

-r 

r 


Figura 6.6.8 Figura para o Problema 49 


50. 


o 

O resultado da integral / e~ x 
resultado, a integral de contorno 


dx — yCr pode ser obtido com cálculo elementar e coordenadas polares. Use - 
§ c e z e taz dz e o contorno C mostrado na Figura 6.6.9 para mostrar que 



cos (xx dx 


\/7r _q 2 /4 

e 

2 



Figura 6.6.9 Figura para o Problema 50 


51. Imagine como calcular o valor principal de Cauchy de 

dx. 0 < q < 1. 


L 


oo x a-l 


X — 1 


Implemente suas ideias. 


52. (a) Use uma calculadora com facilidades gráficas ou um programa de computador para desenhar, no me.-i 
sistema de coordenadas, os gráficos do sen 9 e 26 /-n no intervalo 0 < 6 < 7r/2. Explique, em termos gráfi 
a validade da desigualdade sen 9 > 29/n. no intervalo 0 < 9 < n/2. Use esta desigualdade e prove que. p 


R > 0, 


rir/2 

•/o 


—R seu 7T 

e dt> < W 


( b ) Explique como o resultado na parte (a) leva à conclusão que. para R > ü. 


r 

J 0 


e~ R>ícne d9 < ~. 


() resultado em (48) é conhecido como desigualdade de Jordan e é útil no cálculo de integrais das forc 
i-oo f(. x ) cos ax dx e f(x) sen ax dx. 

53. Reconsidere a integral do Problema 39 juntamente com o contorno indentado da Figura 6.6.4. Use a desiguale 
de Jordan do Problema 52 para mostrar que J c ^ —*■ 0 quando R oo. 


54. Como base no procedimento de cálculo delineado na Subseção 6.6.1, investigue a integral / * - 

M < 1. J o a — s 

55. L se a fórmula de Euler como ponto de partida para o cálculo da integral 

r2n 

/ e osf9 [cos (sen 6 - n9) + isen (sen 9 - n0)\ d9 . n = 0 , 1 , 2 , . . . . 

J o 

56. Com base no trabalho feito no Problema 55. deduza os valores das integrais reais 


sen e 
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/ 


e cos 0 cos (sen 0 — nO ) dO e 


/ 


e cos 0 sen(sen 0 — nO) dO. 


57. Seja / uma função real contínua no intervalo [a, b], exceto em um dado ponto c no intervalo. O valor principal 
da integral é definido como 


V.P. í f(x)dx — lim 
/‘ 3 1 

Calcule o valor principal de / dx. 

J o x ~ 1 

58. Determine se a integral no Problema 57 converge. 


I f(x)dx+ f f(x)dx , £• > 0. 

2a J c+e 


6.6.4 Princípio do Argumento e Teorema de Rouché 


Nos Problemas 59 e 60. use o princípio do argumento em (28) do Teorema 6.6.4 e calcule a integral 
a função fe contorno fechado C dados. 



L M 

/O) 


dz para 


59. f(z) = z u — 2 iz x + (5 — i)z 2 + 10, C envolve iodos os zeros de / 


60. f(z) 


(z - 3 iz - 2)" é . 
z(z 2 — 2z + '2) b 


3 

2 


Nos Problemas 61 64, use o princípio do argumento em (28) do Teorema 6.6.4 e calcule a integral dada no contorno 
fechado C indicado. Você deve identificar f(z) e f'(z). 

61. (I — dz, C é \z\ = 2 62. (f — - dz, C é \z\ = 3 

Jc z 2 +z ' Jc z 2 + 4 11 

63. jj cot zdz, Cê o contorno retangular com vértices 10 + i, -4 + i, -4 — i e 10 — i. 



65. Use. o teorema de Rouché (Teorema 6.6.5) e mostre que todos os sete zeros de g(z) = z T + 10 z + 14 estão no in- 
terior da região anelar 1 < \z\ <2. 

66. (a) Use o teorema de Rouché (Teorema 6.6.5) e mostre que todos os quatro zeros de g(z) = 4^ + 2(1 i)z + 1 

estão no interior do disco |z| < 1 . 

(b) Mostre que três zeros da função y na parte (a) estão na região anelar ^ < |sj < 1. 

67. Na prova do Teorema 6.6.5, explique como a hipótese “se a desigualdade estrita \f(z ) g(z) \ < \f(z)\ for válida 

para todo zem C" implica que fe g não podem ter zeros em C. 


6.6.5 Soma de Séries Infinitas 


68. (a) Use o procedimento ilustrado no Exemplo 8 e deduza o resultado geral 

°° 1 1 

VfcíT^ =I 2^ + ^ cotl ‘ a7r ' 


k = 0 


(b) Use a parte (a) e comprove (47) com a = 2. 

(c) Calcule a soma da série . 

w ^ k 2 + 1 


k = 0 

Nos Problemas 69 e 70, use (41) e calcule a soma da série dada. 

1 

1 61 2 4 - 

fc=l v ' fc=0 


00 1 

“Sm 


70 - Y. 


16 + 16 A; + 3 


Nos Problemas 71 e 72. use (43) e calcule a soma da série dada. 
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71. V 7-V 

' (Ah 


(- 1 )* 


(4Ar -hl) 2 


72. V — - 

(Oh 


(~l) k 


k= — oc ' ' k=Ü 

73. (a) Use (41) e obtenha o resultado geral 


(2 k + 1)3 


E 


1 


7T‘ 


, (k — a) sen 7ra 

onde a ^ 0. ±1. ±2,.... 

(b) Use a parte (a) e comprove sua resposta ao Problema 69. 

74. (a) Use (43) e calcule o resultado geral 

(— l) fc 7r"cos7r a 

( k + a) 2 sen 2 ira 


E 


k——o o 

onde a ^ 0, ±1, ±2..... 

(b) Use a parte (a) e comprove sua resposta ao Problema 71. 


6.7 Aplicações 

Cursos de matemática e engenharia usam a transformada de Laplace de uma função real / defini ! 
para. /. > 0, como 


? 

- ./f) 


(1 


Quando a integral em (1) converge, o resultado é uma função de s. E comum o uso de uma uornenc: 
tura que enfatize a relação entre a função e sua transformada: a função é representada em letra m. 
núscula e sua transformada de Laplace em letra maiuscula. Por exemplo. = F(s ). %{y(t)} — 

Y(í>), c assim por diante. 

Ao aplicar (1), nos deparamos com dois problemas: 

(?) Problema direto: dada a função /(/.) que satisfaz certas condições, determinar sua transformada . 
Laplace. 

(ü) Problema inverso: determinar a função f( l) que tem uma dada transformada F{ s) . 

A função /(/) c denominada transformada inversa de Laplace e denotada por c f‘ l {F(s)}. 

A transformada de Laplace é uma ferramenta muito útil na solução de certos tipos de problcn. 
aplicados que envolvem equações diferenciais. Nesses problemas, trabalhamos com a transformada Y ■ 
de uma função desconhecida y{l). A determinação de y(t) exige o cálculo dc ■£ ] { P(s)}. Quando ) ■ 
é uma função racional dc .s, podemos usar frações parciais, propriedades operacionais ou tabelas 
transformadas para determinar sua inversa. 

Nesta, seção veremos que a transformada inversa de Laplace não é simplesmente um símbolo, m-- 
outra transformada integral. A razão dc não usarmos essa transformada integral inversa em cursos - 
ciais se deve ao fato de ser um tipo especial de integral de contorno complexa. 

Iniciamos a seção com uma revisão da noção de pares de transformadas integrais, e a encerram t 
com uma breve introdução à transformada dc Fourier. 


Transformadas Integrais Seja f(x, y) uma função de valor real de duas variáveis reais. Uma intem 
definida de / em relação a uma das variáveis resulta em uma função da outra variável. Por exemplo, 
mantivermos y constante o resultado da integral na variável real x // 4 xy 2 dx = 6 y 2 é a função 6 tf. As>: 
uma integral definida da forma F(a) = f f(x) K (a. x) dx transforma a função / da variável x na fun 
F da variável a. Dizemos que 

F(a) = I f(x)K(a,x)dx 
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é uma transformada integral da função /. Transformadas integrais ocorrem em pares de transformadas. 
Isso significa que a função original / pode ser recuperada por meio de outra transformada integral 

/(*) = / F(a)H(a,x)dn, (3) 

denominada transformada inversa. A função K(a, x) em (2) e a função H(a, x) em (3) representam os 
núcleos ( kernels ) das respectivas transformadas. Notamos que sc a. representar uma variável complexa, a 
integral definida em (3) é substituída por uma integral de contorno. 


Transformada de Laplace Suponhamos que em (2) o símbolo a seja substituído pelo símbolo s e 
que / represente uma função real* definida no intervalo ilimitado [0. oo). Neste caso (2) é uma integral 
imprópria, definida como o limite 


pOC pt) 

/ K(s.t)f(t)dt = lim / K(s, t)f(t) dt. 
J 0 b->oaJ o 


(4) 


Se o limite em (4) existir, dizemos que a integral existe ou converge; se o limite não existir, a integral não 
existe e dizemos que diverge. A escolha de K(s, t) = e st , sendo s uma variável complexa, para o núcleo de 
(4) resulta na transformada de Laplace {/(£)} definida em (1). A integral que define a transformada de 
Laplace pode não convergir para certas funções /. Por exemplo, j e ?£{] /i] não existem. É possí- 

vel, ainda, que o limite ern (4) exista apenas para certos valores da variável s. 


EXEMPLO 1 



: gura 6.7.1 Continuidade por 
-tes em [0, esc) 


Existência de uma Transformada de Laplace 

A transformada de Laplace de f( t) — 1, t > 0 é 


í£{i}= í 

J 0 


oo fb 

e~ st (l)dt= lim / e~ st dt 


b — >oo 


0 


-st 


— lim 


b—> oc S 


= lim 


1 — e 


—sb 


Sc s for uma variável complexa s = x + iy , 




Figura 6.7.2 Ordem 
xponencial 


y 



Figura 6.7.3 f{t) = cos t é de 
ordem exponencial r = 0 


e sb — e bx (cos by + isenby). (6) 

Usando (6), vemos que, cm (5), e s, ‘ —> 0 quando b — > oo, sc x > 0. Em outras palavras, (5) 
fornece {1} = — , desde que Re(s) >0. □ 


Existência de £{J\t)} As seguintes condições são suficientes para garantir a existên- 
cia de T/A/)}: / deve ser contínua por partes ern [0. oo) e / deve ser de ordem exponencial. 
Recordemos do cálculo elementar que continuidade por partes em [0, oo) significa que, 
em qualquer intervalo, existe no máximo um número finito de. pontos t k , k = 1, 2, ..., ??,, 
t k j < t k . nos quais / tem descontinuidades finitas e é contínua em cada intervalo aberto t k , < 
t < t k (Figura 6.7.1). Uma função fé de ordem exponencial c caso existam constantes c, 
M > 0 e T > 0 tais que \f(t)\ < Me f*, para t > T. A condição \f(t)\ < Me ? , para t > T afir- 
me. que o gráfico de /no intervalo (T. oo) não cresce mais rapidamente do que o gráfico da 
função exponencial Me? (Figura 6.7.2). De modo alternativo. e r> \f(t)\ é limitada; ou seja. 
e'W) I < M para t > T. Como podemos ver na Figura 6.7.3. a função /( t) = cos t. t > 0. 
é de ordem exponencial c = 0. para t > 0. De fato, toda função limitada 6 necessariamente 
de ordem exponencial c = 0. 


*A função /( /) também pode ser uma. função de valor complexo da variável real t. 
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Teorema 6.7.1 Condições Suficientes para a Existência 

Seja /uma função contínua por partes em [ü, oc) e dc ordem exponencial c para t > T. Então, ££{/(/ 
existe para Re(.s) > c. 


Prova Segundo a propriedade aditiva de integrais definidas, 


ÍE{f(t)}= I e~ st f(t) dt + I e- st f(t)dt = I 1 + I 2 . 

Jo Jt 

A integral 7, existe, pois pode ser escrita como a soma de integrais cm intervalos em que e "'/(/) é contímn 
Para provar a. existência de I 2 , tomemos s como a variável complexa s = x + iy. Usando j e - f | = \e M (cos 
+ i sen yt)\ = e H e a definição dc ordem exponencial \f(t) \ < Me!'*, f > T. obtemos 


*QO 


»OC 


\h\< I e st f{t) | dt < Al / e 

Jt Jt 


—xt x:t 


e dt 


••DO 


= M / e- ( - x ~ c)t dt = -M 

Jt x ~ c 


P (x c)t x p—(x—c)T 

= M- 


T 


X — C 


para x = Re(,s) > c. Como Me ( r r)l dt converge, segundo o teste de comparação para integrais ir. 
próprias, a integral j T \e~ st f(t) | dt converge. Isso, por sua vez, implica que I 2 existe para Re(s) > c. - 
existência de / e de I 2 implica que ££{f(t)} = e~ 8t f(t ) dt existe para Re(.s) > c. Z 


Com esse conceito cm mente, enunciamos o próximo teorema sem prová-lo. 

Teorema 6.7.2 Analifcicidade da Tr ansformada de Laplace 

Seja / uma função contínua por partes em [0 , oo) e de ordem exponencial c para t > 0. Então, a trans- 
formada de Laplace 

poo 

F(s)= e~ st f(t) dt 

c uma função analítica no semiplano direito definido por Re(s) > 0. 


A Transformada Inversa de Laplace Embora o Teorema 6.7.2 indique que a função complexa F 
é analítica no semiplano à direita da reta x — c no plano complexo, em geral F(s) terá singularidade- 
esquerda desta reta. Agora, estamos em condições de apresentar a forma integral da transformada inv- 
sa de Laplace. 


leorema 6.7.3 Transformada inversa de Laplace 


Se /e }' forem contínuas por partes em [0, oc), se / for de ordem exponencial c para t > 0 e se F(s) : 
uma transformada dc Laplace, a transformada inversa de Laplace ü£ l {F(s)} é 


onde 7 > c. 


f(t)=£ { F(s ) 


Ai 


1 


“H Ui 


lim 


e^FWds, 


2ttí /?— x I 


)—>R 


O limite em (7), que define um valor principal da integral, é usualmente escrito como 

1 n+ioc 

f(t)=X {F(s)} = —J e st F(s) ds, 


' 7 — ÍOG 
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• s 4 


S 1 


o 


V 


S 3, 



Y + iR 


Y-íR 


-r.-a 6.7.4 Possível 
•no para o cálculo 


onde os limites de integração indicam que esta é feita ao longo do contorno retilíneo ven: 
infinito Re(s) = x = 7. Aqui, 7 é uma constante real positiva maior que c e maior que as panes 
reais de todas as singularidades no semiplano à esquerda de x — 7. A integral em (8) é conhe- 
cida como integral de contorno de Bromwich. Comparando (8) e (3). vemos que o núcleo da 
transformada inversa é Ií[s, t) — e sl / 27 ri. 

O fato de F(s) ter singularidades s 2 , ..., s n à esquerda da reta x = 7 permite que calculemos 
(7) usando um adequado contorno fechado que envolva as singularidades. Um contorno fechado 
C comumente ut ilizado consiste em uma semicircunferência C }{ de raio R e centro (7, 0) e em 
um segmento de reta vertical L, { paralelo ao eixo y, que passa, pelo ponto (7. 0) e se. estende de 
y = 7 iR a y = 7 4- iR (Figura 6.7.4). O raio R. da semicircunferência deve ser maior que o 
maior número no conjunto dos módulos das singularidades, { 1 0*1 1 , |.s 2 |, ..., |s„|}, ou seja, suficien- 
temente grande para que todas as singularidades estejam no interior da semicircunferência. Com 
o contorno C escolhido dessa forma, (7) pode ser calculada com uso do teorema de resíduos de 
Caucliy. Se permitirmos que o raio R da semicircunferência tenda a 00, a parte vertical do con- 
torno tende à reta vertical infinita que c o contorno em (8). 

O contorno que acabamos de descrever será usado para provar o próximo teorema. 


Teorema 6.7.4 Transformada Inversa de Laplace 

Seja F(s) uma transformada de Laplace que tem um número finito de polos s u & 2i ..., s v à esquerda 
da reta vertical Re(s) =70 seja C o contorno ilustrado na Figura 6.7.4. Se sF(s) for limitada em C R 
quando R — ► 00, então 

X 1 {F(s)} - ^ Res (e* f F(s) : s k ). (9) 

fe= 1 


Prova Da Figura 6.7.4 e do teorema de resíduos de Cauchy, temos 


[ e st F(s) ds + í e st F(s) ds = 2 t tíJ 2 Res (e st F{s), s k ) 

J Cr -'Lr fc_]. 


'• 7 +ili 


OU 


2/1 i 


e st F(s) ds = ^2 Res { eSt ' F ( s )i s k) " 9^7 / e * tF ( s ) ds - 
k= 1 771 d Crt 


(10) 


O teorema é justificado fazendo R — > cx: em (10) e mostrando que lim j c e st F(s) ds = ü. Se a semicir- 
cunferência C R for parametrizada por s = 7 4* RtF, 7r/2 < 0 < ‘3nj2, então ds — Re ,H dO — ( s 

1 


/ » -j /■37 t/2 

e st F(s)ds= / e ) ' t+lit c F(~i-\-Re l0 )Rie >n d6. 

c R 2 t nJ n /2 


Logo, 


1 

27T 


e st F(s ) ds 


'c R 




■37t/2 


7t/2 


, 7 1 + Rte 


ie 


F(j + Re w ) I \Rie 10 dO. 


i9 


( 11 ) 


Para determinar um limitante superior para a expressão em (11), examinemos os três módulos do inte- 
grando no lado direito da desigualdade. Primeiro, 

1 pois |e ífíísen0 | = 1 


e 


7 1-\- RtcF 


e ' e 


t Rt ( cos 9+i sen 6) 


— e lt e Rt cos 6 


A seguir, para R suficientemente grande, podemos escrever 

Rie l ° = |s — 7 ] |i[ < |.sj + ( 7 1 < |.sj + j.sj = 2|.sj e |.s-F(.s)| < M. 

A primeira dessas duas desigualdades resulta da desigualdade triangular, e a segunda da hipótese de epie 
sF(s) é limitada em C R quando i? — > oc. Assim, a desigualdade em (11) fica escrita como 
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1 

2tt 


e st F(s) ds 


'C R 


M 

< — e 7f 

7T 


•37r/2 


e 


Rt cos 6 


de. 


r/2 


Se fizermos 6 — cf) + 7t/ 2, a integral no lado direito de (12) se torna f 0 ‘ c Rt * f ' n ó dò. Como o integram: 
simétrico em relação à reta tí = tt/ 2, temos 


L 


'■n/2 


I e -K ís “' ^díj) = 2 í e - Rts "" * d <j>. 

0 J o 


Como sen (f) > 2é/ir* 

2 / 7 e- s,scn ^íZ0 < 2 / e- 2Rt * /n d<i> = - — 

J 0 •/ 0 

Consequentemente, de (11), (12), (13) c (14), obtemos 


3 

to 

1 


1 Ê 

1 

0 

1 e J 


1 

27T 


e st F(s) ds 


'c 


R 


< 


Me d 
Rt 


[i 


-Rt 


Como o lado direito de (15) tende a zero quando R — > oo para t> 0. concluímos que lim f c e st F(s) ds = 
Por fim, quando R — » oo, de (10), vemos que ^ 30 


_ i ,- 7+200 n 

% m«)} = 5- / e st r(s)d S = ][>cs (e st F( s ), **). 

ZTTIJj^íqc fc— 1 


Nos exemplos a seguir, assumimos que as hipóteses do Teorema 6.7.4 são satisfeitas. 


EXEMPLO Transformada Inversa de Laplace 

Calculemos SE 1 j j , Re(s) > 0. 


Solução Considerada uma função da variável complexa s, a função F(s) — l/s 1 tem um polo de orde: 
em s - 0. Dessa forma, de (9) e (2) da Seção 6.5 temos: 


/(í) = a _1) 1 t 1 1 - J2 


I 


s 

d 2 


.3 


= Res e— , 0 = - lim 


s v 


2 s *o ds 2 


3 6 


.st 


(*-0) 4 ^ 


— - lim— — e 
2 6—0 ds 2 

= - lim t 2 e si 
2s->o 

2 




A resposta no Exemplo 1 é consistente (para n = 2) com o resultado = n!/s" +1 encontrar; 

todas as tabelas de transformadas de Laplace. 

A transformada de Laplace (1) utiliza apenas os valores de uma função f[t) para t > 0. de mod 
em geral fé tomada como sendo 0 para t < 0. Esta não chega a ser uma grande limitação, pois as 
ÇÕes com que lidamos em aplicações são, em sua maior parte, definidas apenas para t > 0. Embor 
entremos em detalhes, a integral de inversão em (7) pode ser deduzida de um resultado conhecido 
fórmula integral de Fourier, segundo a qual 

1 r+Í ~e«F(s)és= ]m ’ í>0 


2t tí 


’ 7 — iOG 


0, t < 0. 


*Problema 52 do Conjunto de Exercícios 6.6. 
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Este resultado está implícito na prova do Teorema 6.7.4. Notamos dc (15) que a conclm ' 
lim fc n e st F(s) ds = 0 não é válida para t < 0. No entanto, se, para t < 0, escolhermos 

li — >oc i ^7+ioo 

e st F(s) ds = 0. 


/•7+ioc 

contorno à direita de x = 7, como mostrado na Fignra 6.7.5, temos - ‘ ~ st 


2 t tí 


7—100 


que é consistente com (16). Usaremos esses resultados 110 próximo exemplo 


Calculemos SE 


-1 


.jra 6.7.5 Contorno para a 
_;ral de inversão (7), para 

< 0 


EXEMPLO 3 Transformada Inversa de Laplace 

(.s- - l)(s - 3) }’ Re(s) > 3 ' 

Solução Antes de calcularmos os resíduos nos polos simples s = 1 e s = 3, notemos, depois de 
combinar as duas funções exponenciais e substituir o símbolo t por t — 2, que (16) fornece 


-í 

2 TTl L 


y+io ° e s(t-2) /(í), t — 2 > 0 

ds — \ 

7— íoo (A 1 )(ã *0 I 6, t — 2 < 0. 


Agora, de (17), (9) e (1) da Seção 6.5, temos 

2 8 


m = x 


-1 


2s 


(s-l)(s-3) 


Res e s 


sL 


,-2s 


e ^-2) 

= lim(s - 1)— — — - — + lim (s - 3) 


(s-l)(s-3) 

e s(í— 2) 


,1 + 


e 


st 


{s- l)(s — 3) ’ 


3 


.S 


(s — l)(s — 3) .3 


(s - l)(s - 3) 


= — + I e 3 <‘- 2 >. 
2 2 


E111 outras palavras, 


_lp í— 2 1 lp3(í— 2) / > 9 

m = 1 2 2 5 

0, t < 2. 


(17) 


(18) 

□ 


No estudo da transformada de Laplace, a função degrau unitário 

1, t > a 


°U (t — a) = 


0, t < a 


se mostra extremamente útil quando trabalhamos com funções contínuas por partes. A função descontí- 
nua cm (18) pode ser escrita como 

f(i) = — \e l 2õ ll(t — 2) + i e 3 ( í_2 ) õ U (í - 2). 


Transformada de Fotirier Suponhamos, agora, que J(x) seja uma função real definida no intervalo 
(-00, 00). Outro importante par de transformadas é o composto pela transformada de Fourier 


/ oo 

f(x)e ia *dx = F(a) 

-OO 


(19 


e a transformada inversa de Fourier 


& Vt»)} = lf F(a)e- ia *da = f(x). 

^ d — OO 


(20 


Comparando (19) c (20) com (2) e (3), vemos que o núcleo da transformada de Fourier c K(a, x) = e:‘ ' e 
que o núcleo da transformada inversa é H(a. x) = e u '*/2n. Em (19) e (20) assumimos que a é uma variável 
real. Observamos que, ao contrário dc (7), a transformada inversa (20) não é uma integral de contorno. 


288 


Capít ulo Seis 


EXEMPLO 4 Transformada de Fourier 

Determinemos a transformada de Fourier de f(x) = e . 

Solução () gráfico de /, 




f(x) = 


e x , x < 0 
e~ x . íc>ü 


(21 



Figura 6.7.6 Gráfico de f no Exemplo 4 


é dado na Figura (i.7.6. Da forma expandida de J em (21) e de (19) obtemos a tia. 
formada de Fourier de / como 

®{f{x)} = í e x é ax dx + í e~ x e iax dx = h + h- 

J - oo Jo 

Iniciaremos pelo cálculo da integral imprópria L. Uma das diferentes maneiras 
proceder consiste em escrever 

b 


rb e -x(l-ai) 

1-2 = lim / e~ x{1 ~ m} dx = lim — : — — 
ò-kx Jo b ~*°° m ~ 1 


e -b{l-ai) _ i 

= lim : — 

b—> oo (XI — 1 


1 


lim \e b cos ba + ie ò sen ba — 1 


1 


ai — 1 b— ►oc L J 1 

Aqui, usamos linp^e h cos ba = 0 e lim^^e " sen ba = 0, para h 0. 
A integral /, pode ser calculada da mesma forma: 

1 


h = 


1 ~\r a i 


Somando fí e fí. obtemos o valor da transformada de f ourier de (22): 

1 1 2 

< &{f(x)} = 7 : + — : 011 F ( a ) = 


ai 1 -{-ai 


1 + a~ 


9 - 


2 


EXEMPLO 5 Transformada Inversa de Fourier 

Determinemos a transformada de Fourier de F(a) = - 

Solução O objetivo é recuperar a função J do Exemplo 4 por meio da transformada inversa (20). 

"OO O 




1 




-e~ iax da = f(x). 


Para calcular (23), tomemos z como uma variável complexa e introduzamos a integral de con 
Á i -e~ izx dz. Notemos que o integrando tem polos simples em z = ü. De aqui cm diante. ■ 

/ c 7í(l + z 2 ) _ . . . . 

cedimento a ser usado é basicamente o mesmo empregado na seção anterior para calcular integrais 
nomctricas pela teoria de resíduos. O contorno C mostrado na Figura 6.7. i circunda o polo simpf ' 
v i que ocorre no semiplano superior; o contorno consiste no intervalo [ R, fí) no erx 

e no contorno semicircular C R . onde R > 1. Formalinentc, temos 


> 


-R 


S^R 


Jc “U + zl ) 


e xzx dz — 2 ttí Res 


1 


7r(l 4- z 2 ) 


t 


e x . 


Obviamente, o resultado de (24) não c a função / com que iniciamos o Exemplo 4 
análise detalhada revelará que a integral de contorno ao longo de C R tende a zero 
do fí — ► oo apenas se assumirmos que x < 0. Em outras palavras, a resposta em _ 
na verdade, e'\ x < 0. 


Figura 6.7.7 Primeiro contorno 
usado no cálculo de (23) 
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Se considerarmos 


1 


— e iZX dz , onde C é o contorno na Figura 6.7.8, podemos mostrar que a 


f c d - z 2 ) 

integral co longo de C R tende a zero quando R — ► oo se assumirmos que xê positivo. Ou seja, 



-ígura 6.7.8 Segundo contorno 
>ado no cálculo cie (23) 


1 


r c 7r(i + z 2 ) 


e lZT dz = —2m Res 


7r(l + 2 2 ) 


e 


-IZT 


-i = e 


-X 


j; > 0. 


(25) 


Notemos o sinal menos adicional que aparece na frente do fator 27 ri no lado direito de j_25). 
Este sinal advém do fato de que, em C na Figura 6.7.8, j> c = j c ^ + j R = —f_ R = 


rc -JC R 1 JR 

2? ri Res (2 = —i). Quando R — ► oc, f C/ — * 0 se x > 0; então, - lim j R R = 2i ri Res (2 = i) 
ou lim \ R r = 27 ri Res (2 = -i). Combinando (23) e (24), obtemos 


R-* oc' 


9 *{F(a)} = ; 


-1 


2 


2tt /_ 00 1 d - a 


■e 


— lax 


der = 



que reproduz (21). Notemos que quando x = 0 em (23), a integração convencional dá o valor 1. que é /(O) 
em (21). ÍJ 


servaçoes 


(i) As condições que exigem que a função / seja contínua por partes e de ordem exponencial são 
suficientes , mas não necessárias, para a existência de F(s) — Por exemplo, a função 

j{t) = t 12 não é contínua por partes em [0, 00 ) (por quê?); mesmo assim. !f.{t 1 2 } existe. 

(ri) Assumimos que F{s) tem um número finito de polos no plano complexo. Em geral, isso é ver- 
dadeiro quando F\s) advém da solução de uma equação diferencial ordinária. Na solução de 
problemas práticos que envolvem unia equação diferencial parcial não é incomum obter uma 
função F(s) com um número infinito de polos. Embora a prova do Teorema 6.7.4 não seja váli- 
da quando F(s) tem um numero infinito de polos no semiplano esquerdo Re(,s) < 0, o resultado 
indicado pelo teorema é válido. Neste caso, o valor da integral é uma série infinita, obtida da 
soma infinita dos resíduos. 

(Ui) Embora tenhamos ilustrado o uso de (1) quando as singularidades de F(s) são polos, o prin- 
cipal uso de (1) é no cálculo de transformadas inversas de funções mais complicadas, como 
F(s) - (s 2 + o 2 ) 1 2 . 

(iv) Não mencionamos condições para a existência da transformada de Fouricr (19) de uma função 
f Estas condições são consideravelmente mais exigentes que as associadas à existência da trans- 
formada de Laplace. Por exemplo, 1 } = l/s, mas 2F{1} não existe. Para mais informações a 
respeito de teoria e aplicações da transformada, de Fourier, sugerimos a consulta de livros sobre 
teoria de Fourier ou de matemática avançada para engenharia.* 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 6.7 ( Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final do livro.) 

Nos Problemas 1-4, determine a transformada de Laplace da função dada. Determine a condição sobre s que é sufi- 
ciente para garantir a existência de F{ s) = í£{f(t)}. 

1. f(t) = e 5t 2. /(£) = e ( ~ 2+3i)í 

3. /(£) = sen3í 4. f(t) = e l cost 

5. Generalize o resultado no Problema 1 e determine a condição sobre s que é suficiente para garantir a existência 
de t£{e kl }, onde k é uma constante real. 

G. Generalize o resultado 110 Problema 2 e determine a condição sobre s que é suficiente para garantir a existência 
de .'Jfe 1 ' 1 }. onde kê uma constante real. 


*Por exemplo, Matemática Avançada para Engenharia , 3* Edição, de Dcnnis G. Zill e Michael R. Culleii, Bookman, Porto Alegiv 
RS. 2009. 
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7. A transformada de Laplace é urna transformação linear, ou seja. para constantes o e 0, 

?£{af(t) + (3 g(t)} = + fj!£{g(t)} 

sempre que as duas transformadas existirem. Use esta definição de linearidade e a das funções hiperbólicas 

g kt çkt ^—hl 

senli kt = . cosli kt = , 

2 2 

sendo k uma constante real, e determine c /{senh kt) e i£{cosh kt) 

8. Determine a condição sobre s que é suficiente para garantir a existência das transformadas de Laplace no P: 
blema 7. 

Nos Problemas 9 18, use a teoria de resíduos para calcular a transformada inversa de Laplace !£ ’{F(s)} para a fi. 
ção F(s) dada. 


9 . — 


s 6 


11 . 

13 . 

15 . 


1 


s 2 + 4 
1 

a 2 - 3 

e~as 

s 2 -5.S + G 

1 


a > 0 


17 . — 

s 4 - 1 


10 . 

12 . 

14 . 

16 . 

18 . 


1 


(* - 5) 3 
s 

(s 2 + l) 2 
1 

(» - a) 2 + b 2 

n -as 

õ » a > 0 


(s - a) 2 
s + 4 

.s- 2 + 6» + lí 


Nos Problemas 19 e 20, determine a transformada de Fourier (19) da função dada. 


19 . /(*) = 


0, x < 0 

e- x , x > 0 


20. f(x) = 


sen x, | x I < 7T 


0, 


x > 7 r 


21. Use a transformada inversa de Fourier (20) e a teoria de resíduos para recuperar a função / do Problema 19. 

1 


22. A transformada de Fourier de uma função fé F(a) — - 
a teoria de resíduos para determinar a função /. ^ ~ 


. Use a transformada inversa de Fourier (2" 


Foco em Conceitos 


23. Para o resultado obtido no Problema 8, determine valores de 7 que possam ser usados na transformada inversa 

24. (a) Se F(a) for a transformada de Fourier de f(x), a função |F(q)| é denominada amplitude espectral ou esp- 

iro de /. Determine a amplitude espectral de 


f(x) - 


1, |x| < 1 
0, |x| > 1 


Desenhe o gráfico de |F(o:)j. 

(b) Faça uma pesquisa de literatura e determine urna aplicação do conceito de amplitude espectral de uma : 
ção. 


25. Determine a transformada de Fourier de f(x) 
em (20) pode ser calculada? 


x, ü < x < 1 

. Como a transformada inversa de Fom 

0, x < 0 or x > 1 


Projetos 


26. Na aplicação da transformada de Laplace a problemas que envolvem equações diferenciais parciais é comum 
ocorrência de inversas como 


f(x,t) = 


senh xs 


( s 2 + l)senhs 


Investigue como (8) e (9) podem ser usadas para determinar J\x, t). 
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Questionário de Revisão do Capítulo 6 


(Veja Soluções de Problema# Selecionados de Ordem ímpar ao finai - 


Nos Problemas 1 '20. responda verdadeiro ou falso. Se a afirmação for falsa, justifique sua resposta explicando p .r 
que é falsa ou dê um contraexemplo; se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta, provando a afirmação 
cite um resultado pertinente do capítulo. 

1. Para a sequência {2,,}, onde z n = i n = x n + iy n , R.e(2„) = x n — cos(í?. 7 t/ 2) e I rn ( z„) = y n = sen(n?r/2) 

2. A sequência {*"} converge. 

f 1 + * 


3. I1III71 — . OC 

4. lim 




= 0. 


z n — 0 se e somente se lim n _ x \z,\ = 0. 


E oo z 

j-ç converge absolutamente em todo ponto em seu círculo de convergência. 

Ar=l /c - 

6. Existe uma série de potências centrada em 3, = 1 + i que converge em z = 25 — 4/ e diverge em z = 15 + 21*. 

7. Uma função fé analítica em um ponto 2„ se / puder ser expandida em uma série de potências convergente cen- 


trada em 


a)- 


8. Suponha que uma função / tenha uma representação em série de Taylor com círculo de convergência \z z^\ = 
R. R 0. Então, fé analítica em todos os pontos no círculo de convergência. 

9. Suponha que uma função / tenha uma representação em série de Taylor em z [l . Então, / é analítica em todos os 
pontos 110 círculo de convergência \z - z^\ = R, R > 0, e / não é analítica cm todos os pontos fora de \z— z,, | = R. 

10. Se a função / for inteira, o raio dc convergência de uma expansão de / em série de Taylor centrada em z ü — 1 i 
é necessariamente R = oc. 


11. As duas séries de potências 


e 


1 +z 

1 

1+2 


1 1 2 3 . 

— 1 — 2 + 2 — 2 + 


1 

2 


\3 


2-1 , ( 2 - 1 )' ( 2 - 1 / | 


2= 


2 3 


2 


4 


convergem em 2 — 0,86 — 0,52*. 

12. Se a série de potências Y^=o a k zk tiver raio de convergência R , a série de potências a kZ 2k tem raio de con- 

vergência \/R. 

13. As séries de potências a k zk e y/^í 1 ha-kZ k ~ l têm o mesmo raio de convergência R. 

14. O ramo principal f(z) do logaritmo complexo não possui uma expansão de Maclaurin. 

15. Se / for analítica cm toda uma vizinhança deletada de e se z {í for um polo de ordem n. lim z —> Zo (z — zo) n f(z) ^ 0. 

16. Uma singularidade de uma função racional ou é removível ou é um polo. 


17. A função f(z) — 


z 2 + 2 iaz — 1 


, a > 1, tem dois polos simples no interior da circunferência unitária \z\ = 1. 


18. 2 = Ué um polo simples de f(z ) = (- cot 2. 

19. Se z il for um polo simples de /, é possível que Res (f(z), z,,) = 0. 

20. A parte principal de uma série de Laurent de f(z) — 
dois termos não nulos. 


1 — cos 


válida para 0 < \z\ < 2 tt contém exatamente 


Nos Problemas 21 40, tente preencher as lacunas sem consultar o texto. 

. . f 2 in (9 — 12*)n + 2 1 

21. A sequencia < — - — > converge para 

[ n + i 3 ri +1+7 * J 

22. A série * + 2* + 3* + 4* + ... diverge, pois . 

„ . 1 i 1 

23 ‘ 5_?_ 5 + 25 + T25 _ '" _ • 


24. A igualdade 0 (+Tí) = 2 1 " 2 + >) »dvé 

por . ^ ' 


ém de 


e é válida na região do plano complexo definida 




292 


Capít ulo Sois 


E OO ^ 

k _ {} (5 + 12 i) (z — 2 — i) converge absolutamente no interior do círculo 
v^°° 4 fc . 2 fc 

26. A série de potências ) , — — — (z — 2 + 3i) diverge para \z 2 4- 3i| > 

k — 0 Zfc “T" 5 


J: 


27. Se a série de potências akZ K . 0 . tiver raio de convergência R. > 0, a série de potências V 

. i ^ ‘ ^ k = 0 * ^ k — 0 Q L- 

raio cie convergência 


28. Sem determinar a expansão propriamente dita, a série de Taylor de f(z) = esc 2 centrada em 3 , = 3 + 2 / * 

raio de convergência R — . 

29. Lse a primeira série no Problema 1 1 para obter os três primeiros termos de uma série de Taylor de f(z) = 


centrada em 2 j, = 1 : 


O raio de convergência da série é R = 


6 -- 


30. Uma série de potências para f[z) = er centrada em -5 i é dada por er = Y^ (z 4 - 5 i) k . 

Z—<k=0 


31. z = 1 é uma singularidade isolada de f(z) = 
0 <|z+l|<ooé 


_ (2 4- l) 3 — 2(z + l) 2 4- 4 (z + 1) + 


(z+i y 


A série de Laurent válida p 


cm 2 = U. 


32. A função analítica f(z) = - 2 ? + sen z' tem um zero de ordem 

33. Os zeros da. função f(z) = sen tt/ ^ — l^j são e são de ordem . 

34. Se /( z) tiver um zero de ordem 5 em z {] , a derivada de mais baixa ordem que não é zero é / '- ) (^). 

35. A ftinçâo f(z) — ( z sen 2 ) / z 1 tem uma singularidade removível em 2 — 0. O valor de /(O) é definido c 


36. Se f(z) = z'e 1 Res (f(z), 0) 


37. Seja. 2 = tt um polo simples de f(z) = cot 2 . Usando uma fórmula de resíduos apropriada. Res(/(z). 7 r) = 

de modo que a parte principal da série de Laurent em torno de 2 = tt é e a série de Laurent é vál: 

para 0 < I z - tt| < . 


38. Em I 2 I = 1, a integral de contorno ® — 

e Lid = 4. . *•*-» 


38. 

Em \z 

39. 

Em \z\ 


(a) i 


(b) i 

40. 

r 


J 0 4 


COS 2 . 

dz e igual a 

+ 7TZ + 27T Õ 


em I 2 I = 3, o valor da integra. 


seu ; 


-,n 


e 2z - 1 


dz — 


dz = 


n = 0, 1, 2, ... 


-5— dB — 
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Iransformações 

Conformes 


índice Capítulo 



7.1 Transformação Conforme 

7.2 Transformações Fracionárias Lineares 

7.3 Transformações de Schwarz-Cliristoffel 

7.4 Fórmulas Integrais de Poisson 

7.5 Aplicações 

7.5.1 Problemas de Valores de Contorno 

7.5.2 Fluxo Fluido 

Questionário de Revisão do Capítulo 7 

Introdução Na Seção 4.5 vimos que transformações ana- 
líticas podem ser usadas para resolver certos tipos de pro- 
blemas de valores de contorno. Neste capítulo apresentare- 
mos o conceito fundamental de transformação conforme e 
veremos como transformações conformes podem ser usadas 
para resolver uma gama maior de problemas de valores de 
contorno. Os métodos que apresentaremos serão aplicados 
a problemas de fluxo de calor, eletromagnetismo c fluxo 
fluido. 
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7.1 Transformação Conforme 

Na Seção 2.3 vimos que a ação de uma transformação linear não constante sobre pontos no piar 
complexo pode ser de rotação, dilatação ou translação. Consequentemente, o ângulo entre quaisqr.- : 
dois arcos que se cruzem no plano z é igual ao ângulo entre as imagens dos arcos no plano w sob uii._ 
transformação linear. Transformações complexas que tem esta propriedade de preservar ângulos s _ 
denominadas transformações conformes. Nesta seção apresentaremos uma definição formal de transfe - 
mações conformes e as discutiremos. Mostraremos que qualquer função complexa analítica é confer- 
em pontos onde sua derivada 6 não nula. Consequentemente, todas as funções elementares estudad. 
no Capítulo 4 são conformes em algum domínio D. Mais adiante, no capítulo, veremos que transí* 
mações conformes têm importantes aplicações em problemas de valores de contorno que envolvem = 
equação de Laplace. 


Ti cilisformação Coidbruie Seja, w = j\z) uma transformação complexa defin: 
em um domínio D. A transformação é. denominada conforme em um ponto z {) em L - 
“preservar o ângulo” entre duas curvas quaisquer que se cruzem em 2 o- Para tornar < - 
conceito mais claro, sejam <7, e C, curvas suaves em D que se cruzam em Zq e cujas ori 
tações foram fixadas como descrito na Seção 5.1. Sejam z { (t) c z ,( /■) parametrizações 
C\ e C„ respectivamente, tais fine z x {t v ) = z 2 (t v ) = z () c cujas orientações correspondi • . 
a valores crescentes do parâmetro t Como C, e C 2 são suaves, os vetores tangentes ; = 
z{(t () ) e z!y — zí(to) são ambos não nulos. Definimos o ângulo entre C\ e C 2 como o âng 
0 no intervalo [0. tt] entre os vetores tangentes z[ e z[ (Figura 7.1.1). Agora, suponham 
que sob a transformação complexa w — /( z) as curvas C, e C, no plano z sejam ma: 

Figura 7.1.1 Ângulo 0 cnirc C, e ( , adas nas curvas C( e Cl no plano w, respectivamente. Como C x e C 2 se cruzam em 
C( e Cl devem se cruzar em /(z,,). Caso C[ c Cl sejam suaves, o ângulo entre C{ e Cl em f(z i) ) é tainl 
definido como o ângulo o no intervalo [U. ir] entre os vetores tangentes w( e ml. Dizemos que os ângulc 
0 e ô são iguais em magnitude se 0 = o. 

No plano 2 . o vetor z [ . cujo ponto inicial é z {) . pode ser girado de um ângulo 0 até coincidir com o 
tor z[. Esta rotação pode ser no sentido trigonométrico ou no sentido horário. De modo similar, no piau. 
w o vetor w( , cujo ponto inicial é f(z {t ). pode ser girado de um ângulo (p no sentido trigonométrico ou : 
sentido horário até coincidir com o vetor wÇ Se a rotação no plano z tiver o mesmo sentido da rotação 
plano iv. dizemos que os ângulos 6 e o são iguais em sentido. O próximo exemplo ilustra esses conceit 



y 



10 = z 

T 


V 



(b) Imagens das curvas em (a) sob ir - z 
Figura 7.1.2 Figura para o Exemplo 1 


I XKMPLO Magnitude e Sentido de Ângulos 


As curvas suaves C x e C 2 mostradas na Figura 7. 1.2 (a) são dadas por z x (t) = 

(2 1 tr)i e z 2 (t) = I + \{ f 2 + l)ç 0 < t < 2, respectivamente. Essas curvas se 
zam no ponto z [) = 2,(1) = z 2 (l) = 1 + /. Os vetores tangentes a. ^ são z[ = z(( 1 
1 e zó = zl( 1) = 1 + i. Além disso, da Figura 7.1.2(a) vemos que o ângulo en* 
C\ c G, em z xx é tt/ 4. Sob a transformação complexa w = z as imagens de C 
são. respectivamente, as curvas C( c Cl mostradas na Figura 7. 1.2(1)). As cur. 
imagens são parametrizadas por w x (t) = t (2 1 t 2 )i e m 2 {t) = t + 1 )i. 
t < 2. c se cruzam no ponto w u - /(Â,,) = 1 i. Em w Q , os vetores tangentes e 
e Cl são w[ — w(( 1) = 1 e w 2 = w; 2 '(l) = 1 z, respectivamente. A inspeçãc 
Figura 7.1.2(b) indica que o ângulo entre C{ e Cl em w tí é ó = tt/4. Portanto 
ângulos 0 e ç> são iguais em magnitude. No entanto, como z[ deve ser giracit 
7 t /4 no sentido trigonométrico para coincidir com zl, e w( deve ser girado de - 
no sentido horário para coincidir com ml. concluímos que 0 e ò não são iguais 
sentido. 


üfc 


Uma vez estabelecida a nomenclatura para magnitude e sentido dc um ân_ 
estamos em condições dc apresentar urna definição formal de uma transferir 
conforme. 
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Definição 7.1.1 Transformação Conforme 

Seja w = /( z) uma transformação complexa definida em um domínio D e seja q, um ponto em D. Dize- 
mos que w = f(z) é conforme em 3, se. para todo par Gj c C, de curvas suaves orientadas em D que se 
cruzem em Zq, o ângulo entre Cj e Cj em z ü for igual ao ângulo entre as correspondentes curvas imagens 
Cj' e Cl em /( z í} ) , tanto cm magnitude como em sentido. 


Usaremos, também, o termo transformação conforme para nos referirmos a uma transformação com- 
plexa w — /( z) que é conforme em z lr Além disso, se w = f(z) mapear um domínio D em um domínio D' e 
se w — f(z) for conforme cm todos os pontos em 1). dizemos que w — f(z) é uma transformação conforme 
de D em D'. Da Seção 2.3 deve ficar claro que sc f(z) — az + b for uma função linear, com a ^ 0, então 
w = f(z) é conforme em todos os pontos no plano complexo. No Exemplo 1. mostramos que w = z não 
é uma transformação conforme 110 ponto = 1 T i. pois os ângulos 9 e é são iguais em magnitude, mas 
não em sentido. 

A 

Angulas entre ( Tirvas A Definição 7.1.1 raramente é usada para mostrar que uma transformação com- 
plexa é conforme. Provaremos 110 Teorema 7.1.1 que urna função analítica fé uma transformação conforme 
em z sempre que f'(z ) ^ 0. Para provar este resultado precisamos de 11111 procedimento para determinar o 
ângulo (em magnitude e em sentido) entre duas curvas suaves 110 plano complexo. Para nossos propósitos, 
a forma mais eficiente de fazei - isso consiste em usar o argumento de um número complexo. 

Adotemos, mais uma vez, a notação da Figura 7.1.1. onde Cj e Cj são curvas suaves 
parametrizadas por z x (t) e z 2 {l), respectivamente, que se cruzam em z x (Q = z 2 {t v ) = z 0 . 
A exigência para que Gj seja suave garante que o vetor tangente a C\ em dado por 
z[ = seja não nulo e, portanto, arg^/) seja definido e represente o ângulo entre 

o vetor posição z[ e o eixo x positivo. Do modo similar, o vetor tangente a C> em z, t , 
dado por z[ = zí(t u ). é não nulo e arg^') representa o ângulo entre o vetor posição z[ 
e o eixo x positivo. A inspeção da Figura 7.1.3 mostra que o ângulo 0 entre C, e C, em 



c o valor dc 


arg(4) -aig(z[) 


(D 


‘■gura 7.1.3 Ângulo entre C, e C 


no intervalo [0, tt], desde que possamos girar z( do ângulo 0 cm torno de 0 e 110 senti- 
do trigonométrico para fazê-lo coincidir com zf Caso seja necessária rotação 110 sentido 
horário, 9 será o valor de (1) 110 intervalo (-7 r, 0). E111 qualquer dos casos, vemos que 
(1) fornece tanto a magnitude como o sentido do ângulo entre Cj e C 2 em q,. Como exemplo, considere- 
mos as curvas C u C, e suas imagens sob a transformação complexa w = z do Exemplo 1. Notemos que 
o valor único de 

arg (4) - arg (4) = arg (1 -f i) - arg (1) = ~ + 2n?r, 

n = 0, ±1, ±2 que ocorre no intervalo [0, tt] é tt/4. Portanto, o ângulo entre C, e C 2 é 9 = tt/4 e a 

rotação de z[ até zf se dá 110 sentido trigonométrico. Por sua vez, 

7 r 

arg (w 2 ) - arg (w 2 ) = arg (1 - i) - arg (1) = -- + 2mr : 

11 = 0. ±1. ±2, .... não tem valor entre [0, tt] - mas tem o único valor -7r/l 110 intervalo ( tt. 0). Portanto, 
o ângulo entre Gj' e Cl é ó = tt/4 e a rotação dc w( até wl se dá 110 sentido horário. 


Funções Analíticas Agora, usaremos (1) para provar o seguinte teorema: 


Teorema 7.1 .1 Transformação Conforme 


Se / for urna função analítica em um domínio D que contém 
transformação conforme em z, t . 


z,j e se f , (z l j) ^ 0. então w = f(z) é uma 
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Prova Suponhamos que / seja analítica em um domínio D que contém z^ e que f'{z^) ^ 0. Sejam C 
duas curvas suaves em D parametrizadas por z i (t) e z 2 {t), respectivamente, com \(Q = z>(Q = Ai 
disso, assumamos que «; = }{z) mapeia as curvas C \ e C, nas curvas C[ e C?, respectivamente. Desejai] 
mostrar que o ângulo 9 entre Ç e C 2 em ^ é igual ao ângulo 0 entre C{ e C! em .fe), tanto em magni 
de como em sentido. Podemos admitir, remunerando C x c C, caso seja necessário, que z{ = z((t v ) possa - 
girado de um ângulo # em torno de 0 e no sentido trigonométrico para coincidir com zi = z'(Q. Segu: 
(1), o ângulo 0 co único valor de arg(^) arg ( 2 /) no intervalo [0. i r]. De (11) da Seção 2.2. C[ e C- - 
parametrizadas, respectivamente, por w x (t) = f{z x (t)) e w 2 (t) = J{z 2 {t)). Para calcular os vetores wfc 
tangentes a C x c C 2 em f\z^) = /4i4>)) = f{z 2 {t 0 )), usamos a regra da cadeia 

< = w í(to) = /'(^l (to)) • *í(ío) = /'4 o) - 4, 

W 2 = w' 2 (t 0 ) = f'{z 2 (to)) • 44)) = /'4o) • 4‘ 

C^onio r, e a são curvas suaves, 2 / e 2 / são não nulos. Adicionalmente, segundo nossas hipótes 
./ ( 21 ,) ^ 0 . Por conseguinte, w{ e m 2 são não nulos c o ângulo ç> entre C{ e Cí cm f{z^) é o valor de 

ai S (^ 2 ) — ar S 4h) = ai ’g (./ 4o) * z 2 ) ~ ar g (/'4 0 ) ■ 4 ) • 

Aplicando (8) da Seção 1.3 duas vezes, obtemos 

ar S W( z 0 ) • 4) - arg (/'4o) • 4) = a rg (/'4o)) + arg (4) - [arg (f'{z 0 )) + arg (4)] 

= arg (4) -arg (4). 

Esta expiessão tem um único valor em [0. ttJ, ou seja, 0. Portanto, 0 = 0, em magnitude e sentido: ■ 
sequentemente, w = f(z) é uma transformação conforme em z, t . 

Com o Teorema 7.1.1 torna-se relativamente fácil determinar se uma função analítica é uma trans: 
mação conforme. 


. • 


âí- 


XE3 iP \. 2 Transformação Conforme 

(a) Segundo o Teorema 7.1.1, a função inteira f(z) 
xo, pois j'(z) = e~ ^ 0 para todo 2 em C. 

(b) Segundo o feoreina 7.1.1, a função inteira g( z) 
z vê 0. 


e é conforme em todos os pontos 110 plano com: — 
= £ c conforme se 2 ^ Q, pois gf(z) = 2z & 0 quai. 


Em geral, se uma função complexa / for analítica em um ponto 2 ,, e se /'(%,) = 0. 
é denominado ponto crítico de / Embora não seja uma implicação do Teorema 7.1.1. funções analítk 

nao são conformes em pontos críticos. Mais especificamente, podemos mostrar que ocorre uma dilata* 
de ângulos em um ponto crítico. 


Teorema 7.1.2 Dilatação de Ângulo em um Ponto Crítico 


Seja / analítica no ponto crítico z u . Se n > 1 for um inteiro tal que f'(z l) ) = j"{z yi ) = ... = f {1 ^ í \z [) ) = 
0 e J "( 2 ,,) ^ 0. o ângulo entre quaisquer duas 
fator d por uma transformação complexa w = 
conforme cm z {) . 


curvas suaves que se cruzem em 2 ^ é aumentado de 111 
f(z). Em particular, w = f[z ) não é uma transformaçà 


Ima prova do Teorema 7.1.2 c delineada no Problema 22 do Conjunto de Exercícios 7.1. 


EXEMPLO Transformações Conformes 

Determinemos todos os pontos em que a transformação J{z) = 


sen 2 é conforme. 


I ransformações Confc irmo 


29” 



no plano z ê tt 


w = sen 


-3 -2 -1 


-1 ■ 


- 2 r 


C', = C' 2 


Solução A função f(z) = sen zé inteira e, da Seção 4.3, sabemos que f'(z) — co> Fi 
(21) da Seção 4.3 determinamos que eos z — 0 se e somente se 2 = (2 n + 1 )~ 2. = 

0, ±1, ±2, ..., de modo que cada um desses pontos é um ponto crítico de /’. Seguiu;* 
Teorema 7.1.1, w — sen zé uma transformação conforme para todo z ^ (2 n + 1 - 

71 = 0, ±1, ±2, ... Além disso, w = sen 2 não é uma transformação conforme em : = 
(2n + l)7r/2, n = 0, ±1, ±2, ... Como f"(z) = -sen z = ± 1 nos pontos críticos de /. 
leorema 7.1.2 indica que nesses pontos ângulos são dilatados por um fator 2. 21 

A dilatação de ângulo em um ponto crítico da transformação complexa w — sen 2 
110 Exemplo 3 pode ser vista diretamente. Por exemplo, consideremos o ponto crític* > 
z = tt/2. Sob w = sen 2 , o raio vertical C, 110 plano 2 dado por 2 = tt/2 + iy. y > 0 e 
que emana de 2 = tt/2 é mapeado no conjunto no plano w dado por w = sen ( 7 r/ 2 )cosh y 
+ 1 c °s( tt/2) senh y. y > 0. Como scn(7r/2) = le cos(tt/2) = 0, a imagem pode ser re- 
esciita como w cosh y. y > 0. Em palavras, a imagem C[ é um raio no plano w que 
emana de w = 1 e contém o ponto w = 2. Uma análise similar revela que a imagem 
C 2 do i aio \ ei tical C., dado por z — tt/2 + iy % y < 0 também é um raio que emana de 

1, } 1 e contém o ponto w = 2. Ou seja, C[ = C[. O ângulo entre os raios C, e C, 110 

plano 2 é tt: o Teorema 7.1.2 implica que o ângulo entre suas imagens 110 plano w é 
aumentado para 2tt ou, equivalentemente, ü. Isso concorda com o resultado Cl — C 
(Figura 7.1.4). 


u 


1 b) O ôngulo entre as imagens dos 
raios em (a) é 2 tt ou 0 

Figura 7.1.4 Transformação vv = sen z 


Nota # 


Transformações Couforines com Uso de Tabelas Na Seção 4.5 introduzinios 
um método paia a solução de um tipo particular de problema de valor de contorno 
por meio de transformações complexas. Especificai riente, vimos que um problema de 
Dii ic.lilet cm um domínio complicado D pode ser resolvido com a determinação de 
uma transformação analítica que mapeie D em um domínio mais simples D' . no qual 
o associado problema de Dirichlet já tcnlia sido resolvido. No fim deste capítulo vere- 
mos uma aplicação similar de transformações conformes para o caso de um tipo ge- 
neralizado de problema de Dirichlet. Em tais aplicações o método que empregaremos 
paia determinar uma solução cm um domínio D consiste em, primeiro, determinar uma transformação 
conforme que mapeie D em um domínio mais simples D' no qual o associado problema de Dirichlet tem 
uma solução. Uma importante ferramenta auxiliar para essa, tarefa é a tabela de transformações confor- 
mes dada no Apêndice 111. 

As transformações no Apêndice III foram classificadas como transformações elementares (E-l a E-9). 
transformações a semiplanos (H-l a II-6). transformações a regiões circulares (0-1 a G-5) e transforma- 
ções variadas (M-l a M-10). Muitas propriedades de transformações que aparecem nesta tabela foram 
deduzidas nos Capítulos 2 e 4, enquanto outras serão deduzidas nas seções seguintes. Ao usar a tabela 
devemos ter cm mente que em alguns casos a transformação desejada aparecerá como uma única entrada 
na tabela, enquanto em outros podem ser necessárias duas ou mais transformações sucessivas da tabela. 
Notemos, ainda, que as transformações no Apêndice 111 são em geral transformações conformes apenas 
dos interiores das regiões mostradas. Por exemplo, é aparente que a transformação complexa mostrada 
na Entiada E-4 não é confoime em H — 0. Como regra genérica, ao nos referirmos a uma transformação 

conforme de uma região B em uma região B' exigimos apenas que a transformação seja conforme em 
pontos no interior de B.. 


EXEMPLO 4 Uso de uma Tabela de Transformações Conformes 

Usemos o Apêndice 111 para determinar uma transformação conforme que mapeie a fita horizontal infi- 
nita 0 < y < 2, oo < x < oo, no semiplano superior v > 0. Sob esta transformação, qual é a, imagem do 
eixo x negativo? 

Solução A Entrada IT-2 no Apêndice III fornece uma transformação de uma fita horizontal infinita no 
semiplano superior. Fazendo a = 2, obtemos a transformação desejada w = r Á De II-2 também vem.. - 
qiK os pontos maicados D e E — 0 no eixo x negativo no plano z são mapeados nos pontos D' e E ~ 
eixo u positivo no plano w. Observando a posição relativa desses pontos, concluímos que o eixo .nieuutr 
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C li 

B A 












D 

E F 











-1 

i 

a' b' c 

D' E' F' 


(a) Fila horizontal 0 s y £ 2 (b) Imagem da fita em (a) 

Figura 7.1.5 Figura para o Exemplo 4 


é mapeado por w — r : - no intervalo (0.1] no eixo u (Figura 7.1.5). Esta observação pode ser comprova 
com o uso de parametrizações. 


A 


C 


D 


(a) Imagem da fita 0 s y <■ 2 sob 
nz/2 


w = e 


w = 


i-: 

i + : 



(b) Imagem do semi plano em (a) sob 


iv = 


/ ! 


Figura 7.1.6 Figura para o 
Exemplo 5 


EXEMPLO 5 Uso de uma Tabela de Transformações Conformes 

Usemos o Apêndice III para determinar uma transformação conforme (pie mapcie a fr 
horizontal infinita 0 < y < 2, -oo <- x < oc. no disco unitário |iy| < 1. Sob esta transfi - 
mação, qual é a imagem do eixo x negativo? 

Solução No Apêndice 111 não existe uma entrada que mapeie uma fita horizontal infini- 
ta no disco unitário. Portanto, para construir uma transformação conforme que faça is» 
combinaremos duas transformações na tabela. No Exemplo 4 vimos que a fita horizon: 
infinita 0 < y < 2. -oc < x oo, é mapeada por f(z) = e’ J no semiplano superior. AF:_ 
disso, da Entrada C-4 vemos que o semiplano superior é mapeado no disco unitário p 

g{z ) = . Consequentemente, a composição dessas duas funções 


i + 


i — p^zj- 


w = g(f{z)) = - 


i d- e nz /2 

mapeia a fita 0 < y < 2, oc- < x < oc. no disco unitário \w\ < 1 . Sob a primeira des- - 
transformações sucessivas o eixo real negativo c mapeado no intervalo (0, 1] no eixo re;. 
como observamos no Exemplo 4. A inspeção da Entrada C-4 (ou da Figura 7.1.6) rev* 
que o intervalo de 0 a C = 1 é mapeado no arco circular de la C — i na circunferên» 

unitária |w| = 1. Portanto, concluímos que o eixo real negativo é mapeado por tr 

i + (■ z ~ - 

no arco circular de 1 a i na circunferência unitária. _ 



Na discussão anterior a respeito do uso de tabelas para a construção de transformações conformes 
aludimos ao fato de que em muitas aplicações torna-se necessário determinar uma transformação 
conforme que mapeie um domínio D em um domínio mais simples D'. Uma pergunta pertinente é 
se tal transformação sempre existe. Ou seja, dados os domínios D e D', existe uma transformação 
conforme de D em D'? Uma resposta a, esta pergunta foi dada pelo matemático Bernhard Riemann 
(1826 1866). Embora existisse uma lacuna na prova dada por Riemann (que foi preenchida poste- 
riormente), este notável teorema ainda leva seu nome: 


Seja D urn domínio simplesmente conexo no 
plano z. tal que D não í todo C. Então . existe uma transformação conforme biunívoca w — f{z ) 
de D no disco unitário aberto | w\ < 1 no plano w. 
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Não fica imediatamente claro que este teorema responde à nossa pergunta, sobre a existência ck 
transformação de D em D' . Para ver que o teorema responde à pergunta primeiro o usamos para de- 
terminar uma transformação conforme /de D no disco unitário aberto |u>| 1. A seguir, aplicam, s 

o teorema uma segunda vez para obter uma transformação <j de D f no disco unitário aberto | w 1 
Como o teorema garante que g é biunívoca, existe uma função inversa g 1 bem definida que inapein 
o disco unitário aberto em D'. Por conseguinte, a desejada transformação de D em D ! é dada pela 
composição w = g 1 o /( z) . 

() teorema de Riemann é de fundamental importância, mas sua prova não ó construtiva. Iss< 
significa que o teorema estabelece a existência, da transformação /, mas não oferece métodos para >•. 
determinação de uma fórmula para /. A prova do teorema da transformação de Riemann está muito 
além do escopo deste texto. Encorajamos que o leitor interessado consulte o livro Complex Analjsis. 
de Lars V. Aklfors, McGraw-Hill, 1979. 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 7.1 (Veja Soluções de Problemas Selecionados dt Ordem ímpar ao ftnal do liv 

Nos Problemas 1-G. determine onde a transformação complexa w = f(z ) é conforme. 

1. f{z) = z 3 - 3z + 1 2. f(z) = z 2 + 2iz-3 

3. f(z) = ^ — e~ z + 1 - i 4. f(z) = ze z2 ~ 2 

5 - f(z) = tan 2 6. f(z) — z - Ln(z i) 

Nos 1 t oblemas i 10. piocecla como no Exemplo 1 e mostre que a função / dada não é conforme no ponto indicado. 

7- f(z) = (z — i) 3 ; zo — i 8. f(z) = ( iz — 3) 2 ; zn = —3 i 

2 

9* f\ z ) — e~ ; zq = 0 10. função raiz quadrada principal f(z) = z P 2 ; zq = 0 

Nos Problemas 11 lü. use o Apêndice III e determine uma transformação conforme que mapeie a região R mostrada 
em cinza-escuro na região R' mostrada em cinza-claro. A seguir, determine a imagem da curva de A a 13. 

li. y v 


A 

R 


R' 

B 

2 



Figura 7.1.7 figura para o Problema I I 


12. y v 



Figura 7.1.8 Figura para o Problema 12 



Figura 7.1.9 Figura para o Problema 13 
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Figura 7.1.11 Figura para o Problema 15 











R 



B 

A 


Figura 7.1.12 Figura para o Problema 16 


Foco em Conceitos 


17. Em que ponto(s) a transformação w — z é conforme? Justifique sua resposta. 

18. Seja w — j{z ) uma transformação conforme em todo ponto no plano complexo. Em que ponto(s) a transfon 
w = f(z) é conforme? Justifique sua resposta. 

19. Seja w — f(z) uma transformação conforme em todo ponto no plano complexo. Em que ponto(s) a transfon 
w — e fi " > é conforme? 

20. Este problema trata da determinação do ângulo entre duas curvas C\ e C, em um ponto em que uma da.- 
(ou as duas) tem (têm) um vetor tangente nulo. 

(a) Assuma que as duas curvas C] e C> sejam parametrizadas por z { (t) c z 2 (t), respectivamente, c que a= 
curvas se cruzem em 2 1 (f„) — z 2 (t Q ) — z l) . Assuma, ainda, que z x c z 2 sejam funções diferenciáveis de - 
z[ — z{{i u ) e z[ — z> ( Q . Explique por que arg( 2 ,') arg(^j) não representa o ângulo entre C { e C 2 - 
z{ for zero. 

(b) Explique por (pie lim [arg ( 22 (í) — 2o)j— lim [arg (z\(t) — zo ) ] representa o ângulo entre C x e C, quer : 

^ t—*t 0 ' t—1 'to 

seja zero ou nao. 

(c) Use a parte (b) para determinar o ângulo entre as curvas parametrizadas por z 1 (t) = t + ift e z,(t = 
if. 1 < t < 1, em 2,1 — 0. Este resultado concorda com sua intuição? 

21. No Exemplo 2 mostramos que a função f(z) = z 2 não é conforme em 2 ,, = 0. pois dobra o ângulo entre O' 
e y positivos. Neste problema você mostrará que f(z) = zr dobra o ângulo entre todo par de curvas suave- 
cruzam ern — 0. Este é um caso muito específico do Teorema 7.1.2. 

(a) Suponha que eis curvas suaves C, e C, sejam parametrizadas por 2 , ( í) e z,(í). com z,(t r ,) = z 2 (t 0 ) 
z[ = z({t u ) e zí — zí{t u ) sejam diferentes de zero, o ângulo 0 entre C, c C 2 em 2 — 0 é dado por (1). E: 
por que o = arg (/'(O) • 2 /) - arg(/'(0) • 2 /) não representa o ângulo entre as imagens C( e C[ de C 
a transformação w — f(z) = .r. respectivamente. 
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(b) Use o Problema 20 para escrever uma expressão envolvendo os argumentos que representam o ângulo 0 entre 

as imagens e CL [Sugestão: e CL são parametrizadas por w/t) = /( 2, ( 0 ) = [z,(d]’ e w 2 (t) = f(z 2 (t)) = 

[z 2 [ respectivamente.] 

(c) Use (8) da Seção 1.3 para mostrar que sua expressão para 0 110 item (b) ó igual a 20 . 

22. Neste problema você provará o Teorema 7.1.2. Seja / uma função analítica no ponto 3,, tal que /'(q,) = /"{%,) — 
... / '^z;,) = 0e / (,,) ^ 0, para algum n > 1. 

(a) Explique por que / pode ser escrita como 

f(z) = /(zo) + ^ - zo) n (1 + .9(2)) , 

onde (j é uma função analítica em z ü e 0Z,,) = 0. 

(b) Use (a) e o Problema 20 para mostrar que o ângulo entre duas curvas suaves que se cruzam em z [) é aumen- 
tado de um fator n pela transformação w = /( z) . 


7.2 Transformações Fracionárias Lineares 


Em muitas aplicações que envolvem problemas de valores de contorno associados à equação de Laplace 
é necessário determinar urna transformação conforme que mapeie um disco no semiplano v > 0. Esta 
transformação teria de mapear a fronteira circular do disco na reta de fronteira do semiplano. Uma 
importante classe de transformações conformes elementares que mapeiam circunferências era retas (c 
vice-versa) são as transformações fracionárias lineares. Nesta seção definiremos e estudaremos esta 
classe especial de transformações. 


Transformações Fracionárias Lineares Na Seção 2.3, examinamos transformações lineares comple- 
xas w — az + I). onde a e b são constantes complexas e a ^ 0. Recordemos que a ação dessas transforma- 
ções consiste em rotação, dilatação e translação de pontos 110 plano complexo. Na Seção 2.5 discutimos 
a transformação recíproca complexa w = l/z. Uma importante propriedade da transformação recíproca, 
quando definida no plano complexo estendido, é mapear certas retas em circunferências e certas circunfe- 
rências em retas. Urn tipo mais geral de transformação com propriedades similares 6 o das transformações 
fracionárias lineares, definido a seguir. 

Definição 7.2.1 Transformação Fracionária Linear 


Se a, b. c e d forem constantes complexas tais que ad bc ^ 0, a função complexa definida por 

az T b 


T(z) 

ê denominada transformação fracionária linear. 


c: 


d 


( 11 ) 


Transformações fracionárias lineares também são conhecidas como transformações de Mõbius ou trans- 
formações bilineares. Caso c = 0 . a transformação T dada por (1)6 uma transformação linear; portanto, 
uma transformação linear é um caso especial de transformações fracionárias lineares. Caso c 5 * 0 . pode- 
mos escrever 


az + b bc — ad 1 a 

T(z) — -| — 

cz 4- d c cz + d c 


( 2 ) 


Tomando A — — e D = — , vemos que a transformação linear T em (2) pode ser escrita como a 

c c 

composição T(z ) = fogoh/z ), onde f(z) — Az + D e h{z) — cz 4- d são funções lineares e g{z) — l/zé a 
função recíproca. 

O domínio de uma transformação fracionaria linear T dada por (1) 6 o conjunto de todos os complexos 
z tais que 2 ^ d/c. Além disso, como 
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ad — bc 
(cz -f- d ) 2 


o Teorema 7.1.1 e a exigência ad - bc ^ 0 indicam que transformações fracionárias lineares são confori 
cm seus domínios. A exigência ad bc ^ 0 também assegura que T é bi unívoca em seu domínio (Problen 
27 do Conjunto de Exercícios 7.2). 

Observemos que caso c ^ 0. (1) pode ser escrita como 

az T b (a/c) (z + b/a) <j?(z) 


T(z) = 


cz + d 


z T d/c 


z - (-d/c) ' 


onde ç(z) = (a/c)(z + b/a). Como ad bc ^ 0. temos 0( d/c) ^ 0; portanto, o Teorema 6.4.2 da Se: 
6.4 indica que o ponto 2 : = -d/c é um polo simples de T. 

Quando c ^ 0. ou seja. quando T não é uma função linear, pode ser útil interpretar T como u: 
transformação do plano complexo estendido. Como T é definida para todos os pontos no plano comp 
estendido, excluídos o polo 2 = d/c e o ponto ideal 00 , basta que estendamos a definição de T de m 
que inclua esses dois pontos. Podemos fazer isso considerando os limites de T quando 2 tende ao poi 
quando 2 tende ao ponto ideal. Como 

cz + d 0 ü 

lim r = — ; TTT — — = 0, 

z->-d/c «2 + 0 a (—d/c) + b —ad + bc 


de (25) da Seção 2.6 temos 

.. az-\-b 
hm — 00 . 

z-*-d/c CZ + d 


E, de (24) da Seção 2.6, temos 

az-\-b a/z-\-b a-\-zb a 

hm — hm— = hm — 

z->oo cz + d z-^0c/z + d z->0c-l-zd c 


Os valores desses dois limites indicam como a definição de T pode ser estendida. Em particular, 
consideramos T como uma transformação biunívoca do plano complexo estendido definida por 


se ( = 


' az + b 
cz + d ’ 


d 

c 


•o / oc 



OO. 


d 


c 


Um caso especial de (3) corresponde afl = d = üe 6 = c^Oe representa a função recíproca defii. 
no plano complexo estendido (Definição 2.5.1). 


EXEMPLO 1 Transformação Fracionária Linear 

Determinemos as imagens dos pontos 0, 1 + í, i e 00 sob a transformação fracionária linear T : 
(22+ 1 )/(z ?:). 

Solução Para 2 = 0 e 2 = 1 + i, temos 


T(ü) = 


2 ( 0 ) + 1 

0 - i 


— = i e T(l + 0 = 2tl + /> + 1 = — 
-i y ’ (1 + z) — z 1 


= 3 + 2 i. 


Identificando a = 2, b = 1, c = 1 e d = i em (3), também temos 

T(i) = T (- A = oc e T(oo) = "=2. 
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Propriedade de Preservação de Circunferências Na discussão que antecedeu o Exemplo 1 in- 
dicamos que a função recíproca 1 /z é um caso especial de uma transformação fracionária linear. Na Se- 
ção 2.7 vimos duas propriedades interessantes da transformação recíproca. Primeira: a imagem de uma 
circunferência centrada no polo z — 0 de 1/ z e uma circunferência; segunda, a imagem de uma cii con- 
ferência com centro no eixo x ou no eixo y e que contém o polo z = 0 é uma reta vertical ou horizontal. 
Transformações fracionárias lineares têm uma propriedade de transformação similar. Este é o conteúdo 
do próximo teorema. 

Teorema 7.2.1 Propriedade de Preservação de Circunferências 

Seja C uma circunferência no plano z e seja T uma transformação fracionária linear dada por (3); en- 
tão. a imagem de C sob Té uma circunferência ou uma reta no plano w estendido. A imagem será uma 
reta se e somente se c ^ 0 e o polo z = d/c estiver na circunferência C. 

Prova Quando c = 0 Té uma função linear; vimos na Seção 2.3 que funções lineares mapeiam circunfe- 
rências em circunferências. Resta mostrar que o teorema é válido para c ^ (). Assumamos c ^ 0. De (2). 
temos T{z) = foyoh( z), onde f{z) = Az + B e h{z) = cz + d são funções lineares e <j{z) = l/z é a função 
recíproca. Observemos epie como h é uma transformação linear, a imagem C da circunferência C sob h é 
uma circunferência. Agora, examinemos dois casos: 

Caso 1 Assumamos que a origem w — 0 esteja na circunferência C . Isso ocorre se e somente se o polo 
z = — d/c estiver na circunferência C. Das Observações ao final da Seção 2.5, se w — 0 estiver cm C a 
imagem de C sob g(z) — l/zé uma reta R vertical ou horizontal. Além disso, como fé uma transforma- 
ção linear a imagem de R sob / também é uma reta. Portanto, mostramos que se o polo - — d/c estivei 
na circunferência C a imagem de C sob T é uma reta. 

Caso 2 Assumamos que o ponto w = 0 não esteja em C . Ou seja, que o polo 2 = -d/c não esteja na, cir- 
cunferência C. Seja C a circunferência dada por \w w {) \ = p. Se fizermos £ = f( w) = l/w e f 0 = f{w {) ) = 
l/w G , para qualquer ponto w em C\ teremos 

(4) 


l£ “ Col = 


1 

1 

\w — Wq 

w 

Wo 



= P ICollsl- 


Pode ser mostrado que o conjunto de pontos que satisfazem a equação 

|£ — a| = À|£ — ò| (5) 

é uma reta. se A = 1, ou uma circunferência, se A > 0 c A ^ 1 (Problema 28 do Conjunto de Exei ci- 
cios 7.2). Dessa forma, identificando a = f 0 , b = 0 e A = p|£„| vemos que (4) pode ser posta 11 a forma (5). 
Como w = 0 não está em C . |wç| ^ p ou, o que é equivalente, À — p|£ () | ^ 1. Isso implica que o conjunto 
de pontos dados por (4) é uma circunferência. Por fim, como / é uma função linear a imagem dessa cir- 
cunferência sob fé uma circunferência; de modo que concluímos que a imagem de C sol) Té uma ciicun- 

□ 

ferência. 

O ponto importante nesta demonstração é que uma transformação fracionária linear (1) pode sei esciita 
como uma composição da função recíproca e duas funções lineares, como mostrado em (2). O Pioblema 
27 do Conjunto de Exercícios 7.2 pede que seja mostrado que a imagem de qualquer reta R sob a trans- 
formação recíproca w— 1 /zé uma reta ou uma circunferência. Empregando raciocínio similar, também 
podemos mostrar que 


T(z) M apeia Retas em Circunferências 

Se T for uma transformação fracionária dada por (3). a imagem de uma reta R sob / é uma íeta 
ou uma circunferência. A imagem será uma circunferência se e somente se c ^ 0 e o polo z — d/c 
não estiver na reta R. 
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iTi 


1 

\ 



A' 


(a) Circunferência unitária \z\ =1 
2 + 2 


w 


- 1 


C 


-i 


EXEMPLO 2 Imagem de uma Circunferência 

Determinemos a imagem da circunferência unitária \z\ = 1 sob a transformação fra< : 
linear T(z) = (z-\- 2)/(z 1). Qual é a imagem do interior \z\ < 1 desta circunfer* 

Solução O polo de Té z = 1. e este ponto está na circunferência unitária \z\ = 1. P 
usando o Teorema 7.2.1 concluímos que a imagem da circunferência unitária é uil 
C omo a imagem é uma reta, esta é determinada por quaisquer dois pontos. Como T 
i o T(i) = r, U. vemos que a imagem é a reta u = — Para responder à segund 
gunta, notamos, primeiro, que uma transformação fracionária linear é tuna fuiiçã 
nal, ou seja, é contínua em seu domínio. Consequentemente, a imagem do interi 
1 da circunferência unitária é o semiplano u < 4 ou o semiplano u > Usando 
como um ponto de teste, temos T(0) = 2. que está no semiplano à esquerda da r+~ 
P logo, a imagem é o semiplano u < Esta transformação é ilustrada na Figur - 
A circunferência \z\ = 1 é mostrada em cinza-escuro na Figura 7.2.1 (a), e sua im 
u — é mostrada em preto na Figura 7.2. l(b). 


(b) Imagem da circunferência em (a) 

Figura 7.2.1 Transformação 
fracionária linear TU) = (z + 2)1 

(z-1) 


EXEMPLO 3 Imagem de uma Circunferência 

Determinemos a imagem da circunferência \z\ = 2 sob a transformação fracionar! 
T(z) — {z -f- 2 )/{z- 1). Qual é a imagem do disco \z\ < 2 sob T! 


Solução Neste exemplo o polo z = 1 não está na circunferência \z\ = 2; neste 
Teorema 7.2.1 indica que a imagem de \z\ = 2 é uma circunferência C . Para de* 
nar uma descrição algébrica de C', primeiro notamos que a circunferência \z\ =2 é simétrica em 
ao eixo x. Ou seja, sc z estiver na circunferência \z\ = 2, z também estará. Além disso, observam 
para todo 2 . 



\c 



( 

1 2 




T(z) = ^ +2 


+ 2 


- 1 z-1 


+ 2 
- 1 


= T(z). 


(a) Circunferência Izl -2 



Portanto, se zo z estiverem na circunferência \z\ = 2, w = l\z ) c w = T(z) = 7 
na circunferência C. Por conseguinte, C é simétrica em relação ao eixo u. Como : 

2 estão na circunferência \z\ = 2, os dois pontos T( 2) = 4 c T( 2) = 0 estão em ( 
metria de C implica que 0 e 4 são os extremos de um diâmetro; logo, C é a circunf 
\w - 2| = 2. Usando z— 0 como ponto de teste verificamos que o interior da circu: 
cia \z\ = 2 é o exterior da circunferência \ w 2| = 2. Em resumo, a transformação 
nária linear T(z) — (z + 2)/(z- 1) mapeia o disco \z\ < 2. mostrado em cinza-esc 
Figura 7.2. 2(a), na região \w 2| > 2, mostrada em cinza-claro na Figura 7.2. 2(b 

Ti'aiisformaçõcs Fracionárias Lineares como Matrizes Matrizes podem a 
das para simplificar muitos dos cálculos associados às transformações fracionárias 
Para isso. associamos a matriz 


(b) Imagem da circunferência em (a) 


Figura 7.2.2 Transformação 
fracionária linear T(z) = (z + 2)1 
(z-1) 


A = 

à transformação fracionária linear 

T(z) = 


a 



az + b 


cz -E d 

A associação em (6) não é única, pois se e for um número complexo não nulo, a tr 
mação fracionária linear T(z) = (az + b)/(cz + d ) também é dada por T(z) = ( eaz - 
( ecz + ed). No entanto, se e ^ 1. as duas matrizes 


A - 


a b 
c d 


e B = 


ea eb 
ec ed 


= eA 
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não sao iguais, mesmo que representem a mesma transformação fracionária, linear. 

É uma tarefa simples comprovar que a composição T 2 o T, de duas transformações fracionárias lineares 

Ti( z ) = ( a>\z T bi)j (c\z + di) e To{z) = («2 z + 62)/ (r,2Z 4- d 2 ) 
é representada pelo produto de matrizes 



U2 a l 4" ^2^1 4 ^2^1 

C2&1 4 d 2 C\ cob\ 4 d, 2 d] 


(9) 


O Problema 27 do Conjunto dc Exercícios 7.2 pede que seja determinada a fórmula para T l (z) através 
da resolução da equação w - T(z) para 2. A fórmula para a função inversa T 1 ( z) de uma transformação 
fracionária linear / de (7) 6 representada pela inversa da matriz A em (6): 


-1 


A" 1 = 


a b 
c d 


a d — bc 



Identificando e — ^ _ em (8), também podemos representar T '(z) pela matriz 

d -b 


—c 


a 


(10) 


EXEMPLO Uso de Matrizes 

Sejam S(z) = (z i)/(iz— 1 ) e T(z) = (2 z- 1 )/(z 4 2). Usemos matrizes para determinar S '( T(z)). 
Solução Repicsentemos as transformações fracionárias lineares S e / pelas matrizes 

1 -i 
i —1 

respectivamente. Segundo (10), a transformação 



de modo que, segundo (9), a composição S 1 o Té dada por 


-i 1 



— 2 T i 1 T 2 i 
1 - 2 i 2 -f i 


Portanto, 


S~ 1 (T(z)) = 


( 2 -|- i) z 4 1 T 2?" 
(1 - 2 i) 2 + 24? 


□ 


Razão Cruzada Na prática é comum precisarmos determinar uma transformação conforme de um do- 
mínio D que é limitado por circunferências em um domínio D’ que é limitado por retas. Transformações 
fracionárias lineares são particularmente adequadas para esses casos. Contudo, para usá-las 
■nri-.' Lente devemos determinar um método geral para construir uma transformação fracionária linear 

w = T{z) que mapeie três pontos distintos z u z 2 e % na fronteira de D em três pontos distintos 


ida por ires 
10 rolim raros. 


w \-> w 2 e w :í na fronteira de D’ . Isso é feito por meio de razões cruzadas, definidas a seguir. 


‘ Esta matriz é denominada matriz adjunta de A. 
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Definição 7.2.2 Razão Cruzada 

A razão cruzada dos números complexos z. z u z 2 e z 2 é o número complexo 


Ao calcular razões cruzadas devemos respeitar a ordem dos números complexos. Por exemplo, podem 
comprovar que a razão cruzada de 0, 1. i e 2 é | + enquanto a razão cruzada de 0, i. 1 e 2 é \ - 
Estendamos o conceito de razão cruzada para incluir pontos no plano complexo estendido; para i" 
usemos a. fórmula (24) das Observações ao final da Seção 2.6. Por exemplo, a razão cruzada de, digar 
oo, z 1} z 2 e z 3 é dada pelo limite 

.. Z — Z\ Z2~ Zs 
lnn . 

z-*oo z — Z 3 Z2 — Z\ 

O teorema a seguir ilustra a importância de razões cruzadas no estudo de transformações fracionárias 
res. Em particular, provamos que a razão cruzada é invariante sob uma transformação fracionária lin< 


Teorema 7.2.2 Razões Cruzadas e Transformações Fracionárias Lineares 

Seja w — T(z) uma transformação fracionária linear que rnapeia os pontos distintos z v z> e z :i nos j 
tos distintos Wj, w 2 e w :} , respectivamente; então, 

z - Z] Z 2 — Z3 IV - W 1 W 2 - Ws 
Z - Z 3 Z 2 - Zi IV - IV 3 W 2 - w 1 

para todo 2 :. 


Prova Seja 7? a transformação fracionária linear 


z — Z\ z 2 — z 3 

R(z) = ; 

z — Z 3 z 2 — Z\ 

notemos que R(z } ) — 0. R{z^ = 1 e R{z ò ) = 00 . Consideremos, também, a transformação fracionária lin- 

z - wi w 2 - w 3 
S(z) = . 

2 — W 3 W 2 — W\ 

Para a transformação S , temos 5(tu ] ) = 0, S(w 2 ) — 1 e S(w :] ) — 00 . Portanto, os pontos z,, z 2 e z A sã 
peados nos pontos w 2 e iü 3 , respectivamente, pela transformação fracionária linear S ] (R(z)). P< 
seguinte, 0, 1 e 00 são mapeados em 0, 1 e 00 , respectivamente, pela composição T \S l (R(z))). Cor. 

6 uma tarefa simples comprovar que a única transformação fracionária linear que mapeia 0, 1 e - 
0, 1 e oc é a transformação identidade (Problema 30 do Conjunto de Exercícios 7.2). Assim, concl . 
que T [ (S [ (R(z))) — z ou R(z) = S( T(z)). Identificando w — T(z). mostramos que R(z) = S(w). L r 
(13) e (14), temos 

z — Z\ Z 2 — z 3 w — W\ w 2 — w 3 
z — 2.3 z 2 — Zj W — U ’3 W 2 — IV I 


EXEMPl O Construção de uma Transformação Fracionária Linear 


Construamos uma transformação fracionária linear que mapeie os pontos 1. i e 1 na circunferência 
ria \z\ = 1 nos pontos 1, 0 e 1 no eixo real. Determinemos a imagem do interior \z\ < 1 da circun: 
unitária sob essa transformação. 


Solução Identificando z, = 1, z 2 = i, z } = -1, w, = -1, w 2 = 0 e w 3 = 1 em (12), o Teorema 7.2. _ 
que a desejada transformação w — T(z) deve satisfazer 


z-1 i - (-1) w - (-1 ) 0-1 
z — (—1) i — 1 w — 1 0 — (—1) 
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Resolvendo esta equação para w c simplificando, obtemos 


.. 1 1 1 1 ui transformação 
lUíiria linear podo ter 
s formas equivalentes. ^ 


W = 


T(z) 


z — i 
iz — 1 


Usando o ponto de teste z = 0, obtemos T( 0) -- i. Portanto, a imagem do interior 
cia unitária é o semiplano superior v > 0. 


< 1 da circunferên- 

□ 


EXEMPLO 6 Construção de uma Transformação Fracionária Linear 

Construamos uma transformação fracionária linear que mapeie os pontos i. 1 e oc na reta y = x 1 nos 
pontos 1, i e 1 na circunferência unitária |«?j = 1. 

Solução Procedamos como no Exemplo 5. Usando (24) da Seção 2.6, calculamos a razão cruzada de z, 
Zj = -i, z 2 = 1 e z $ = oc como 


lim = lim _±+i = Hm z + i Z3-1 = z + i 

Z 3 — +oo z Z 3 1+Z Z3-^0z - l/Zz 1 +i 2a^0zz 3 -l 1 + i 1 + i 

Identificando w x — 1, m 2 — i e = -1 em ( 12 ), concluímos que a desejada transformação w = T(z ) deve 
satisfazer 


z + i 
1 + i 

Resolvendo para w e simpliâcando , obtemos 


w = T{z) 


w — 1 i + 1 
w + 1 i- 1 ‘ 


z + 1 

—z + l — 2i' 


□ 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 7.2 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem Impar ao final do livro.) 
Nos Problemas 1 4, determine as imagens dos pontos 0, 1, ie oc sob a dada transformação fracionária linear. 

1. TM = i 2. T(z) = -X- 

3. T(z) = rti 4 . r( 2 ) _ nl 

Z X z 

Nos Problemas 5-8. determine a imagem dos discos \z\ < 1 e \z— i\ < 1 sob a dada transformação fracionária linear. 

5. T é a transformação no Problema l 6. Tc a transformação no Problema 2 

7. 7' é a transformação no Problema 3 8. T é a transformação no Problema 4 

Nos Problemas 9 12. determine a imagem dos semiplanos x > 0 e y < 1 sob a dada transformação fracionária linear. 

9. T é a transformação no Problema 1 10. T é a transformação no Problema 2 

11. Té a transformação no Problema 3 12. Té a transformação no Problema 4 


Nos Problemas 13-16. determine a imagem da região mostrada em cinza-escuro sob a dada transformação fracioná- 
ria linear. 


13 . T(z) = -í- 

Z 2 


14 . T(z) 


z — i 
Z ~h 1 
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15. T(z) = 


16. T(z) 


— z — 1 i 


z — 1 + * 




Figura 7.2.5 Figura para o Problema 15 Figura 7.2.6 Figura para o Problema 16 


Nos Problemas 17-20, use matrizes para determinar (a) S'(z) e (b) S l (T(z)). 


17. 

19. 


T(z) = 
T(z) = 




iz -p 1 
^ - 1 

z — 2 
z — 1 


18. T(z) 
20. T(z) 


iz ( . 2z + 1 
S(z) = 


z — 2 i 

z — 1 T t 
iz 2 


, S{z) = 


z + 1 
(2 — i)z 


z-l-i 


Nos Problemas 21 26. construa uma transformação fracionária linear que mapcic os pontos dados z lr z> e z 3 ne- 
tos dados u\ . w 2 e «/ 3 , respectivamente. 


21. 

2 1 

— — 

1, 22 

— 

0, 

23 = 2; 

i w\ 

= 0. 

U)2 = 1, 

w ò = 

- OC 

22. 

z^ 

— 

22 = 

0, 

23 

— —i\ 

W\ 

= 0, 

Wn — 1, 

Wi - 

oc 

23. 

Z\ 

= 0, 

Zn — 

í, 

23 

= oo; 

Wi 

= 0, 

W'2 — 1, 

W-2 — 

2 

24. 

Z\ 

= — 

U 22 

= 

Ü, 

23 = 1 : 

: ui i 

— i, 

U'2 — 0. 

lt'3 = 

: OC 

25. 

Z\ 

= 1, 

22 = 

ó 

23 

= — i; 

Wi 

= — 1 

, W2 = 0 

1. </.\3 

= 3 

26. 

Z\ 

= 1, 

22 = 

z, 

2.3 

— — i\ 

Wl 

= — i. 

, U) 2 = Í, 

W3 - 

= '00 


Foco em Conceitos 


27. Sejam a. b, c e d números complexos t ais que a d - bc ^ 0. 


(a) 


- az + b 

licsolva a equaçao w = para a. 

cz T d 


(b) Explique por que (a) implica que a transformação fracionária linear T(z) = (az + b)/(cz + d,) é uma : 
biunívoca. 


28. Considere a equação 


\z — a\ = \\z — b\ 


onde A é uma constante real positiva. 

(a) Mostre que, se A = 1, o conjunto de pontos que satisfaz (15) é uma reta. 

(b) Mostre que, se A ^ 1, o conjunto de pontos que satisfaz ( 15) é uma circunferência. 

29. Seja T(z) = (az + b)/(cz-\- d) uma transformação fracionária linear. 

(a) Se T(ü) = ü, o que você pode dizer sobre os coeficientes a. b, c e d! 

(b) Se T(l) = 1, o que você pode dizer sobre os coeficientes a. b. c e d! 

(c) Se T(oc) = oc, o que você pode dizer sobre os coeficientes a, b, c e d! 


30. I ísc o Problema 29 para mostrar que se T for uma transformação fracionária linear tal que 7’( 0 ) =0, T 
(' T(do) = oc. então T deve ser a função identidade, ou seja, T(z ) = 2 . 


31. Use o Teorema 7.2.2 e deduza a transformação na Entrada H-l do Apêndice III. 

32. Use o Teorema 7.2.2 e deduza a transformação na Entrada H-3 do Apêndice III. 
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7.3 Transformações de Schwarz-Christoffel 


Um problema frequente associado ao estudo de fluxo fluido é o de construir o fluxo de um fluido ideal 
que permanece no interior de um domínio poligonal D 1 . Veremos na, Seção 7.5 que este problema pode 
ser resolvido com a determinação de uma transformação complexa biunívoca do semiplano y > 0 na 
região poligonal que seja uma transformação conforme no domínio y > 0. A existência de uma tal trans- 
formação é garantida pelo teorema da transformação de Riemann discutido nas Observações ao final da 
Seção 7.1. No entanto, embora o teorema da transformação de Riemann assegure a existência de uma 


transformação, não fornece qualquer método prático para determinar uma fórmula para a transforma- 
ção. Nesta seção apresentaremos a fórmula de Schwarz-Christoffel, que é uma fórmula explícita para a 
determinação de uma transformação conforme do semiplano superior em uma região poligonal. 



í 1 Região poligonal limitada 



Regiões Poligonais Uma região poligonal no plano complexo é uma região limitada 
por uma curva suave por partes, conexa e simples, que consiste em um número finito de 
segmentos de retas. A curva dc fronteira de uma região poligonal é denominada polígono, e 
os extremos dos segmentos de retas no polígono são denominados vértices do polígono. Se 
um polígono for uma curva fechada a região circundada pelo polígono recebe a denomina- 
ção de região poligonal limitada: uma região poligonal não limitada é denominada região 
poligonal ilimitada (Figura 7.3.1). No caso de uma região poligonal ilimitada, o ponto ideal 
oo também representa um vértice do polígono. 

Exemplos simples de regiões poligonais são a. região limitada por um triângulo com vér- 
tices 0, 1 e i, que exemplifica uma região poligonal limitada, e a região definida por 0 < 
x < 1, 0 < y < oo, ou seja, uma região poligonal ilimitada cujos vértices são 0, 1 e oo. 

Casos Especiais Como motivação para a determinar uma fórmula geral para uma 
transformação conforme que inapeie o semiplano superior y > ü cm uma região poligonal, 
examinemos primeiro a transformação complexa 

w = f(z) = (z-x i) a/7r , ( 1 ) 


b> Região poligonal ilimitada 
..ra 7.3.1 Regiões poligonais 


y 



/ \Ct/n 
iu = (z-jq) 

V 


v 



i b) Imagem do raio em (a) 
..'a 7.3.2 Transformação w = 


onde x 1 e a são números reais, e 0 < a < 2n. A transformação em (1) é a composição de 
urna translação T(z) = z - e a função potência real F(z) = Z' /v . Como x { ê real. T re- 
presenta uma translação em uma direção paralela ao eixo real. Sob esta translação, o eixo 
x é mapeado no eixo u, sendo o ponto 2 = x l mapeado 110 ponto w — 0. Para entendermos 
a função potência F como uma transformação complexa, substituímos o símbolo 2 pela no- 
tação exponencial re'°: 


F(z) = (ré e ) a/ * = r “/V <u9/,r) . 


( 2 ) 


De (2), notamos que a transformação complexa w = t j " pode ser interpretada como a di- 
latação 011 contração do módulo r de 2 ao módulo / n/V de w e a rotação de 2 de um ângulo 
q/tt radianos em torno da origem, aumentando ou diminuindo um argumento 0 de 2 c trans- 
formando-o em um argumento aO/ir de w. Dessa forma, sob a composição w = F(T(z)) = 
(2 .q) ,t/;r um raio que emane dc x i e faça um ângulo de ò radianos com o eixo real é ma- 

peado em um raio que emana da origem e faz um ângulo de aó/n radianos com o eixo real 
(Figura 7.3.2). 

Consideremos, agora, a transformação ( 1 ) 110 semiplano y > 0. Como este conjunto consiste 
no ponto 2 = x l e na família de raios arg( 2 - q) = <p A) < (p < n. sua imagem sob w = ( 2 — Xy) n F 
consiste no ponto w — 0 e na família de raios arg(tc) = ció/tv. 0 < a<j)/ir < n . E111 outras palavras, 
a imagem do semiplano y > 0 é o ponto w = 0 c a cunha 0 < arg (w) < a (Figura 7.3.3). 

A função / dada por (1), que mapeia o semiplano y > 0 na região poligonal ilimitada 
com um único vértice, tem a seguinte derivada: 

= (3) 

7T v 1 

Como f{z) ^ 0 se 2 = x -(- iy c y > 0, w = j[z) é uma transformação conforme em qualquer 
ponto 2 com y > 0. Em geral usaremos a derivada /', e não /, para descrever uma transforma- 
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y 



















A 


(a) Semiplano y;>0 



ção conforme do semiplano y > 0 em uma região poligonal arbitrária. Com isso em mente, apre> : 
taremos a seguir uma generalização da transformação em (1) com base em sua derivada em 
Consideremos uma nova função f. analítica no domínio y > 0 e cuja derivada é 

f’(z) = A(z- x 1 ) ( “ ,/,r) ‘ 1 (* - x 2 f a ^ ) - 1 , 

onde x,. rc,, o:, e a 2 são reais, Xj < x 2 , e .4 é uma constante complexa. Um dado útil que l 
ajudará a determinar a imagem do semiplano y > 0 sob fé que a parametrização w{ t) . 
t < b, fornece um segmento de reta se e somente se algum valor de arg(it/(í)) for consta: 
para todo t no intervalo a < t < b. A seguir, usaremos esse fato para determinar as imag- 
dos intervalos (-oo, x,), (x,, x 2 ) e (x 2 , oc) no eixo real sob a transformação complexa w = ; 
Se parametrizarmos o intervalo (-oo, xf) por z(t) — t, -oo < t < x n , segundo (11) da Se* 
2.2, a imagem sob w = J{z) é parametrizada por w(t) — f(z(t ;)) = /( t) , -oo < l < . Iden* 

cando z — t em (4), obtemos: 

w'(t) = /'(í) = A(t- x,) (ai/,r, “ 1 (t - x 2 ) l ^ /,l) - í . 

Um argumento de u/(f) c, então, dado por: 


(b) Imagem do semiplano 
Figura 7.3.3 Transformação 

w= (z-x,)"''" 


y 
















*1 

x 2 


(a) Semiplano superior \j > 0 


- f( z) 

o 


V 



Figura 7.3.4 Transformação 
associada a (4) 


Arg {A)+ Arg (t - xi) + - l) Arg (í - x 2 ) . 

Como oo < t < x l5 t - Xj é um número real negativo, de modo que Arg (£ — x,) - tt. Além 
so, como x, < x 2 . t - x 2 também é um número real negativo e Arg(í - x 2 ) = tt. Substituir 
esses valores em (5), vemos que Arg(,4) + ag + a 2 2 ty é um valor constante de arg(tr 
para todo t no intervalo (- 00 , Xj). Assim, concluímos (pie o intervalo (-oc, x,) é mapeadc 
um segmento de reta por w = f(z). 

Raciocínio similar mostra que os intervalos (x l5 x 2 ) e (x 2 , 00 ) também são mapeados 
segmentos de retas. Um valor do argumento de vJ para cada um desses intervalos é dad- 
tabela a seguir, que também lista a variação do valor do argumento. 


Intervalo 

Argimiento de w' 

Variação do Argumento 

( 00 , x,) 

Arg(A) + a y + a 2 ~ 27t 

0 

(x'l, Xj) 

Arg(A) + a 2 - n 

TT - O-j 

(x 2 , CX)) 

Arg (4) 

tt a 2 


Tabela 7.3.1 Argumentos de íd 


Como fé uma transformação analítica (e, por conseguinte, contínua), concluímos q 
imagem do semiplano y > 0 é uma região poligonal ilimitada. Na Tabela 7.3.1 vemos 
os ângulos externos entre lados adjacentes da fronteira poligonal são dados pela variaçã 
argumento de w' de um intervalo para o seguinte. Portanto, os ângulos internos do polL 
são Q'i e a 2 (Figura 7.3.4). 


Fórmula de Schwarz-Christoffel A discussão anterior pode ser generalizada para produzir u 
fórmula para a derivada f de uma função / que mapeia o semiplano y > 0 em uma região poligonal 
um número arbitrário de lados. Esta fórmula, dada no próximo teorema, é conhecida como fórmula 
Schwarz-Cliristoffel. 


Teorema 7.3.1 Fórmula de Schwarz-Christoffel 

Seja / uma função analítica no domínio y > 0, com a seguinte derivada 

z) A (z - x r..( 2 

onde Xj < x, < ... < x,„ 0 < a ( < 27r, com 1 < i < n , e A c uma constante complexa, w — f(z ) mar 
o semiplano superior y > 0 em uma região poligonal com ângulos internos o,, a 2 , ..., o„. 


Transfc >n nações C( n 1 fori 1 1 es 
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O Teorema 7.1.1 da Seção 7.1 indica que a função dada pela fórmula de Schwarz-Christoffel (fi) é uma 
transformação conforme no domínio y > 0. Por razões de concisão, de aqui em diante nos referiremos à 
transformação obtida de (6) como uma transformação conforme do semiyla.no superior em uma região 
poligonal. Devemos ter em mente que embora seja definida no semiplano y > 0, esta transformação é 
conforme apenas no domínio y > 0. 

Antes de investigarmos alguns exemplos da fórmula de Schwarz-Christoffel, precisamos ressaltar três 
coisas. Primeira, na prática cm geral temos alguma liberdade na escolha dos pontos x k .no eixo x. Uma es- 
colha judiciosa pode simplificar o cálculo de f(z). Segunda, o Teorema 7.3.1 fornece uma fórmula para a 
derivada de f Uma fórmula geral para fé dada pela integral 


f(z) = A / (z-xj) 


(r*|/ 7 T)-l , \(«-2 /t0- 

V- - J -2) 


( 


• n, 


onde A c B são constantes complexas. Assim, fé a composição da função 

g(z) = j (z — Xi )^ aiy,7r ^ _1 (z — X2 )^ a2 ^ -1 • • • (z — 1 dz 

e a transformação linear h(z) = Az -f B. Como descrito na Seção 2.3, a transformação linear h permite 
que dilatemos (ou contraiamos) e translademos a região poligonal produzida por g. Terceira, embora não 
conste no Teorema 7.3.1, a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) também pode ser usada para construir 
uma transformação do semiplano superior y > 0 em uma região poligonal limitada. Para isso. aplicamos 
(6) usando apenas n 1 dos n ângulos internos da região poligonal limitada.* Ilustremos essas ideias com 
exemplos. 


A -1 


1 B 


(a) Semiplano y > 0 



B' 


J k/2 


■e n 


A' 


(b) Fita semi-infinita 

-igura 7.3.5 Figura para o 
: • emplo 1 


EXEMPLO 1 Uso da fórmula de Schwarz-Christoffel 

Usemos a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) para construir uma transformação conforme do 
semiplano superior na região poligonal definida por u >0, 1 < v < 1 . 

Solução Observemos que a região poligonal definida por u > ü, 1 < v < 1, é a fita semi- infi- 
nita mostrada em cinza-claro na Figura 7.3. 5(b). Os ângulos internos dessa região poligonal 
ilimitada são eq = a 2 = 7t/2 e os vértices, vy = i e w 2 = i. Para determinar a transformação 
desejada, apliquemos o Teorema 7.3.1 com = -1 c x, = 1. Com isso. (6) fornece 


f'(z) = A(z + 1)- 1/2 (z- 1) 


1-1/2 


(7) 


Uma fórmula para /( z) é obtida com a integração de (7). Como z está no semiplano superior 
y U 0, primeiro usamos a raiz quadrada principal para reescrever (7) como 

Além disso, como o valor principal de ( l) 1 2 — i, temos 

f'(z) = : - , <0 = r ..." o„, CT = r- TTõ = -Ai 


( 2 2_1)1 /2 [-1(1-^)] 1/2 i(l_ 2 2)V2 

De (7) da Seção 4.4, vemos que uma antiderivada de (S) é dada por 

f(z) = -Ai sen -1 z + B, 


(i - 


1/2 


( 8 ) 


(9) 


onde sen Ué a. função de valor único obtida usando o valor principal da raiz quadrada e o valor principal 
do logaritmo; A e B são constantes complexas. Se escolhermos /(- 1) = i e f{ 1) = z, as constantes A e B 
devem satisfazer o sistema de equações 


-Ai sen *(— 1) 4- B = Ai— -\ - B — —i 


-Ai sen 1 (1) -h Z? = —Ai— + B = i. 

2 


7T 


*Para um polígono limitado no plano, quaisquer n 1 do seus ângulos internos determinam univocamente o ângulo restante. 
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Somando essas duas equações obtemos 2 D = 0, ou 5=0. Agora, substituindo B - 0 na primeira ou : 
segunda equação, calculamos A = — 2/ 7r. Portanto, a desejada transformação é dada por 

2 

fiz) — i— sen -1 2 . 

7 r 


Essa transformação é ilustrada na Figura 


7.3.5. O segmentos de retas marcados com A e B. mostrar: 


cm cinza-escuro na Figura 7.3. 5(a). são mapeados por w = i— sen 1 2 
com A' g B'. mostrados em preto na Figura 7.3. 5(b). 


nos segmentos de retas marcad* - 


y 




A -í 

1 B 


(a) Semiplano iy ^ 0 


v 


A 

.3^/2 

A' f 

0 

■^n/2 

0 

B' 


(b) Região poligonal para o Exemplo 2 

Figura 7.3.6 Figura para o 
Exemplo 2 


EXEMPLO 2 Uso da fórmula de S ch war z- C lir is t o ffel 

Usemos a fórmula de Scliwarz-Christoffel (G) para construir uma transformação confoi : 
do semiplano superior na região poligonal mostrada em cinza-claro na Figura 7.3. 6(b 

Solução Procedamos como no Exemplo 1. A região mostrada em cinza-claro na Figu: 
7.3. 6(b) é uma região poligonal ilimitada, com ângulos internos cq = 3 tt/ 2 e a 2 — ir/2. 
vértices w x — i e w 2 = 0. Se escolhermos x x = 1 e rc, = 1 para serem mapeados em 
m 2 , respectivamente, (G) fornece 

f(z) = A (z + 1) 1/2 (z - 1)- 1/2 . (10 

Como 


(z+l) 1/2 (z-l) 


/ . x 1/2 / . x 1/2 
— 1/2 f z - f- 1 x 


+ 1 


-\) \z + lj (^2 _ 1 ) 1 / 2 ’ 


podemos reescrever (10) como 


/'(*) = ^ 


_(2 2 -l) 1/2 (2 2 -l) 


+ 


1/2 



Uma antiderivada de (11) é dada por 


/ ( 2 ) = A [z 2 - l) 1 “ + cosh 1 2 


+ B 1 


onde A e B sao constantes complexas; ( 2 ? - l) 1 e cosh 1 2 representam ramos das funções raiz quadra . 
e cosseno hiperbólico inverso, definidos no domínio y > 0. Como /( 1 ) = i e /( 1 ) = 0, as constantes i 
B devem satisfazer o sistema de equações 

A (0 4- cosh 1 (—1)) -| - B = Airi + B = i 
A (0 + cosh -1 1) + B = B = 0. 

Logo, A = 1/tt c B — 0, de modo que a desejada transformação é dada por 

f(z) = í [(z 2 — 1) 1/12 + cosh -1 z . 

A transformação é ilustrada na Figura / .3.6. Os segmentos de retas marcados A e 5, mostrados em cinu 
escuro na figura 7.3.6(a), são mapeados por w = f(z) nos segmentos de retas A! e BA mostrados em pr 
11 a Figura 7.3.6(b). 


No uso da fórmula de Schwarz-Christoffel nem sempre é possível expressar f(z) em termos de funç ■ 
elementares. Nesses casos, técnicas numéricas podem ser empregadas para aproximar / com grande : 
cisão. O próximo exemplo ilustra como regiões poligonais relativamente simples podem levar a integr 
que não podem ser expressas em termos de funções elementares. 
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y 



(b) Triângulo equilátero 

:ura 7.3.7 Figura para o 
rmplo 3 


EXEMPLO 3 Uso da fórmula de Schwarz-Christoffel 


Usemos a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) para construir uma transformação conforme do 
semiplano superior na região poligonal limitada pelo triângulo equilátero com vértices w ] = 
0, w 2 = 1 e wz = \ + ^\/3 i. (Figura 7.3.7). 


Solução A região limitada pelo triângulo equilátero é uma região poligonal limitada, com 
ângulos internos Qj = a 2 = a 3 = x/3. Como mencionado anterior mente, podemos determi- 
nar uma transformação desejada aplicando a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) com n 
1 — 2 dos ângulos internos. Escolhendo x L = 0 e x 2 = 1, (6) fornece 

f'{z) = Az~ 2/3 (z - 1) _2/3 . ( 12 ) 


Não existe uma antiderivada da função em (12) que possa ser expressa em termos de funções 
elementares. No entanto, f é analítica no domínio simplesmente conexo y > 0 e o Teorema 
5.4.3 indica que, portanto, existe uma antiderivada de / nesse domínio. A antiderivada é 
dada pela fórmula integral 


/(*) = 



sV 3 (s - 1) 2/3 


yrríí.S + B , 



onde A e B são constantes complexas. Forçando /(O) = 0, conseguimos calcular um valor para a constante 
B. Como f 0 = 0, temos 


/( 0 ) = 



S 2 /3 ( s _l) 


2/3 


ds + B = ü + B = B, 


ou seja, /(O) = 0 implica B — 0. Se, agora, forçarmos f(l) = 1, obtemos 


/( 1) = A 


,4 -1 


Seja T o valor da integral 


r = 


o s 2 / 3 (5 — 1) 


1 


2/3 


ds = 1 . 


(a) Semiplano y è 0 


Ju S 2/3 (s - I ) 2 / 3 
Logo, A = l/r, e / pode ser escrita como 


ds 


f{Z)=1 fío sV> { !-^ dS - 


V 



1 1 


A' 


ra 

11 


B' 



Valores aproximados de /podem ser calculados com o uso de um SAC. Por exemplo, usan- 
do o cornando NIntegrate em Mathematica , obtemos 

f(i) « 0,4244 4- ü,3323f e /(I + i) w 0,5756 + 0.3323L n 


A fórmula de Schwarz-Christoffel pode, ainda, ser usada para determinar transforma- 
ções em regiões não poligonais. Esta abordagem exige que a desejada região não poligonal 
possa ser obtida como um “limite'' de uma sequência dc regiões poligonais. O próximo 
exemplo ilustra esta. técnica. 


EXEMPLO 4 Uso da fórmula de Schwarz-Christoffel 

Usemos a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) para construir uma transformação conforme 
do semiplano superior na região não poligonal definida por v > 0, com a semirreta hori- 
zontal v = x, -00 < u < ü. dcletada (Figura 7.3.8 (c)). 


(c) Limite de regiões poligonais 

Figura 7.3.8 Figura para o 
Exemplo 4 


Solução Seja u,, um ponto no eixo u não positivo no plano w. A região não poligonal defi- 
nida por v > 0, com a semirreta horizontal v — x, -00 < u < 0, deletada pode ser apro- 
ximada pela região poligonal cuja fronteira consiste na semirreta horizontal v = x, -oo 
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u < ü, no segmento de reta de i xi a % c na semirreta horizontal v = 0, % <u < oc. Os vértices dessa re- 
gião poligonal são w x — ttí e w 2 = w t) , com correspondentes ângulos internos cr, e a 2 (Figura 7.3. 8(b)). E- 
colhendo os pontos z, = -1 e z 2 = 0 para serem mapeados nos vértices w x — ttí c w 2 = Uq, respectivament 
(6) nos fornece a derivada 


A(z+l ) (a ' M - 1 


z (cX2/k)-1 



Observemos na Figura 7.3. 8(b) que quando % tende a -oo ao longo do eixo u, o ângulo interior a x tenc- 
a 27 r e o ângulo interior o: 2 tende a 0. Com esses valores limites, (14) sugere que a desejada transforma- 
ção /tenha derivada 


f'{z) = A (z + l) 1 2 (15 

Uma antiderivada da função em (15) é dada por 

f(z) = A (z + L 112 ) + B, (U; 

onde A e D são constantes complexas. 

Para determinar os valores de A e 74, primeiro consideramos a transformação g(z) = z + Ln z 110 >• - 
miplano superior y > 0. A função g tem um ponto de dcscontiimidade em 2 = 0; assim, consideremos s< 
paradamente as semirretas de fronteira do semiplano y > (): y — 0, 00 < x < 0, e y = 0, 0 < x < oc. v 
z = x + 07 estiver 11 a semirreta y = 0, -00 < x < 0. Arg(^) = 7 r, de modo que g(z) = x + log c |xj -F m. 

Quando x < 0, x + log, \x\ assume todos os valores de -00 a — 1. Dessa forma, a imagem do eixo x ne- 
gativo sob g é a semirreta horizontal v = 7 r, -oc < u < -1. Se, no entanto, z = x + 0i estiver na semirret 
y = 0, 0 < x < oo, Arg(z) = 0, de modo que g(z) = x + log e | xj . Quando x > 0, x + log ( |:r| assume todt 
os valores de oc a 00 . Portanto, a imagem do eixo x positivo sob g é o eixo u. Consequentemente, a im - 
gem do semiplano y > 0 sob g(z) = 2 + L 11 2 é a região definida por v > 0, com a semirreta horizont 
v — 7 r, -00 < u < 1 deletada. Para determinar a região mostrada na Figura 7.3.8(c) devemos compor 
e uma translação por 1. Logo, a desejada transformação é dada por: 

f(z) = z + Ln (z) + 1. n 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 7.3 ( Veja Soluções de Problemas Selecionados de. Ordem ímpar ao final do livr 

Nos Problemas 1-6, use o Teorema 7.3.1 para descrever a imagem do semiplano superior y > 0 sob a transformaçã 
conforme w = j{z ) que satisfaz a condição dada. Não tente determinar f(z). 

1. f'(z) = {z — l) -1 / 2 , /(l) = 0 

2. f(z) = (z+ l)- 1 '' 3 , /(— 1) =0 

3. f(z) = (z+ l)~ l/2 (z - l) 1 ' 2 , /(- 1) = 0, /( 1) = 1 

4. !’(z) = (2 + l)~ 1/2 (z - /(— 1) = ü, /(O) = 1 

5. f'(z) = (z + 1) ,/2 2-‘' 2 (z - l)- 1 '' 4 , /(— 1) = i, /(0) = 0, /(l) = 1 

6- /'(2) = (2-l)- ,/4 2- 1/2 (2-l) 1/4 , /(-l) = -!+;, /(0)=0. /(l) = l + i 


Nos Problemas 7 10. use a fórmula de Schwarz-Christoffcl (6) para determinar f(z ) para uma transformação co: 
forme w = f(z) do semiplano superior na dada região poligonal, mostrada em cinza-claro na figura correspondem 
Use. em (6), os valores x ] = -1, x, = 0, — 1. e assim por diante. Não tente determinar f(z). 

7 . /(- 1 ) = 0 , /( 0 ) = 1 8 . /(- 1 ) = - 1 , /( 0 ) = 0 



Figura 7.3.9 Figura para o Problema 7 


Figura 7.3.10 Figura para o Problema 8 
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9. /(- 1) = -1, /(O) - 1 


10. /(-l)=i, /(0) = 0 




Foco em Conceitos 


11. Use a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) para construir uma transformação conforme do semiplano superior na 
região poligonal mostrada em cinza-claro na Figura 7.3.13, com as exigências /(- 1) = ttí e /(l) = 0. 


12. Use a fórmula de Schwarz-Christoffel (G) para construir uma transformação conforme do semiplano superior na 
região poligonal mostrada em cinza-claro na Figura 7.3.14, com as exigências f( 1) = -ai e /( 1) = ai. 


V 


ni 






Figura 7.3.13 Figura para o Problema 1 1 


V 











Figura 7.3.14 Figura para o Problema 12 


13. Use a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) para comprovar a transformação conforme dada na Entrada M-3 do 
Apêndice III; para isso. construa, primeiro, a derivada de uma transformada do semiplano superior na região 
poligonal mostrada em cinza-claro na Figura 7.3.15. Aplique as condições f( 1) = -a, /(O) = v e /( 1) — a e, de- 
pois, faça v l — » -oo ao longo do eixo v. 


14. Use a fórmula de Schwarz-Christoffel (6) para comprovar a transformação conforme dada na Entrada M-4 do 
Apêndice III; para isso. construa, primeiro, a derivada de uma transformada do semiplano superior na região 
poligonal mostrada em cinza-claro na Figura 7.3.16. Aplique as condições /( I) = - u 1 , /(O) = ai. c f( 1) = </., e, 
depois, faça u x — » oo ao longo do eixo u. 




Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 15 18, use um SAC para calcular imagens aproximadas dos pontos Zj — i e 2 , — 1 4- i sob a função dada. 

15. w — f(z) é a transformação do Problema 3. 

16. w — f(z) é a transformação do Problema 6 . 

17. w — f[z) é a transformação do Problema 8. 

18. w = f(z) é a transformação do Problema 9. 
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7.4 Fórmulas Integrais de Poisson 

O sucesso do emprego de uma transformação conforme na solução de um problema de valores de con- 
torno associado à equação de Laplace depende, muitas vezes, da habilidade de resolver um problen. 
de valores de contorno relacionado em um domínio mais simples, corno o semiplano superior y > 0 < 
o disco unitário aberto \z\ < 1. Nesta seção apresentaremos duas fórmulas integrais para a solução . 
um problema de Diriçhlet nesses domínios. 



Fórmula para o Semiplano Superior Iniciamos com o exame do seguinte problen 
de Diriçhlet: 


Resolver. 


0 2 (p d 2 (j) 

— r + — 7 = 0, —oo < x < oo, y > 0 
oxr oy z 


Sujeito a: 


4>{x, 0) = 


ko, — oo < x < xi 
k i, X\ < x < oo, 


Figura 7.4.1 Problema de 
Diriçhlet (1) 


onde k u e k } são constantes reais e um ponto no eixo x. A inspeção da Figura 7.4.1 - 
gere (pie a função <p é constante em cada raio que emana de x l no semiplano superior, 
que o valor de ô em um raio genérico varia de A:, a Ay à medida que o ângulo 0 entre o raio e o raio «. 
emana de x ] e contém o ponto x l + I varia de U a n. Em outras palavras, buscamos urna função <f>(0 
que Ç>(0) = /v| e (f>( 7r) = A;,. A função mais simples que atende essas condições é a função linear: 

ko ~ ki 


m = h + 


7 r 


0 , 0 < 0 < 7T. 


Aplicando a. translação z x lx observamos que 0 = Arg(z xj), de modo que a função <6 pode ser rees- : 
ta como 

cf)(x, y) = ki + - (ko - k 1 )Arg(z — a?i), 0 < Arg(z - xi) < tt. 

7T 

A seguir, mostraremos que a função (p(x. y) definida em (2) é de fato uma solução do problema do Di 
richlet (1). No semiplano superior y > 0. ç(x, y ) é a parte real da função 

i 

f(z) = ki (ko - ki)Ln(z - xi). 

7 T 

Corno / é analítica, quando y > 0, o Teorema 3.3.1 indica que sua parte real é harmônica. Portanto. 
y) satisfaz a equação de Laplace 

d 2 <p d 2 (j) 


Ti + 


= 0 


dx 2 dy 2 

quando -oo < x < oo e y > 0. 

Agora, comprovaremos que as condições de contorno (1) são satisfeitas por 4>(x, y). Admitamos qr.- 
esteja no intervalo (ai, oo) no eixo real. Ou seja. z = x + 07 com x l < x < oo. Nesse caso, Arg(z x 
0. de modo que (2) fornece 

<p(x, 0) = ki H — (ko — ki) Arg (z — X\) = ki d — (ko — ki) 0 = k\. 

7 T 7T 

Se 2 = x + Oi, com -oc < x < x lt Arg (2 - xj) = 7 re 

<Í>(x, 0) = ki + - (ko - ki) Arg (2 - x x ) = h + - (k 0 - h) tt = k 0 . 

7 r tt 

Portanto, de (3), (4) e (5) concluímos que a função ó(x. y) definida por (2) é uma solução do proble: 
de Diriçhlet, (1). 

Este resultado pode ser generalizado. Em particular, consideremos o problema de Diriçhlet 
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Resolver. 


d 2 4> d 2 (j) 

ttt + - 0 , -00 < x < 00 , y > 0 

oxr ay z 


( 6 ) 


Sujeito a: 


c p{x , 0) = < 


k,Q. — oc < x < £1 
kl, X\ < X < X‘2 

k n , X n < X < OG, 











V 2 d> = 0 





-O a 2 


— $ = k 1 ó 

— ^2 0 - Lt 


onde x } < x. 2 < ... < x n , são n pontos distintos 110 eixo xo A^ l? k } , ..., k„ são n + 1 constantes 
reais (Figura 7.4.2). Observemos que (1) é apenas um caso especial de (6) e corresponde 
a n = 1. Seguindo raciocínio similar ao usado para obter (2). construímos a função 


1 


;>(./•.//) = k n + -y: {kj-i -kj) Arg (2 

7T — f 


( 7 ) 


.7=1 


Como no caso de (2), podemos comprovar que esta função c harmônica no domínio y > 
0 ao observarmos que ó(x, y) é a parte real da função analítica 


Figura 7.4.2 Problema de 

Dirichlet: (6) 


f{z) = k n - - J2(kj - 1 - kj) Ln (z - xj). 

7T z ' 

.7=1 


A seguir comprovaremos que <p(x, y) satisfaz as condições de contorno em (6). Seja N um valor fixo de 
j. Sc z = x + Ü? for mn ponto tal que % < x < %_i, Arg ( 2 : - x) = 0, se 1 < j < N, c Arg (z x 3 ) = 7 r, se 
R r + 1 < j < n. Por conseguinte, para z— x -(- Uz, com x N < x < % +1 , (7) fornece 

1 " 

0(x-,o) = kn + -y (kj - 1 - kj) Aig(z-Xj) 

' 7T * 


3 = 1 
N 


k n + - V" (kj- 1 - kj) Arg (z-Xj) + - V (kj- 1 - kj) Arg (z-Xj) 

7T Z — ' 7T *—? . 


3 = 1 
iV 


J=AT+1 


— fcn + — (fej-i — fcj) • o + z yy (^j-i kj ) 77 

7T z ' 7T ^ 7 ^ 

J=1 j=N +1 

= k n + (&JV — kjsr+ 1 ) + (fciV+l — &7V4- 2 ) H + (&n-l — &n) 

= kjy. 

Isso mostra que a função <f>(x, y) satisfaz as condições de contorno em (6). Em resumo, mostramos que a 
função <j)(x, y) definida em (7) é uma solução do problema de Dirichlet em (6). Esta solução será usada 
para determinar uma fórmula integral para uma solução de um tipo mais geral de problema de Dirichlet 
no semiplano superior y > 0. 







V 2 0 = 0 




A 


0 3 

cn 

II 

© 

in 

li 

1 
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EXEMPLO 1 Solução de um Problema de Dirichlet no Semiplano Superior 

Usemos (7) para resolver o problema de Dirichlet 
0 2 (j) d 2 à 

— 7 + 7 - 7 - = 0 , —00 < x < 00 , y > 0 


Resolver. 


dx 2 dy 2 


Sujeito a: <ft(x,{)) = < 


2, — oc < x < 0 
— 1, 0 < x < 3 
5. 3 < x < 00 . 


Figura 7.4.3 Figura para o Exemplo 1 


ilustrado na Figura 7.4.3. 
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Solução Identificando ^ = 2 , ^ = 1 , ^ = 5, x, = 0 e x 2 = 3 em ( 7 ), obtemos a solução 


<t>(x,y) = 5 + — (2 + 1) Arg (z — 0) + i (— 1 — 5) Arg (z — 3) 

7T 7 r 

3 6 

= 5 + - Arg (z) Arg (z - 3) . 

7 T 7T 


Fórmula Integral de Poisson Um caso especial do problema de Dirichlet ( 6 ) ocorre quand< 
K = K — 0 - 


Resolvei': 


d 2 (j) d 2 (j) 

q x 2 ^ Dy- — ~ oc < x < 005 y > ^ 


(< 


Sujeito a: 


à{x, 0 ) = < 


0, —oo < x < x\ 

kl , X \ < X < X 2 

k n — i , X ji _ i <C x <C x n 
0, x n < x < oo. 

Substituindo 3 = 2 - x i: com *=1,2, n. e identificando Aj, = = 0 , a solução dada por ( 7 ) pode se: 

escrita como 

(j)(x, y) = 0 + i [(() - Aq ) Arg Zl + (Aq - A: 2 ) Arg z 2 + • • • + (fc n -i ~ °) Arg z n \ 

= ^ [&i (Arg 2; 2 - Arg z Y ) + A: 2 (Arg z 3 - Arg z 2 ) + ■ • ■ 4 - A; n _i(Arg z n - Arg z n -i)] 


n— 1 


k, 


= U 7 ( Arg2 J+ 1 ~ Arg2 j) 


.7 = 1 


Ou seja, a função 


71—1 


Aq 


y) = J 2 ~ [ Ar S ( z ~ x i+ 1 ) - Arg (2 - x^)] 


ÍQ 


7 = 1 


é uma solução do problema de Dirichlet em ( 8 ). Podemos escrever (9) em termos de uma integral iinpr - 
pria real. Para isso. tomemos uma variável real t c observemos que, se y > 0 , 


V 


Arg (z — t) = cot 1 ( — — e —Arg (z — t) = — 

1 y J dt ’ (x — t) 2 + y 2 


Ou seja, 


Arg(^+i) - Arg(^) = 


d 


y 


Xj dt \_(x — t) 2 4- y 2 


dt. 


Com essas substituições, (9) passa a 


1 ^-i ,z J+1 

ttx,y) = -Zj x 

7 = 1 Jx 3 


kjy 


(x — t) 2 + y 2 


dt. 


Como ó(x. (J) = 0 quando x < x, ou x > x n , (f>(x, y) também pode ser escrita como 


0 (x, y) = - 


'OO 


<£(C 0 ) 


-zdt. 


(10 


7 T./-OC {x-t) 2 -\-y 2 

A fórmula integral em (10) é conhecida como fórmula integral de Poisson para o semiplano superi : 
íl > 0 c fornece a solução <p(x, y) do problema de Dirichlet em ( 8 ). A fórmula integral de Poisson també: 
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pode ser usada para resolver um problema de Dirichlet mais geral, em que as condições de contorno são 
especificadas por função qualquer que seja contínua por partes e limitada. Este é o conteúdo do próximo 

teorema. 


Teorema 7 . 4.1 Fórmula Integral de Poisson para o Semiplano 

Seja f(z ) uma função contínua por partes e limitada em -oo x < oo. Então, a função definida por 

y -n (íi) 


p(x, lj) 


dt 


OC 


(x - t ) 2 + y 2 

é uma solução do problema de Dirichlet no semiplano superior y > 0 cuja condição de contorno 6 <p(x, 
0) - f(x) em todos os pontos de continuidade de /. 


Lamentavelmente há poucas funções / para as quais a fórmula integral dc Poisson (11) pode ser calcu- 
lada. O próximo exemplo representa uma exceção a esta observação. 



V 2 0 = 0 

-1 

1 

0 = 0 9 

©- 

II 

r* 

i 

-& 

II 
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EXEMPLO 2 Uso da Fórmula Integral de Poisson 

Usemos a fórmula integral de Poisson (11) para determinar uma solução do problema de 
Dirichlet 


d‘ 2 (j) d 2 (p n 

Resolver: . 7 + „ .y — 0 , — oc < x < 00, y > 0 

dx l oy z 


X 


Sujeito a: <p(x, 0) = < 


Figura 7.4.4 Figura para o 
Exemplo 2 


0, — OC' < X < — 1 
X, — 1 < X < 1 

0, 1 < x < 00, 


ilustrado na Figura 7.4.4. 

Solução Primeiro definimos uma função real / como f = <p(x, 0). Logo, f(x) = x no intervalo -1 < x < 1 c 
f(x) - 0 em todos os outros pontos. Logo, f ê uma função contínua por partes e limitada em toda a reta 
real -oc < x < oc. Depois de substituir o símbolo x pela variável de integração t, identificamos f(t) = <j>(t , 
0) para -1 < t < 1 e f{t) = 0 para todos os outros valores de t. Com isso, (11) nos fornece 


"OO 


<t>(x,y) = - 


<t>(t o) 


■dt = 


y 


■1 


t 


n j-oc i x ~~ *) 2 + y 2 77 J - 1 ( x - 1) 2 + y 2 

Com as substituições s=x-teds= d,t , esta integral passa a 

"X— 1 


dt. 


x 


, \ y f x 1 x ~ s j y 

WM/) = --/ 2 r zõ ds = -- 1 s 2 , ...2 

7T / x+ i s* + y nj x+ 1 s \ y 


ds+ V - 


f*X— 1 


S 


7T j x+í s 2 + y 2 


ds. 


Do cálculo elementar, temos 


x 


s 2 + y 2 
s 


x 

y 


ds = — tan 1 ( - ) + Ci 


í 


e 


2 , 2 ds = \ lo Se (s 2 + r) + C 2 . 

s l 2 


Portanto, 


ôíx.y) = tan 1 ( - 

7T \y 


s=x — 1 


s=x-fl 


+ ^ lo Se (s 2 + y 2 ) 


s= x — 1 


•S— .T + l 


X 

7T 


/ X + 1 \ 1 ( X 1 

tan -1 - tan 1 


y 


y 


+ 2Í l0g£ 


(x-i y + r 
(x + l) 2 + y 2 _ 


é uma solução do problema de Dirichlet. 


□ 
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Fórmula para o Disco Unitário Uma fórmula integral de Poisson para o disco unitário também poc 
ser deduzida. Esta fórmula integral fornece uma solução de um problema de Dirichlet no disco unitári 
aberto |~| • 1 • sujeito a certos tipos de condições de contorno. O próximo teorema enuncia o resultac 

de forma precisa. 


Teorema 7.4.2 Fórmula Integral de Poisson para o Disco Unitário 


Seja f(z) uma função complexa para a qual os valores J{e l0 ) na circunferência unitária z = é B represen- 
para -ir < 0 < tt, uma função contínua por partes e limitada. A função definida por 


ò(x. y) = 





dt 



é uma solução do problema de Dirichlet uo disco unitário aberto \z\ < 1 sujeito à condição de contonn 
ó(cos 0. sen 0) - /( e' H ) em todos os pontos de continuidade de /. 


Como no caso do Teorema 7.4.1, a integral dada em (12) raramente pode ser expressa cm termos 
funções elementares. Quando não pudermos calcular o valor da integral devemos fazer uso de métod 
numéricos para calcular valores aproximados de uma solução dada por (12). 



Figura 7.4.5 Figura para o 
Exemplo 3 


Uso da Fórmula Integral de Poisson 

Usemos a fórmula integral de Poisson (12) para calcular uma solução do problema de t - 
richlet 


Resolves: 


d 2 ó d 2 (j) 
dx 2 dy 2 


= 0, x 2 + y 2 < 1 


Sujeito a: (p(cosd.sen6) = |0|, - 7 r < 0 < ir, 


ilustrado na Figura 7.4.5. 


Solução A função f(e.'°) — 0( cos (9. sen 6) = j#j é contínua por partes c limitada no hr 
valo -7T < 0 < 7T. Portanto, identificando f(é { ) = ç>(cos í, sen t) - |í| em (12), obteria- 
fórmula integral 



< K x » y) = 

Esta integral não pode ser calculada em termos de funções elementares. No entanto, com o enipreg». 
comando Nlntegrate em Mathematica podemos calcular valores aproximados da função <j)(x, y). Por ex- 
pio, Mathematica indica que 0) 0.9147 e 0(0, \) « 1,5708. 


COINJUll l \j DE EXERCÍCIOS i .4 (Veja Soluções de Problemas Selecionados de Ordem ímpar ao final dt' 
Nos Problemas l 4, use (7) para resolver o dado problema de Dirichlet no semiplano superior y > 0. 


y 2 * y 



7->=0 

F 2 0=o 


-1 

0 

1 

-2 

0 1 

0 = 0 6 0=-l 

0=1 

ii 

o 

0 = -1 0 = 5 

0=1 0 = 0 ' 


Figura 7.4.6 Figura para o Problema 1 


Figura 7.4.7 Figura para o Problema 2 
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V 2 0 = 0 


o 

II 

o 

rM 

> 


-2 -I 

0 1 

-2 -1 

0 1 

0 = 0 0=-l 0 = 1 

0 = 0 0 = 5 

li 

-o 

, 1 
1 1 
II 

-ô- 

1 

II 

0 = 2 0 


Figura 7.4.8 Figura para o Problema 3 Figura 7.4.9 Figura para o Problema 4 


Nos Problemas 5 8. use a fórmula integral de Poisson (11) para resolver o problema de Dirichlet no semiplano supe- 
rior y 0. sujeito às condições de contorno especificadas. 

/ 

0, — oo < x < 0 — 1» ~ oc < x < —l 

5. <p(x, 0) = 2x - 1, 0 < x < 2 6. <f){x, 0) = < x, -1 < a: < 1 

0, 2 < x < oo 1, Kx<oo 


7. ç>(x,0) = < 


ü, — oo < x < 0 
x 2 , 0 < x < 1 

0. 1 < x < oc 


0, — oo < x < 0 

8. <ji>(x,0) = < x 2 , 0<x<l 

1, 1 < x < oo 

9. (a) Use as técnicas apresentadas na Seção 6.6 e deduza as seguintes fórmulas integrais 


/ 


cos s 'kc ° / 00 sen s , _ ,, 

-ds e / ■ „ , ; ds = 0 para a > ü. 


' _ s 2 + a 2 


a 


s 2 + a- 


= cos :r. 


(b) Resolva o problema de Dirichlet no semiplano superior y > 0, sujeito à condição de contorno <j>(x, 0) 

-oo < X < 00. [Sugestão: faça a substituição s = t - xe use as fórmulas na parte (a).] 

10. Resolva o problema de Dirichlet no semiplano superior y > 0, sujeito à condição de contorno ó{x. 0) = sen 
-oo < x < oo. [Sugestão: faça a. substituição s=t - xe use as fórmulas na parte (a) do Problema 9. 


Foco em Conceitos 


11. Seja f(z) uma função complexa, contínua por partes e limitada no disco unitário z -e°, n < 0 ^ tt, /(r ). Seja 
z — re rfç 0 < r 1. um ponto no interior da circunferência unitária. Mostre que a fórmula integral de 1 oisson 

(12) pode ser escrita como 

( 12 ) 


2 


\e Lt — z\ 2 




12. Neste problema é determinada uma solução do problema de Dirichlet no disco unitário sujeito a mna condição de 
contorno contínua por partes. Ou seja, é deduzida uma fórmula para uma solução do problema de um Dirichlet 
no disco unitário análogo a.o problema de Dirichlet (6) no semiplano. 

(a) Comprove que 


2k J 1 + r 2 — 2rcos(í — 


— dí = - tan 1 

0) K 


1 + r ft-e 
tan 


1 - r 


2 


+ C. 


(14) 


(b) Sejam 0 l < 9 2 < ... < 9, n pontos distintos no intervalo (-k. tt). Explique por que (13) e (14) podem sei 
usadas para resolver o problema de Dirichlet 
d 2 ò 0 2 (j) 


Resolver: 


dx 2 Dy 


= 0, x d - y < 1 


ko, -K < 9 < 9] 
fci, 9\ <9 < 9‘> 

Sujeito a: <p{cos d, sen 9) = ^ 


v k n , On < 9 < K . 
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13. 


14. 



I s,' os Problemas U e 12 para o resolver o problema de Dirichlet no disco unitário mostrado na Figura 7.4.1 

l se os Problemas 11 e 12 para o resolver o problema de Dirichlet no disco 

y 


unitário mostrado na Figura 7. 1.1 


Figura 7.4.10 Figura para o Problema 13 


Figura 7.4.1 1 Figura para o Problema 14 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 15 e 16, (a) use a fórmula integral de Poisson 
uma solução do dado problema de Dirichlet no disco unitário e 
da solução nos pontos (0, 0), (|, i) e (Q, i). 


(1-) paia detei minar uma representação integral 
(b) use um SAC para calcular imagens aproximadh- 




Figura 7.4.13 Figura para o Problema 16 


7.5 Aplicações 

festa seção reexaminaremos o método apresentado na Seção 4.5 para a solução de problemas de Diri- 
( 1 ( ’ ar f 111 m Ç or P°i aiemos a.s novas transformações definidas neste capítulo e no Apêndice III. Descre- 
veremos, ainda, mn processo similar para a solução de um novo tipo de problema do valores dc contor- 
no baseado na determinação de uma transformação conforme entre dois domínios. Isso nos permitirá 

.mmm.mLSi 

. . . * f Ca e dt 1111X0 fluldo - Concluiremos a seção com urna aplicação de transformação conform, 

a PIOM-Iims que tratam da determinação de mn fluxo irrotacional de um fluido mcompressível, ou seja. 
o fluxo de um fluido ideal em uma região do plano. 


7.5.1 Problemas de Valores de Contorno 


, RcVÍ f f | OS Se* D 11111 “o “o pta» , e seja g uma função defini. 
V 2 i = 0 ou ° b ema U determmar llllla fcnÇão V) que satisfaça a equação de Laplao 


d 2 ó d 2 ó 

— - H = 0 

dx 2 dy 2 ’ 


(1 


em D que seja, igual a g na fronteira de ü é conhecido como um problema de Dirichlet. 

. 1 a e ^° v 11 nos que funções analíticas podem ser usadas para resolver certos problemas dc Dii - 
Pma ° btCr Uma Soluçao de 11111 P roblem a de Dirichlet em um domínio D determinamos uma trans- 
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formação analítica dc D em um domínio D', no qual o problema de Dirichlet associado ou transformado 
possa ser resolvido. Ou soja, determinamos urna transformação w = f(z ) de D em D' tal que J[z) = u{x, 
//) + iv( x, y) seja analítica em D. Segundo o Teorema 4.5.1 da Seção 4.5, se 4>(r/„ v) for uma solução do 
problema de Dirichlet transformado em D' então õ(x. y) — <&(it(x, y). v(x. y)) é urna solução do problema 
de Dirichlet original em D. Dessa forma, o método apresentado na Seção 4.5 para a solução dc proble- 
mas de Dirichlet consiste nos seguintes quatro passos: 

• Determinar uma transformação analítica w = J[z) = u(x, y) -f- iv(x. y) do domínio D no domínio D’. 

• Transformar as condições de contorno de D em condições de contorno de D' . 

• Resolver o problema dc Dirichlet transformado em D'. 

• Formar ©(;/:, y) = <!>(«( :r, y). v(x, •/;)). 


A Seção 4.5 apresenta uma discussão detalhada desses passos. 

Neste capítulo investigaremos alguns tópicos que podem ser úteis na execução desses quatro passos. A 
tabela de transformações conformes discutida na Seção 7.1, transformações fracionárias lineares estudada 
na Seção 7.2 e a transformação de Schwarz-Christoffcl da Seção 7.3 representam valiosas fontes de trans- 
formações a serem usadas no Passo 1. Além disso, se D' for tomado como o semiplano superior y 0 ou 
o disco unitário \z\ 1 as fórmulas integrais de Poisson da Seção 7.4 fornecem meios para que possamos 

determinar uma solução do associado problema de Dirichlet em D'. 

Nos exemplos a seguir lançaremos mão dc algumas ideias das seções anteriores deste capítulo para 
resolver problemas de Dirichlet que ocorrem nas áreas dc eletrostática, fluxo fluido e fluxo de calor. Re- 
cordemos, da Seção 3.3, que se a função <p(x, y) satisfizer a equação de Laplace (1) em algum domínio D 
então (p(x. y) é harmônica em D. Além disso, se y) for uma conjugada harmônica de 4>(x, y) em 
D então a função 

fí(z) = 0(x : y) + hj)(x, y) 

é analítica em D e é denominada função potencial complexo. As curvas de nível de f e de ip têm impor- 
tantes interpretações físicas em matemática aplicada, que são resumidas na Tabela 3.4. 1 . 


EXEMPLO Problema de Fluxo de Calor 



(a) Problema de Dirichlet 


Determinemos a temperatura de estado estacionário ó no domínio D que consiste em 
pontos fora das duas circunferências \z\ = 1 e \z - = 4; mostrado em cinza-escuro na 
Figura 7.5. l(a) tal que (j) satisfaz as condições de contorno indicadas. 


Solução A temperatura de estado estacionário (j> é uma solução da equação de Laplace 
(1) em D que satisfaz as condições de contorno 


(j){x, y) — 30 se x~ -\- y~ — 1, 

(j){x,y) = 0 se (;r - §) 2 + y 2 = 

Resolveremos este problema seguindo os quatro passos listados anterionnente. 



(b) Problema de Dirichlet transformado 
Figura 7.5.1 Figura para o Exemplo 1 


Passo 1 A Entrada C-l do Apêndice III indica que podemos mapear D em uma região 
anelar, identificando b = 1 e c = 3 na Entrada C-l, temos 


a = 


6cTl + >/(6 2 - 1) (c 2 - 1) 
b + c 


7 + 2\/6 


r o 


= fec — ! — '/(H - D (g -i) = 5 


c-b 


Dessa forma, o domínio D é mapeado na região anelar 5 — 2\/Õ < w < 1. mostrada em 
cinza-claro na Figura 7.5. l(b), pela função analítica w = f(z ), com 


f(?) 


5 z - 7-2y/6 
(7 + 2^6)2 -5' 


( 2 ) 
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Passo 2 A inspeção da Entrada C-l do Apêndice II T mostra qne a circunferência de fronteira \z = A 
é mapeada na circunferência de fronteira \ w\ — r 0 = 5 2y/6. Com isso a condição de contorno ó = 0 é 

transformada na condição d(' contorno = 0 na circunferência \w\ = 5 2\/õ. De modo similar, vemos 

que a condição de contorno à — 30 na circunferência \z\ — 1 é transformada na condição de contorno 
<3> = 30 na circunferência |ty| = 1 (Figura 7.5. l(b)). 


Passo 3 A forma da região anelar e o fato de que as duas condições de contorno são constantes na Figura 
7.5. l(b) sugerem que uma solução do problema de Dirichlet transformado é dada por uma função v) 
definida em termos do módulo r — /u 2 + v 2 de w = u + iv. O Problema 14 do Conjunto de Exercícios 
3.4 pede que seja mostrado que uma solução é dada por 


onde 


4>(u, t?) = A log e y/u 2 + v 2 4- B, 


. k 0 - h -ko log e b 4 ki log e a 

A = — — e B = — 


( 3 ) 


log e (a/b) loge (a/6) 

Segundo a definição de A;,. A:,, a c b dada no Problema 14, temos a = 5 2\/fi, b = 1. k v = 0 e k\ = 30. 

Com isso. obtemos a solução 


_ , . —30 log„ y/u 2 4- v 2 

$(u,v) = — f . — 4- 30 


log„ (5 - 2 v/6) 


( 4 ) 


do problema de Dirichlet transformado. 


Passo 4 O último passo consiste em substituir as partes real e imaginária da função / dada. por (2) pelas 
variáveis u e v em (4). Como 

, , . . . 5z — 7 — 2y/6 

u{x, y) + iv(x, y) = -r - — - 


^ i H - 2 y/6) z — 5 


temos 

y/u{x, y) 2 + v{x. y) 2 = 

Logo, a temperatura de estado estacionário é dada pela função 

4>(x, y) - 


i 2 — 

hz — 7 — 2a/6 


(7 + 2 \/fi) z — 5 


“ 30 loc 

hz -7- 2/6 

log e (5-2V6) So 

(7 + 2y/6) z-h 


+ 30. 


□ 


Ema função potencial complexo D(z) = <p{x. y) + iç(x. y) para a função harmônica ó(x. y) determi- 
nada no Exemplo 1 é 



X 


Figura 7.5.2 Isotérmicas e linhas 
de fluxo para o Exemplo 1 


n(z) = 


-30 


Ln 


5z — 7 — 2\/6 
log fí (5 - 2y/6) ““ V (7 — 2 y/6)z - 5 


Se definirmos esta função como Í2[z] em Mathematica, as partes real e imaginária @(x, y 
e ç(x, y) de O(^) são dadas por Re[f2[z]] e Im[S7[z]], respectivamente. A seguir, podemos 
usar o comando ContourPlot em Mathp.rnntica para desenfiar as curvas de nível das par- 
tes real e imaginária de Í2. Por exemplo, o comando 

ContourPlot] Re[f2[x + I y]] , {x, a, b}, {y, c, d} ] 

produz um gráfico das curvas de nível <t> — c, na região retangular a < x < b. c < y < 
no plano. Segundo a Tabela 3.4.1, as curvas de nível de <f) e de (p representam isotérmi- 
cas e linhas de fluxo de calor, respectivamente. Os dois conjuntos de curvas de nível sà< 
mostrados na Figura 7.5.2. As isotérmicas são as curvas mostradas em cinza, c as linha,- 
de fluxo as curvas mostradas em preto. 


Transformações ( 'ouibrnics 
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E X El\ i Problema de Eletrostática 

Determinemos o potencial eletrostático <j> no domínio D entre as circunferências \z\ = 1 
e |2 - i| = I, mostrado em cinza-claro na Figura 7.5.3(a), que satisfaz as condições de 
contorno indi cadas . 

Solução O potencial eletrostático ç> é uma solução da equação de Laplace (1) em D que 
satisfaz as condições de contorno 

<j)(x,y) — —10 em x 2 + y 2 — 1, 
cp(x.y) = 20 cm {x — ^) + y 2 — \- 

Procederemos como no Exemplo 1 

Passo 1 O dado domínio D pode ser mapeado na fita horizontal infinita 0 v • l, 
mostrada em cinza-claro na Figura 7.13.3(1) ). por uma transformação í raciona ri a linear. 
Uma forma de fazer isso consiste em exigir que os pontos 1, i e 1, na circunferência 
z\ = 1, sejam mapeados nos pontos oo, 0 c 1, respectivamente. Segundo o Teorema 
7.2.2. a desejada transformação fracionária linear w = T{z) deve satisfazer 

-1, -1 

* + l 1 w — l 



(a) Problema de Dirichlet 

v 



i 

v 2 o=o 

* = 20 


* = -10 


z — 1 i + 1 w — w i 0 — 1 

= hm 


T l í — I Wy — »oo w — 1 0 — 'IV i 

Resolvendo para tr = T(z), obtemos 

T(z) = (!-*) 


OU 


— I 


(5) 


(b) Problema de Dirichlet transformado 
Figura 7.5.3 Figura para o Exemplo 2 


Por construção, w = T(z) mapeia a circunferência \z\ — 1 na reta v = 0. Além disso, 
como o polo z — 1 de (5) está na circunferência | z 4| = esta circunferência também 
é mapeada em uma reta. A reta imagem pode ser determinada a partir das imagens 
do dois pontos na circunferência, | z Para os pontos 2=0e*-| + lia Fàicunf ciência | . :>l 

I temos T(0) = 1 + i e TQ + \Í) = 1 + l Portanto, a imagem da circunferência | z = 7 deve ser a 

reta horizontal v= 1. Usando o ponto de teste z= i temos T( |) = 1 + |i; com isso, concluímos que o 
domínio mostrado em cinza-escuro entre as circunferências na higura 7.5. 3(a) é mapeado, poi w '1 ( 
no domínio mostrado em cinza-claro entre as retas horizontais na Figura 7.5.3 (b). 

Passo 2 No Passo 1 vimos que w = T(z) transforma a circunferência \z\ = 1 na reta horizontal v = 0 e a 
circunferência \z +| = 1, na reta horizontal v = 1. Portanto, as condições de contorno transformadas são 
<t> = 10 na reta v 0 e = 20 na reta v — 1 (Figura 7.5.3(b)). 

Passo 3 Segundo o Exemplo 2 da Seção 3.4 e o Problema 12 do conjunto de Exercícios 3.4, uma solução 
do problema de Dirichlet transformado é dada por 

$(u,u) = 30 c — 10. 

Passo 4 Uma solução do problema de Dirichlet original é, então, obtida com a substituição das variáveis 
u c v em T( w. v) pelas partes real e imaginária dc T{z) definida em (5). Substituindo o símbolo z por x 4- 
iy em T(z) e simplificando, obtemos 

x + iy — i x x -I- i(y - 1) x - 1 - iy 

T(x + iy) = (1 - i) , 7 = í 1 “ l ) 


x + iy - 1 


x — 1 4- yi x — 1 — iy 
"2 .,,2 


Portanto. 


x 2 + y 2 - 2x - 2y 4- 1 1 - x 2 - y 2 

(x-l) 2 +y 2 (x-l) 2 -\ -y 2% 


. 1 — x 1 — y 2 

4>(x,y ) = 30- “m — - — - — 10 


(x - l) 2 4- y 2 


é a desejada função potencial eletrostático. 


( 6 ) 

□ 
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Ima função potencial complexo para a função harmônica <p(x, y) dada por (6) no Exemplo 2 pode ser 
determinada, da seguinte forma: se ft(z) for um potencial complexo para 0, íl(z) = ó(x. y) + nj>(x, y) e é 
analítico em D. Do Passo 4 do Exemplo 2. a função complexa T(z) dada por (5) tem partes real e imagi- 
_ x 2 + y 2 - 2x - 2y + 1 1 — x 2 - y 2 

nana u — + y i e v = yy 2 + 2 ’ respectivamente. Ou seja, T(z) = u + iv. Do Pass< 

4 também temos <p(x. y) = 30??- 10. Para obter uma função cuja parte real seja. 30?; 10, multiplicamos 

T(z) por -30/ e subtraímos 10: 

-30/TO) - 10 = -30/(7/ 4- iv) - 10 = 30t/ - 10 - 30?//. 

é analítica em D. a função -30/ TO) 10 também 6 analí- 


y o 



Como T{z) = (1 — Z) 
ti ca em D. Logo, 


1 


íí(z) = — 30i (1 — i) — — - — 10 

z — 1 


-0.5 ■ 


C 


Figura 7.5.4 Curvas equipotenciais 
e linhas de força para o Exemplo 2 


é uma função potencial complexo para 0(.r, ?/)• Como 0 representa o potencial eletrostá- 
tico. as curvas de nível para as partes real e imaginária de O representam curvas equi- 
potenciais e linhas de força, respectivamente. A Figura 7.5.4 mostra um gráfico gcrad 
com Mathematica onde as curvas equipotenciais são cinzas e as linhas de força, pretas. 


Problemas de JNeumaim O Teorema 7.1.1 afirma que uma transformação analítica é conforme eu. 
um ponto onde a derivada é não nula. Este fato não parece ter importância imediata nos exemplos ante- 
riores. que tratavam da solução de problemas de Dirichlet. No entanto, este fato é de extrema importân- 
cia em outra classe de problemas de valores de contorno associados à equação de Laplace e que recebe 
denominação de problemas de Neumann. 


Problema de Neumann 

Seja D um domínio no plano e seja h uma função definida na fronteira C de D. O problema de de- 
terminar urna função <p{x. y) que satisfaça, a, equação de Laplace em D e cuja derivada normal d(f> / dn 
seja igual a h na fronteira C de D é denominado problema de Neumann. 


Certos tipos de problemas de Neumann ocorrem naturalmente no estudo de eletrostática, fluxo fluido 
fluxo de calor. Por exemplo, consideremos o problema de determinar a temperatura de estado estacionar: 
ô em um domínio D com fronteira C. Se a temperatura na fronteira C de D for especificada teremos ur. 
problema de Dirichlet. No entanto, é possível que toda a fronteira ou parte dela seja isolada. Isso sign:- 
fica que não haverá fluxo de calor através da fronteira; pode ser mostrado que isso implica que a deriv • 
da direcional de 0 na direção do vetor n normal a C é 0. Esta derivada recebe a denominação derivada 
normal e é denotada por dó/ dn. Em resumo, em um problema de fluxo de calor uma curva de fronteir 
isolada corresponde a uma condição de contorno da forma dó /dn = 0 e representa um exemplo de ur. 
problema de Neumann. Como afirma o próximo teorema, transformações conformes preservam condiçõ- - 
de contorno da forma dô/dn = 0. 


Teorema 7.5.1 Preservação de Condições de Contorno 


Seja /(z) — u(x. y) + iv{x, y) uma função conforme em todos os pontos de uma curva suave C. Seja C 
a imagem de C sob w — f(z). Se a derivada normal d$/dN da função i/u, v) satisfizer 


di? 

dN 


= 0 


em todos os pontos em C no plano w, a derivada normal dó/dn da função 0(x, y) = $(u(x, y). ?•(.. 
y )) satisfaz 



em todos os pontos em C no plano 2 . 


Tra nsfori nações Cor 1 f< >n 1 ies 
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Prova Admitamos que f c h satisfaçam a hipótese do teorema. Seja Zq = x i) + iy tí um ponto em C e seja 
w„ — u 0 + iv Q = J{Zq) sua imagem em C . Recordemos do cálculo de múltiplas variáveis que se N for um 
vetor normal a C em w,„ a derivada normal em w (] é dada pelo produto escalar 



ura 7.5.5 Figura para a 
)va do Teorema 7.5.1 


rM> 

dN 


= VT • N, 


onde V<1> é o vetor gradiente $,,('% ?; 0 )i + <!>,.( ?/ t1 , ?; ( ,)j. A condição d$>/d.N = 0 implica que 
V ( F e N são ortogonais, ou seja, que V<È> é um vetor tangente a C em Seja B f a curva 
de nível <&(u, v) = c v que contém (?/„. v 0 ). Segundo o cálculo de múltiplas variáveis, o vetor 
gradiente V<í> é ortogonal à curva B' . Consequentemente, corno o gradiente é tangente a C 
e ortogonal a F 3 ' concluímos que C é ortogonal a B’ em w u (Figura 7.5.5). 

Agora, consideremos a curva de nível B no plano z dada por 

(p{x,y) = $(u(x,y),v(x,y)) = c 0 . 


O ponto y 0 ) está em B e o vetor gradiente V<j> é ortogonal a B neste ponto. Além disso, dado um pon- 
to qualquer (x. y) em B no plano 2, o ponto ( u(x , y), v(x, y)) está em B' no plano w. Ou seja, a imagem 
de B sob w — f(z) é B'. A curva C cruza B em Zq, como /é conforme em z u , o ângulo entre C e B em z l) é 
igual ao ângulo entre C e B’ em w 0 . No parágrafo anterior vimos que este ângulo é tt/ 2, d(' modo que C 
e B são ortogonais em z [} . Como V0 é ortogonal a B. Vd> é tangente a C. Se 11 for um vetor normal a C 
em 3,, mostramos que S 7 (j) e n são ortogonais. Portanto, 


dô 

dn 


= V(p • n = 0. 


□ 


>=o 


O Teorema 7.5.1 fornece um procedimento para a solução do problema de Neumann associado a con- 
dições de contorno da forma dò/dn = 0. Especificamente, seguimos os mesmo quatro passos definidos 
anteriormente para a solução de problemas de Dirichlct. Contudo, no Passo 1 determinamos uma trans- 
formação conforme de D em D'. Uma vez que transformações conformes preservam condições de contorno 
da forma dó/dn = 0. a solução do correspondente problema de Neumann cm !)' nos dará uma solução 
do problema de Neumann original. C01110 transformações analíticas são conformes em pontos que não 

sejam críticos, esta abordagem também pode ser empregada nos casos de condições 
de contorno mistas. Em resumo, estas são condições dc contorno em que valores de <fi 
são especificados em algumas curvas de fronteira e a derivada normal deve satisfazer 
dó/dn = 0 cm outras curvas de fronteira. 

V 2 0 = Ü 


1 1 

o 


ií.,0 1 

dn 


<!>= 1 


FXKMPLO : Problema de Fluxo de Calor 

Determinemos a temperatura de estado estacionário <f> 110 primeiro quadrante, mostrado 
em cinza-escuro 11a Figura 7.5.6(a), que satisfaz as condições de contorno indicadas. 


(a) Problema de valores de 
contorno 


z> 



Problema de valores de contorno 
transformado 

ura 7.5.6 Figura para o Exemplo 3 


Solução A temperatura de estado estacionário ó é uma solução da equação de Lapla- 
ce 110 domínio D definido por 0 < x < oc, ü < y < 00, e que satisfaz as condições de 
contorno 

4>(0,y) = 0, y > 1 
< j){x , 0) = 1, x > 1 
dó 

— — = 0. para, 0 < y < 1, x = 0, e 0 < x < 1, y = 0. 
dn 

Determinaremos <p seguindo os quatro passos definidos no início desta seção. 

Passo 1 Como veremos 110 Passo 3, este tipo particular de problema de valores de con- 
torno pode ser facilmente resolvido na fita vertical semi-infinita —a < u < a, v > 0, 
quando a curva de fronteira -a < u < a, v > 0, c isolada. Assim, neste passo determi- 
namos uma transformação conforme do primeiro quadrante em uma fita vertical semi- 
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infinita. Identificando o; = 2 na Entrada E-4 do Apêndice III, vemos que a. transformação w = zr mapefi 
o primeiro quadrante no semiplano superior v > 0. A seguir, aplicamos a transformação w = sen 1 2 da 
Entrada E-G. Sob esta transformação, o semiplano y > 0 é mapeado na fita vertical semi-infinita \tt 
u < ±7r, v > 0. Portanto, a composição 


w = sen 


-1 


fi 2 ) 


(S 


niapeia o primeiro quadrante x > 0, y > 0, no domínio D ' definido por -hr < u < v > 0. 


Passo 2 Das Entradas E-4 e E-G do Apêndice III. vemos que as curvas de fronteira 1 x < 00 , y = 0, e 
1 < y < 00 , x = 0, são mapeadas por w = sen nas semirretas u — ^tt, v > 0, e u = b r, v > 0, res- 
pectivamente. Também vemos que os segmentos 0 < x< 1, y = 0. e ü < y < 1, x= 0, são mapeados nos 
segmentos 0 u ^tt, v = 0. e ^ 7 r < u '■ 0, v = ü. respectivamente. Com isso. as condições de contorne 
transformadas são 



Passo 3 A inspeção do domínio D' e das condições de contorno transformadas sugere que uma solução ( fi 
é uma função linear da variável u: 


v ) = Au + B 


])ara certas constantes reais A c B. Como o vetor N = Oi + 1 j é normal à curva de fronteira < u < ^zr. 
v > 0, temos 


dN 


= V$ • N = A(0) + 0(1) = 0, 


de modo que para quaisquer valores de A e B. $ satisfaz a condição de contorno para a derivada normal. 
Forçando 


7 r 


7T 


$ )=-A- + B = 0 e $ -,w = A- + B = l, 


7T 


7 T 


podemos calcular os valores de A e B. obtendo a solução 

x 1 1 

7T 2 


(9) 


Passo 4 Para determinar uma solução do problema de valores de contorno original substituímos as variá- 
veis // e v em (9) pelas partes real e imaginária da transformação (8). Como a fórmula para a parte real 
da expressão sen é complicada, a forma mais simples de escrever a solução o c 


è{x. y) = -Re [sen 
7 r 



□ 


Corno 1/7T e | são reais, uma função potencial complexo il(z) = y) + n[j(x, y) para a função tem- 
peratura de estado estacionário 0 determinada no Exemplo 3 é 


3 
2.5 
2 

y 1.5 
1 

0.5 

o 

Figura 7.5.7 Isotérmicas e linhas de 
fluxo de calor para o Exemplo 3 



íl(z) = — sen 1 (z 2 ) + -. 

7 r 2 

As curvas de nível das partes real e imaginária de Cl representam isotérmicas e linhas de 
fluxo de calor, respectivamente. Na Figura 7.5.7, usamos Mathernatica para desenhar essas 
curvas. As isotérmicas são mostradas em cinza, e as linhas de fluxo de calor em preto. 


7.5.2 Fluxo Fluido 


Construção de Redes de Fluxo Agora discutiremos um método para o uso de 
transformações conformes na modelagem de fluxo bidimensional de um fluido ideal. Re- 
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Figura 7.5.8 Fluxo uniforme 


con lemos, da Seção 5.G, que um fluido ideal é um fluido não viscoso incompressível cujo fluxo é irrot acio- 
nai. Se Í2(z) = y) 4- iflflx. y) for o potencia l comp lexo de velocidade do fluxo de um fluido ideal em 
um domínio D. O (z) é analítica em D e f(z) = fl'{z) 6 uma representação complexa do campo de velo- 
cidade. Além disso, as linhas de fluxo do fluxo de um fluido ideal sao as curvas de nível i'(x. y) e~ 2 . poi 

isso, 0 é denominada função de fluxo do fluxo. 

Como um exemplo simples, consideremos a função analítica complexa 0 ( 2 ) — .-1 2 , onde 

A > 0 é uma constante real. Como visto na parte (b) do Exemplo 3 da Seção 5.G, esta 

função é o potencial complexo de velocidade d o camp o de velocidade do fluxo de um flui- 
do ideal cuja representação complexa é f(z) — Q'(z) = A. Como H(z) = Az — Ax -I- /Ay. 
as linhas de fluxo deste fluxo são as curvas y = c,. Portanto, todas as linhas de fluxo são 
horizontais (Figura 7.5.8). Recordemos, da Seção 5.6, (pie este fluxo particular é dcnomi- 
nado fluxo uniforme. 

O processo de construção do fluxo de um fluido ideal que permanece 110 interior de um 
dado domínio D é denominado construção de redes de fluxo. Seja C uma curva fronteira 

. de I): então, a exigência de que o fluxo permaneça no interior de D significa que não há 

fluxo através de C, ou seja, que a derivada direcional de Ç da direção do vetor 11 normal a 
C é 0. Como o vetor gradiente V0 sempre é normal às curvas de nível y) = o,, esta 
condição equivale a 0 ser constante em C. Dito de outra forma, a fronteira de D deve ser uma linha de 
fluxo do fluxo. O parágrafo a seguir resume esta discussão. 


Construção de Redes de Fluxo 

Suponhamos que o potencial complexo de velocidade íl(z) = ô{x , y) + iij{x, y) seja analítico em um 
domínio D e que 0 seja constante na fronteira de D. Então. f(z) = fl' (z) é uma representação complexa 
do campo de velocidade do fluxo de um fluido ideal em D. Além disso, se uma partícula for posicionada 
em D e permitida a fluir com o fluido, a rota z( t) por ela percorrida permanecerá em D. 

Muitos problemas de construção de redes de fluxo podem ser resolvidos com o uso de transformações con- 
formes, de modo similar ao apresentado para a solução de problemas de Dirichlef e de Noumann. 1 ara isso, 
consideramos o potencial complexo de velocidade como uma transformação conforme do plano z no plano 
w. Se z{i) = x( t) + iy(t) for uma parametrização de uma linha de fluxo %b(x, y) = c 2 no plano 2 , então 

w(t) - ft{z(t)) = <f>(x(t),y(t)) + i0(.r(t),t/(t)) = <j>{x{t),y(t)) A ic 2 . 

Por conseguinte, a imagem de uma linha de fluxo sob a transformação conforme w — £l(~) é uma let a ho- 
rizontal no plano w. Como a fronteira C deve ser uma linha de fluxo, a imagem de C sob w - D ( 2 ) deve 
ser uma reta horizontal. Ou sc\ja, para determinar o potencial complexo de velocidade determinamos uma 
transformação conforme de D em um domínio 110 plano w que mapeie a fronteira. C de D em uma reta ho- 
rizontal. Contudo, em geral é mais fácil determinar uma transformação conforme z O ( a ), digamos, do 
semiplano superior v > 0 cm D que mapeie a fronteira v = Ü na fronteira Cde D. Se z = tt [ {w) for nina 
função biunívoca, sua inversa sob w = ft(z) é o desejado potencial complexo de velocidade. Em resumo, 
o método descrito a seguir permite a solução de problemas de construção de redes de fluxo. 


Solução do Problema de Construção de Redes de Fluxo 

Seja w = O(c) = ô{x. y) + iõ(: r, y) uma transformação conforme biunívoca do domínio D no plano 
z em um domínio D' no plano w, tal que a imagem da fronteira C de D seja uma reta horizontal no 
plano w; então. f(z) = íl'(z) é urna representação complexa do fluxo de um fluido ideal em I). 


EXEMPLO Fluxo em Torno de uma Quina 

Construamos um fluxo de um fluido ideal 110 primeiro quadrante. 

Solução Seja D o primeiro quadrante x • 0, y > 0. Da Entrada E-4 do Apêndice III. identificando o 2. 
vemos que w — Cl(z) = zr é uma transformação conforme biunívoca do domínio D no semiplano superior 
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v > 0 e que a imagem da fronteira do D sob esta transformação é o eixo real v = 0. Logo. 
f(z) = íl'(2) = 2 zé uma representação complexa do fluxo de um fluido ideal no primeiro 
quadrante. Como £l(z) = zr = :r ?/ 4- 2 xyi, as linhas de fluxo deste fluxo são as curvas 
2.7.7/ — C- Algumas linhas de fluxo foram desenhadas na Figura 7.5.9. Esta figura deve dei- 
xar claro por que este fluxo 6 referido como “fluxo em torno de uma quina”. □ 


Figura 7.5.9 Fluxo em torno ele 
uma quina 



: \ 1 PLO 5 Fluxo em Torno de um Cilindro 

Construamos um fluxo de um fluido ideal 110 domínio que consiste em todos os pontos 
fora da circunferência unitária \z\ = 1 e 110 semiplano superior y > 0, mostrado na Figura 
7.5.10. 

Solução Seja D o domínio mostrado 11a Figura 7.5.10. Identificando a = 2 11a En- 
trada H-3 do Apêndice III. obtemos a transformação conforme biunívoca 

w — £ 2(2) = z -] — 

z 

de D 110 semiplano superior v > 0. Além disso, a Entrada H-3 indica que a fron- 
teira de D é mapeada 110 eixo real v — 0. Portanto, 


cilindro 


m = n'(z) = 1 - L = 1 - L 


z 2 


é uma representação complexa de um fluxo de um fluido ideal em D. Como 

y 


fí(z) = 2+ -= £-f — 1 
z ~ 


v , 2 y 2 1 2 / ’ 

+ y z \ x 2 Ay 2 ) 


as linhas de fluxo deste fluxo são as curvas 


yj(x. y) = c 2 , ou y — 
Algumas linhas de fluxo são ilustradas 11a Figura 7.5.10. 


y 


x 2 H- y 2 


— t'2- 


Nem sempre 6 possível descrever as linhas de fluxo por meio de uma equação cartesiana nas variáveis 
xe y. Esta situação ocorre quando uma transformação adequada z = Q l (w) de um domínio D' 110 plano 
w 110 domínio D no plano 2 pode ser encontrada, mas não é possível resolver a. transformação para w = 
Lí (2). Nesses casos é possível descrever as linhas de fluxos por meio de parametrizações. 


bXEMIMO Linhas de Fluxo Definidas por Parametrização 


y 



Construamos o fluxo de um fluido ideal 110 domínio D que consiste em todos os 
pontos no semiplano superior y > 0. excluídos os pontos 110 raio y = tt, -00 < x < 
0. como ilustrado na Figura 7.5.11. 

Solução No Exemplo 4 da Seção 7.3 usamos a fórmula de Schwarz-Christoffel para 
determinar uma transformação conforme do semiplano superior y > 0 no domínio 
D. Substituindo o símbolo 2 pelo símbolo w na solução do Exemplo 4. obtemos a 
transformação 


2 = Í2 1 (u;) = w + Ln(tc) + 1 


(10 


do semiplano superior v > 0 no domínio D. A inversa Í2 da transformação cm (10) é um potencial com- 
plexo de velocidade de um fluxo de um fluido ideal em D: contudo, não é possível resolver a equação para 
w e obter uma fórmula explícita para £2. Para descrever as linhas de fluxo, recordemos que as linhas de 
fluxo em D são as imagens das retas horizontais v — c,, no semiplano superior v > 0, sob a transformaçã< 
2 = w + Ln(w>) + 1 . Como uma reta horizontal em D pode ser descrita por w(t) = t 4- ic 2 , -oc < t < oc. 
as linhas de fluxo em D são dadas paramet ricamente por 
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z(t) = 1 (w(t)) = w(t) + Ln[iu(t)] + 1 = t + ic -2 + Ln[í + ico] + 1, 

ou x{t) = t + ilog, (t 2 + cf) + 1, y(t) = Ca + Arg(í -P z'c 2 ), -oo < t < oo. Algumas linhas de fluxo deste 
fluxo são ilustradas na Figura 7.5.11, desenhada com uso de Mathem, atica. Q 


Uma função de fluxo x , y) 6 harmônica; no entanto, em contraste com uni problema dc Dirichlet, u'{x, 
y) não precisa ser limitada em D e não satisfaz uma condição de contorno específica. Portanto, existem 
numerosas funções de fluxo distintas para um dado domínio D. Isto é ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 7 Linhas de Fluxo Definidas por Parametrização 

A transformação conforme biunívoca 

z = fí = w + e w + 1 

também mapeia o semiplano superior v > 0 no domínio D mostrado na Figura 
7.5.11. As linhas de fluxo para este fluxo são parametrizadas por 

z(t) = t + ÍC 2 + e t+ic ' 2 4- 1, 

ou x (t) = t 4- e! cos c 2 + 1, y(t) = c 2 + e! sen c 2 , oo t < oo. Examinando a ilus- 



Figura 7.5.12 Fluxo para o Exemplo 7 


tração das linhas de fluxo gerada por Mathematica e mostrada na Figura 7.5.12, 
notamos que este fluxo difere do que determinamos no Exemplo 6. Q 


Fontes e Sumidouros Recordemos, da Seção 5.G, que, se F for o campo de velocidade de um fluxo 
fluido bidimensional uma fonte é um ponto z,, no qual fluxo é produzido, e sumidouro é um ponto z () no 
qual fluxo desaparece. Se C for um contorno simples fechado, um valor não nulo do fluxo líquido atia- 
vés de C. ou seja, um valor não nulo da integral j> c F • N ds, indica a presença dc fonte ou sumidouro no 
interior de C. Vimos, na Seção 5.6 que se F for o campo de velocidade do fluxo de um fluido incompres- 
sível em um domínio D. não há fontes ou sumidouros em D. Contudo, incompressibilidade não exclui a. 
existência de uma fonte ou um sumidouro na fronteira de D. Fontes ou sumidouros na fronteira dc D são 
usados para modelar fluxos bidimensionais cm que o fluido entra ou deixa D através dc unia pequena 
abertura na fronteira. 

No Problema 23 do conjunto de Exercícios 5.6 determinamos que uma fonte em um ponto z = x x na 
fronteira y = 0 do semiplano superior y > 0 pode ser descrita pelo potencial complexo de velocidade 

Çl(z) = &Ln (z — aq) , (11) 

onde k é uma constante positiva. Do mesmo modo, z = x x é um sumidouro quando k for uma constante 
negativa. A intensidade da fonte ou sumidouro é proporcional a |A:|. Um fluxo que contenha fontes e su- 
midouros pode ser descrito por meio da superposição dc funções da forma (11). Por exemplo, 

2-4-1 

Çl(z) — Ln (z + 1) — Ln(z — 1) = Ln (12) 

(/ é um potencial complexo de velocidade para o fluxo de um fluido no semiplano superior 

y > 0 que tem uma fonte em x x = 1 e um sumidouro em x 2 = 1 dc iguais intensidades 
(Figura 7.5.13). Recomendamos uma comparação de (12) com o Problema 24 do Conjun- 
to de Exercícios 5.6. 

0 método para a determinação de uma função de fluxo cm um domínio com fonte ou 
sumidouros na fronteira é similar ao usado na ausência de fontes ou sumidouros. Seja 
ij){x, y) a função de fluxo de um fluxo de um fluido ideal em um domínio D' no plano v\ 
com fontes ou sumidouros na fronteira. Se /( z) = a(x. y) 4- iv(x, y) for uma transformação 
conforme de um domínio D no plano z no domínio //, então v{x. y) = V’( n ( x - //)• v ( x ' V)) 
é uma função de fluxo para um fluxo de um fluido ideal em D, com fontes e sumidouros 
na fronteira. Este método 6 ilustrado no próximo exemplo. 
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Fluxo com uma Fonte e um Sumidouro de Iguais Intensidades 

Construamos um fluxo de um fluido ideal no domínio D dado por U < arg(z) < tt/ 4. com 
uma fonte na fronteira, no ponto x { = 1. e um sumidouro de igual intensidade na fron- 
teira, no ponto ;t: 2 = 3. 

Solução Da Entrada E-4 no Apêndice III. com a = 4. obtemos a transformação conforme 
biunívoca j\ z) — z 1 , que mapeia D no semiplano superior v > 0. Sol) esta transformação 
a imagem de x l = 1 é iq = V — 1, c a imagem de x. 2 = 3 6 u. 2 = 3‘ = 81. Efetuando a- 
necessárias e óbvias modificações em (12), obtemos o potencial complexo de velocidade 


Ln (w — 1) — Ln(tt) — 81), 


(13 


Figura 7.5.14 Figura para o 
Exemplo 8 


que descreve o fluxo de um fluido ideal no semiplano superior v > 0. com uma fonte em 
u x = 1 e um sumidouro de igual intensidade em u, - 81. Como o domínio D é mapeado 
no domínio v 0 pela transformação conforme w — z l . uma função potencial complexo 
para um fluxo em D é obtida com a substituição do símbolo w em (13) ]>or z 1 : 


O(z) = Ln (z 4 - 1) - Ln (z 4 81) . 


(14 


Linhas de fluxo deste fluxo são dadas por t ’(./:. //) = c,. ou 

Arg (z 4 — l) - Arg (z 4 — 81 ) = c 2 . 
A Figura 7.5.14 ilustra algumas dessas linhas de fluxo. 


□ 


Observações 


A transformação complexa w — J(z) = z -P Âr/z ó denominada transformação de Joukowski. Sob 
esta transformação, uma circunferência no plano zque tenha o ponto z l = 1 em seu interior e passe 
pelo ponto z, = 1 é mapeada em uma curva no plano w (pie lembra a seção reta da asa de um avião 
(Figura 7.5.15) (c). A curva imagem recebe a denominação aerofólio de Joukowski: o fluxo de ar em 
torno dessa curva pode ser determinado com as técnicas apresentadas nesta seção. Iniciamos com 
o fluxo em torno da circunferência |z| = 1. mostrado na Figura 7.5.15(a) e dado por Q[z) = z + 
l/z. Usando uma adequada transformação linear podemos ajustar este fluxo como o fluxo em torno 
de uma circunferência que tem o ponto z, — 1 em seu interior e passa pelo ponto z 2 = 1 (Figura 

7.5.15(b)). A transformação de Joukowski é. então, usada para "transformar'' esse fluxo em um fluxo 
em torno do aerofólio. como mostrado na Figura 7.5.15(c). 


y 



(a) Fluxo em torno da circunferência 
unitária 


y 



(b) Fluxo em torno de uma circunferência 
com z, = -1 em seu interior e que 
passa por z 2 = I 


y 



Figura 7.5.15 Fluxo em torno de um aerofólio de Joukowski 


CONJUNTO DE EXERCÍCIOS 7.5 (Veja Soluções de Problemas Selecionados d< Ordem ímpar ao final do l, 

7.5.1 Problemas de Valores de Contorno 


Nos Problemas 1 (j, (a) determine uma transformação conforme que mapeie o domínio mostrado em eiiiza-escur 
semiplano superior, e (b) use a transformação em (a) e a solução (7) da Seção 7.4 para determinar a temperatui: 
estado estacionário <!>(x. y) no domínio, sujeita às condições de contorno indicadas. 
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Figura 7.5.16 Figura para o Problema 1 



Figura 7.5.17 Figura para o Problema 2 


3. y 


i 


0= O/"' 

0 = 

/ 

2 

V 2 0 = O 


1 

J 

»-■ - ■ ■ 

-1 0 — — 1 

0 = 1 I 


Figura 7.5.18 Figura para o Problema 3 
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ii 

-e> 


V 2 0=O 





0=1 

0 0 = — 1 0 


Figura 7.5.19 Figura para o Problema 4 
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II 
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II 
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-2 0=3 

Figura 7.5.20 

0=0 2 

Figura para o Problema 5 
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0 - zu 








o 

r*H 

II 
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II 


Figura 7.5.21 Figura para o Problema 6 [Sugestão: 
Use o inverso da transformação da Entrada n-4 no 
Apêndice !li| 


Nos Problemas 7 e 8. (a) determine uma transformação conforme que mapeie o domínio mostrado em cinza-escuro 
em uma fita infinita, o (b) use a transformação em (a) e a solução no Exemplo 2 da Seção 3.4 para determinar o po- 
tencial eletrostático p(.r. y) no domínio, sujeito às condições de contorno indicadas. 




Figura 7.5.22 Figura para o Problema 7 Figura 7.5.23 Figura para o Problema 8 


Nos Problemas 9 e 10. (a) determine uma transformação fracionária linear que mapeie o domínio mostrado em cinza- 
escuro em uma região anelar, e (b) use a transformação em (a) e uma solução similar à encontrada no Exemplo 1 
para determinar o potencial eletrostático 0{x. y ) no domínio, sujeito às condições de contorno indicadas. 
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V 2 0 = 0 

0=0 

0=10 



-1 

1 2 










Figura 7.5.24 Figura para o Problema 9 


10. y 


>=1 


-1 


v 2 0=o 


>=o 


- — .r 


Figura 7.5.25 Figura para o Problema 10 


Nos Problemas 11 e 12, (a) determine uma transformação conforme que mapeie o domínio mostrado em cinza-escuro no 
domínio usado no Exemplo 3, e (b) use a transformação em (a) e uma solução similar à encontrada no Exemplo 3 para 
determinar a temperatura de estado estacionário &(x. y) no domínio, sujeita às condições de contorno indicadas. 


11. y 12. 







V 2 0 = 0 






0 ~ 

= 0-1 âÈ=o 

dn 

n 1 0= 10 
dn 


Figura 7.5.26 Figura para o Problema 1 I 


y 





V 2 0 = O 


— = 0 
dn 

0 0 = — 10 


Figura 7.5.27 Figura para o Problema 12 


7.5.2 Fluxo Fluido 


Nos Problemas 13 l(i, determine um potencial complexo de velocidade ft(z) para o fluxo de um fluido ideal no do- 
mínio mostrado em cor. 



Figura 7.5.28 Figura para o Problema 13 Figura 7.5.29 Figura para o Problema 14 


15. 


16. y 


Kl 



Figura 7.5.30 Figura para o Problema 15 


Figura 7.5.31 Figura para o Problema 16 
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Nos Problemas 1/ 20, o (luxo de um fluido ideal é mostrado em um domínio no plano 2 . (a) 
formação conforme que mapeie o semiplano superior v 0 no domínio no plano 2 indicado, e 
presentação paramétrica das linhas de fluxo do fluxo. 


Determine uma tran— 
(b) determine uma re- 



i/ = /r 


18. 



y 20. 




Nos 1 roblemas 21 e 22, construa o fluxo de uni fluido ideal no domínio indicado com fonte e/ou sumidouros na fr 
teira do domínio. 


011 - 


21. Domínio do Problema 13, com uma fonte em 2 , = 1 + i e um sumidouro em 2 , 2. 


22. Domínio do Problema Ui. com uma fonte em 21 = / ~ \Í2i e sumidouros 


em 


= 2 e 


- 3/. 


Foco em Conceitos 


y 



Figura 7.5.36 Figura para o 
Problema 23 


23. Moslie que a (unção dada por (3), com os símbolos u c v substituídos por x e y. respectivamcn- 
te, é uma solução do problema de valores de contorno no domínio mostrado em cinza-escuro 11 a 
Figura 7.5.36. 

24. Use uma transformação conforme e o Problema 23 para resolver o problema de valores de con- 
torno 110 domínio mostrado em cinza-escuro na Figura 7.5.37. 

25. Use uma transformação conforme e o Problema 23 para resolver o problema de valores de con- 
torno 110 domínio mostrado em cinza-escuro na Figura 7.5.38. 




Figura 7.5.37 Figura para o Problema 24 Figura 7.5.38 Figura para o Problema 25 


26. 


No Problema 22 do Conjunto de Exercícios 5.6 definimos um 
em que ¥(x. y) = 0. Determine os pontos de estagnação para: 


ponto de estagnação de 


um fluxo como um ponto 
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fa) o fluxo no Exemplo 5 
(b) o fluxo no Problema 1G. 

27. Neste problema você deve construir o fluxo de um fluido ideal através de uma abertura mostrada na Figura 
7.5.40. 

(a) Determine um potencial de velocidade para o fluxo de um fluido ideal no domínio 7t/2 • x < tt/2. oo 
y oc, mostrado na Figura 7.5.39. 

(b) Use o potencial na parte (a) e uma transformação conforme para determinar o potencial dc velocidade para 
o fluxo de um fluido ideal na. região mostrada na Figura 7.5.40. 



Figura 7.5.39 Figura para o Problema 27 



Figura 7.5.40 Figura para o Problema 27 


28. Neste problema você deve construir o fluxo de um fluido ideal em torno de uma placa mostrada na Figura 
7.5.42. 


(a) Use uma transformação conforme e o potencial de velocidade no Exemplo 5 para mostrar que o potencial 
dc velocidade de um fluido ideal no domínio mostrado na Figura 7.5.41 é dado por 



(b) 


A transformação conforme m apeia o domínio no exterior da circunferência unitária, mostrado na Figura 7.5.41. 
no plano complexo, excluído o segmento de reta y =0. 2 < x < 2. como ilustrado na Figura 7.5.42. 


z+(z’~ 4)' /2 
w 2 

Use o potencial de velocidade da parte (a) e esta transformação conforme para determinar o potencial de velocidade 
para o fluxo do um fluido ideal na região mostrada na Figura 7.5.42. 


Tarefas para o Laboratório de Computação 


Nos Problemas 29 


36. use um SAC para desenhar 


gráficos de isotérmicas para a dada temperatura de estado esta- 


cionário o(x. y). 

29. 0{x, y) é a temperatura de estado estacionário no Problema 1. 

30. ó(x, y) é a temperatura do estado estacionário no Problema 2. 

31. <p(x. y) é a temperatura de estado estacionário no Problema 3. 
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32. ô(x. y ) é a temperatura de estado estacionário no Problema 4. 

33. (j){x, y) é a temperatura de estado estacionário no Problema 5. 

34. <p(x, y ) é a temperatura de estado estacionário no Problema 6. 

35. (f)(x, y) é a temperatura de estado estacionário no Problema 11 

36. ò(x. y ) é a temperatura de estado estacionário no Problema 12 


Nos Problemas 37—40. use um SAC para desenhar curvas ecjuipotenciais para. o 

37. ô(x, y) é o potencial eletrostático no Problema 7. 

38. <j)(x, y) é o potencial eletrostático no Problema 8. 

39. ( p(x , y) é o potencial eletrostático no Problema 0. 

40. cp(x. y) é o potencial eletrostático no Problema 10. 


potencial eletrostático ò(x. 


y) dado. 


Nos Problemas 41-44, use um SAC para desenhar as linhas de fluxo do fluxo dado. 

41. Fluxo no Problema 13. 

42. Fluxo no Problema 14. 

43. Fluxo no Problema 15. 

44. Fluxo no Problema 16. 


Questionário de Revisão do Capítulo 7 


| ( Veja Soluções de Prvblemas Selecionados de Ordem Impar ao final do Uno.) 


Nos 

que 

cite 

1 . 

2 . 

3. 

4. 


5. 


6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 


problemas 1 15, responda verdadeiro ou falso. Se a afirmação for falsa, justifique sua resposta explicando poi 
é falsa ou dê um contraexemplo; se a afirmação for verdadeira, justifique sua resposta provando a afirmação ou 
um resultado pertinente deste capítulo. 

Se f(z) for analítica em um ponto z l) , a transformação w = J[z) é conforme em z i) . 

A transformação w = zf 4- iz + 1 não c conforme em 2 = — 

A transformação w = £ + 1 não é conforme em z— ±i. 

A transformação w — z não é conforme em todo ponto 110 plano complexo. 

Uma transformação fracionária linear é conforme em todo ponto em um domínio. 

A imagem de uma circunferência sob uma transformação fracionária linear é urna circunferência. 

A transformação fracionária linear T(z) = — 4 mapeia os pontos 0, -1 e i nos pontos i, 00 e 0. respectivamen- 

2 + 1 


te. 


Dados quaisquer três pontos z„ z, e z i: existe uma transformação fracionária linear que mapeie z t . 2 , e z { cm 0, 
1 e 00 . 

A inversa de uma transformação fracionária linear T(z) = (az + b)/(cz + d) é T'(z) = (cz + d)/(az+ b). 

g c jr/ z ^ _ t /2 ( z - 1) +1 . então w = f(z ) mapeia o semiplano superior cm uma região poligonal ilimitada. 

g e J'(z) = A(z + 1) P 2 z if2 (z- 1) 1/2 , então w = f\z) mapeia o semiplano superior cm um retângulo. 

Todo problema de Dirichlet 110 semiplano superior pode ser resolvido com uso da fórmula integral de Poisson. 

Se w = f(z) = u(x, y ) + iv(x, y) for uma transformação conforme de um domínio D no semiplano superior v > 0 
e se ú>(u. v) for uma função harmônica para v > ü. então <p(x, y) = y), v(x, y )) é harmônica em D. 

Se y) for uma função definida em um domínio De se a fronteira de D for uma curva de nível de f(x, y) : 
então ò(x. y) é a função de fluxo de um fluido ideal em D. 


15. Dado um domínio D. pode existir mais de um fluxo de um fluido ideal que permaneça no interior de D. 

Nos Problemas 16 30, tente preencher as lacunas sem recorrer ao texto. 

16. A função analítica j\z) = cosh 2 é conforme, exceto em 2 = • 
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17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 


Transformações conformes preservam tanto a magnitude como o(a) dc um ângulo. 

A transformação é um exemplo de uma transformação que é conforme em todo ponto no plano complexo. 

Se /'(Zn) = /"(%) = 0 e /"'U,) ^ 0, a transformação w - f(z) a magnitude de ângulos em v 

T{z) = é uma transformação fracionária linear que inapeia os pontos 0, 1 + i e i nos pontos 1, i c oo. 

respectivamente. 

A imagem da circunferência |z- 1| = 2 sob a transformação fracionária linear T(z) = ( 2z i)/(iz + 1) é um (a 


A imagem de uma reta /? sob a transíormação fracionária linear T{ z) = ( iz 2)/(3.2 T 1 í) será uma circunfe- 
rência se e somente se o ponto 2 = estiver em R. 

A razão cruzada dos pontos z, z^ z> e é e . 


A derivada de uma transformação de Sckwarz-Christoffel do semiplano superior no triângulo com vértices 0. 1 e 
1 + i é f'(z) = . 

Sc f'(z) = ,4(2 + 1) 1 2 z 1 \ então w = f{z) mapeia o semiplano superior em uma região poligonal com ângulos 
internos 


A fórmula integral de Poisson fornece uma solução integral ó(x. y) para um problema dc Dirichlet no semiplano 
superior, desde que a função f(x) = <p(x, 0) seja e em -00 < x < oc. 

O potencial complexo de velocidade Í2(T) = z' descreve o fluxo de um fluido ideal no domínio 0 < arg 2 < 


28. Se Í2(2') = r+ e for o potencial complexo de velocidade do fluxo de um fluido ideal em um domínio D. uma 
representação complexa do campo de velocidade é dada por f(z) = . 

^ f°r uma transformação conforme biunívoca do semiplano superior em um domínio D. uma linha 
de fluxo do fluxo de um fluido ideal em D c parametrizada por z{t) = 

30. O potencial complexo de velocidade fl{z) = Ln{z- 2) + Ln (z 3) - Ln (z 4) descreve o fluxo de um fluido ideal 
no semiplano superior y > 0. com em z = 2 e z = 3 e um(a) em 2=4. 


29. Se 2 = 


1 -T w 
1 — w 


Respostas a Problemas 
Selecionados de 
Ordem Impar 


Capítulo 1 

Conjunto de Exercícios 1.1 


1. 

(a) 1 (b) -? 


(c) 

-1 (d) ? 

3. 

7 - 13? 


5. 

-7 + 5? 

7. 

11 - 10? 


9. 

2 + 16 j 

5 f 5 f 

11. 

_X _ 11- 

17 17 1 


13. 

8 - i 

15. 

23 64 • 

37 37 ' 


17. 

20 i 

19. 

102 , 110- 
5 ' 5 


21. 

-5+12? 

23. 

128 - 128? 


25. 

Rc ( 2 ) = i3Õ> Im ( z ) 

27. 

X 


29. 

-2y -4 

x 2 + y 2 


31. 

— Im(z) 


33. 

Re( 2 ) + Im( 2 ) 

35. 

%/2 V2. 

2 2 2 


37. 

2 = -f +? 

39. 

II 

M 

2 

O 

II 

2 

y/2. 

2 1 


41. 

2 = --L + J-i 

~ 30 ' 10 6 


43. 

21 = 17 + 11? , 22 = 


9 

130 


Conjunto de Exercícios 1.2 

5. 16-12? 

9. 2 

13. (.t — l) 2 + {y — 3) 2 
15. 11-6?; 10 4-8? 

19. reta. y = x 


7. triângulo direito 

n. \ 

5 

17. reta x — y = 1 
21. hipérbole xy = 1 


23. circunferência centrada 
em (1, 0), de raio 1 
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25. parábola y 2 — 4{x - 1) 

29. 6 

Conjunto de Exercícios 1.3 


31. 


_ 3 

4 




1. 2 = 2 (cos 27 r + i sen 27 t); z = 2 (cos ü + ?senO) 

3. 2 


_ / 37T . 37T 

3 (cos — + ?scn— 


\ 

/ 7T\ 

/ 7T \ ' 

j ; 2 = 3 

cos 

L V 2 / 

+ « S cn(--)j 


5. 


v/2 ^cos ^ + isen^) ; z = y/2 (cos y + ? sen0 


7. 2 


9. 2 = 


2 

3 v/2 


cos (-?) +isen (_y 


5tt 


57T 


n I -* ' 1 . OM 

; 2 = 2 cos — + ?sen— 
V 6 6 


5tt 


5tt\ 3\/2 

cos — + ? sen— : z — 

, 4 4 2 


f 3n\ / 37 r 

C0S rTj +ÍSen rT 


11. 2 — 3 (cos 8,34486 + ? sen 8-34486); 2 = 3 (cos 2.06168 + í sen 2.06 
13. 2 + 2 v/3 ? 


5 


i c ->\/3 

15 - 2 2 * 


17. 5.5433 + 2.2961?: 

21. 30\/2 (^cos ^ + zseny/) « 40.9808 + 10,9808? 


1Q e . C2 y/2. 

19. 8?; ? 

4 4 


23. 


V2 


2 


57t . 57 r 

cos f- / sen — 

4 4 


25. -512 
29. —64? 


27. 



1 1 . 


2 “ 2 l 

1 ,• 


32 2 


32 ( 

2 13tt 

cos 

\ 

v 6 


13tt\ 

+ i sen j = 16\/3 + 16? 


33. cos 2 9 = cos 2 9 sen 2 9. sen 29 = 2 sen 6 cos 9 
35. n = 6 

Conjunto de Exercícios 1.4 

Nas respostas 1-13, a raiz principal n-ésima é dada primeiro. 

1. u’o = 2, w\ = — 1 + v/3? W‘i = — 1 — v3? 

3. iv o = 3 i, w\ — —3 ? 

, _v'2 s/2. _ y/2 y/2. 

5. w o — — -h — ?, Wi — — — ? 

„ li. 

7 ‘ W ° = + W* ’ ~ _1 ' 0842 + °’ 2905i ’ W2 ~ 0,2905 - 1.0842? 

\/2 v/6 . 


\/2 , v/6 . 

T 


9. w 0 = — + — ?', w?i = — — ? 


11. a?o = 2 + ?, an = — 2 - ? 

13. a/ 0 « 1.3477 + 0,1327?, an « 0,8591 + 1.0469?, 

■w-2 ~ —0,1327 + 1.3477?, w-j « —1.0469 + 0,8591?, 
um ss -1,3477 - 0.1327?, a? 5 « -0,8591 - 1,0469?, 
Wfi % 0.1327 - 1.3477?, w 7 « 1,0469 - 0,8591? 

15. (b) 4 + 3?, -4 - 3? 

17 • ±^r(l + 0; ±^y(l-?) 
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19. (b)n = 3: 1 , + ^í, 
n = 4 : l,i, — 1, —i\ 



n = 5 : 


25. 


1. 0,3090 + 0,9511i,-0,8090 + 0,58782,-0,8090 
0,95112, 

, , s/2 s/2. s/2 s/2. 

(c 3T- + -TTh 7T* 


0,5878», 0,3090 - 


Conjunto de Exercícios 1.5 

1. 3. 



Reta vertical x = 5 


Reta horizontal y = 3 



13. 



_L 

2 



15. 


y 

4 - 


2 


l_ 

-4 


-2 


-2 


_L 

4 


x 


-4 


(a) sim (b) não (c) sim 
(d) não (e) sim 


(a) sim (b) não (c) sim 
(d) não (e) sim 


raio 
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17. 


y 

4 - 

2 - 



_? 


-2 


2 



-4 - | 

i 

(a) sim (b) não (c) sim 
(d) não (e) sim 


19. 



x 


(a) sim (b) não (c) não 
(d) não (e) não 



(a) sim (b) não (c) sim ( a ) nao (b) na0 ( c ) n ^° 

(d) não (e) sim (d) sbii ( e ) S 1 1U 


25 . Problema. 13: reta x = -1; 

Problema 15: reta y — 3; 

Problema 17: retas x = 3 e x = 5; 

Problema 19: retas y = x e y = -x: 

Problema 21: circunferência \z- i\ = 1; 

Problema 23: circunferências | z l-i| = le|z-l i 



Conjunto de Exercícios 1.6 


y/7 1 , y/7 1 ,. 

2 2 


!• ^ ~ 2*' “ 2 i; p-T + ãUP + X + S* 


a/7 . 1 A / , \/7 , 1 ; 

2 


3. —2 — 3z. 3 + 4z; (z + 2 + 3 í)(.z — 3 4i) 

5. + f + (* + i+T + 1T 


7. 10c 1 


9. 4\/2e4 


2 1 — 


y/6 \/2 


2 


i tan 


"M-t) 


11. 10e 

_ i \/3 _i x V^3 

15. yi = e 2* cos —x, y 2 =e 2 sen — x 


13. yi = e 2x cos 3x, y 2 = e 2;c seii 3x 


9 
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17. Qp{i) = ^sen5í, ip(t) = | cos5i, Zc = 6 + 0 \j, Z — 6 

19. q P (t) = 50(scní — cosí), i p (t ) = 50 (sen í + cosí), Zc = 1 — j, Z = \/2 

Questionário de Revisão do Capítulo 1 


1. 

falso 

3. 

verdadeiro 

5. 

falso 

7. 

verdadeiro 

9. 

verdadeiro 

11. 

falso 

13. 

verdadeiro 

15. 

falso 

17. 

verdadeiro 

19. 

falso 

21. 

verdadeiro 

23. 

9 ]_ 

13 ’ 13 

25. 

número real não negativo 

27. 

-3tt/4 

29. 

8, -8, 16 

4 ’ 5 ’ 

31. 

quarto 

33. 


35. 

* = -3 - 

37. 

1 

39. 

primeiro 

41. 

conjunto de todos os pontos 

z acima da reta 

y=x 

43. 

eixo real 

45. 

n = 24 

47. 

cos 4 9 — cos 4 9 - 6 cos 2 9 sen 

2 9 + sen 4 0, 



sen 4(9 = 4 cos 3 9 sen 9 4 cos 9 sen 3 9 

49. A equação não tem três raízes complexas, pois raízes complexas devem aparecer em pares conjugados. 


Capítulo 2 


Conjunto de Exercícios 2.1 


1. 

(a) 

6/ 

(b) 

2 

3. 

(a) 

0 

(b) 

log e 4+ 

5. 

(a) 

3 i 

(b) 

-12 + 13i 

7. 

(a) 

3 + i 

(b) 

2 

9. 

u = 

- 6x — 5; 

v = 6y + 9 

11. 

u = 

: x 3 - 2 a 

o 2 

i — 3 xy 

+ 6; v — 3x 2 .y 


(c) 39 — 28z 
(c) \ log e 2+ \ttí 
(c) -24 + 4Í 
(c) v^+fi 

2 y - y 3 


13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


_ x 2 + x — y 2 _ 2 xy 4- y 

(x + l) 2 + y 2 ’ V ( x+l) 2 +y 2 

u — e 2x cos(2 y + 1); v = e 2a: sen (2 y + 1) 
u = r cos 6 ; v = —r sen 6 
u = r 4 cos 40 ; v = r 4 sen40 
u = e rcosd cos (rscn0); v = e r cos 6 sen(rsen0) 

C 25. todo z tal que z ^ 1 


Conjunto de Exercícios 2.2 
1. reta vertical u = 3 
5. reta v = 4 - u 
9. parábola ?/. = '/i?r - 1 
13. raio u = 0, 0 < v < oo 


3. semiplano Im(iy) > 6 
7. semiplano Re(ic) > 3 
11. raio -oc < u < i), v — 0 


Respostas a 


357 


15. (a) ( b ) w(*) = 6(1 “ 0 + 3it 

5 - 

6 - 
3 • 

2 - 



Segmento de reta de 2 a i 


(c) - 



Segmento de reta de 6 a 3i 



(b) 


Circunferência centrada em 1, com raio 2 


w{t) 


2-i + 2e il 



Circunferência centrada em 2 i, 
com raio 2 


2 

1.5 

1 

0.5 


2 - 1.5 -1 - 0.5 

0.5 Í 1,5 2 

- 0.5 


-1 

- 

- 1,5 

- 

-2 

- 


Segmento de reta de 0 a 2 


(b) w(t) = e i7rí 



Circunferênci a uni t ária 


21. eixo imaginário negativo 23. circunferência \w\ 2 

25. segmento de reta de -2 a 2 no eixo real 


Conjunto de Exercícios 2.3 

1. \w - 3i| < 1 3. \w\ < 3 

5 . jw + i\ < 2 7 . triângulo com vértices 2 i, 1 -f 2 i e 3i 

9. triângulo com vértices 0, \y/2 + e — 

11. triângulo com vértices i, -3 + ie-2i 

13. /(z) = ToMo R(z) onde R{z) = e W2 z, M (z) = 3z, e T{z) = z + 4 

15. f(z) = T o M o l?(z) onde H(z) = e^z, M(z) = c 

T(z) = z + l-V3i 

17. f(z)=iz + 2 i 19- /(z) = e _W4 z + i 

21. /( 2 ) = z-l,s(z) = i 2 

23. (a) w (t) = (zo + 6)(1 -t) + (zi + b)í,0 < t < 1, segmento de reta de zo + b a zi + t> 

(b) u>(t) = az 0 (l - t) + azit, 0 < t < 1, segmento de reta de az 0 a azi 

(c) w (t) = az 0 (l - t) + azit, 0 < t < 1, segmento de reta de az 0 a azi 

25. (a) /(z) = 2e ni/4 z + 1 + i ( b ) f{z) = 2 e Kl/À z + 1 + i 


(c) /(z) = 2e" /4 z + l + i 
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Conjunto de Exercícios 2.4 

1. arg(m) — |-7r 3. u = 9 - -oo < v < oo 

5. u — 4v 2 — — oo < v < oo 7. z; = 0, — oo < w < 0 

9. m = i 

11. A Imagem consiste nos arcos: v = 0, 0 < u < 1; u = 0, 0 < v < 2; u = 1 - \v 2 , 0 < v < 2. 

13. A Imagem consiste nos arcos: v = Ü, 1 < u < 1; u = 1 - |n 2 . 0 < v < 2; u = \v 2 - 1, 0 < v < 2. 

15. A imagem é um raio que emana de 1 - z e contém (>/3 - l) i\ 1 - i não está na imagem. 

17- v — 4 — + 3) 2 , — oo < u < oo 19. |iu| = 1, í-tt < arg(?c) < |- 7 r 

21. (a) arg (w) = (b) arg(iu) = §7r (c) arg(w) = |tt 

23. (a) 1 < |tc| < 4, |7r < arg(«;) < |-7r (b) 1 < |tc| < 8, |tt < arg(m) < | 7 r 

(c) 1 < |w| < 16 

25. ly/2-±y/2i 27. l + fx/ãi 

29. 1 -\/Í8 + \ 31. axg(w) = 

33. argO) = ±tt 35. |w| = 3, -^tt < arg(ru) < \i r 

37. u= § 

39. região limitada pelas retas u = 2 e v = u e que contém o ponto w = 3 4- 4i 


Conjunto de Exercícios 2.5 


1. 

M = è 

5. 

1 

2 

< M < 3 

9. 

\ w + 5*| = i 

13. 

u 

_ i 
— 4 

15. 

A 

imagem < 

17. 

A 

imagem < 

19. 

(» 

) Inverte 


3. |rc| = |, — 37t/4 < arg(-ü.j) < tt/ 4 
7. arg(m) = -\n 


11 . v = 1 


métrico em torno da origem, dilata por 2 e translada por 1. 



(b) 

| w ■ 

_ 1 _ ld = 1 

4 d 4 



(c) v = -| 

21. 

(a) 

se/(z) = l/z e 

g(z) = z 2 

! , então h( 

2 ) = g(f(z)) 


(b) 

u = 

^ | 1 — " 

to 

1 

1— 



(c) u=±-<; 2 

Conjunto 

de Exercícios 2.6 



1. 

-4 

-(- 2 i 



3. 

3-z 

5. 

-1 




7. 

2z 

9. 

1 - 

3 i 



11. 

V2 

13. 

4 i 




15. 

a 

17. 

(a) 

1 


(b) 0 


(c) não existe 

19. 

(a) 

1 


(b) 1 


(c) não 

21. 

i 

5 

¥ 



23. 

OO 

25. 

OO 




27. 

bm ./(z) = /( 2-i 

2 — >2 — z 

29. 

lim/(z) 

z — »z 

= /(») = 5» 


31. 

N i — 

Ia 

M t-J 

57' 

II 

I— 1 

II 

CO 


(d) -1 


= 5-8 i 


(e)não existe 
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33. Jim r ,.f(z) — /( 3 — 2 i) = — 6 + 3i 35. /(— z)não é definida 

37. Hm /(z)não existe 39. lim 

41. todo o plano complexo C 

43. todos os pontos no plano complexo, exceto aqueles na circunferência \z\ = 2 


Conjunto de Exercícios 2.7 

1. (a) y 



3. (a) y 



5. (a) y 



7. (a) y 



(b) y 



(b) y 


4 

3 

2 

1 

1 ■ « ■ 

7 


4 -3 -2 -1 

12 3 4 

-1 

' \ 

-2 

- \ 

-3 


-4 



(b) y 
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Questionário de Revisão do Capítulo 2 


1. falso 

3. 

falso 

5. verdadeiro 

7. 

falso 

9. falso 

11. 

verdadeiro 

13. falso 

15. 

verdadeiro 

17. verdadeiro 

19. 

verdadeiro 

21. .t 2 if + y, x + 2xy 

23. 

imaginário 

25. (1 + i)(l t) + 2 ti, 0 < t <1 

27. 

rotação, dilatação, translação 

29. dobra 

31. 

parábolas 

33. |\/3+|i 

35. 

z 2 + 4, -4 - i 

37. /(2 0 ) 

39. 

0 < x < oo, y / 0 

Capítulo 3 



Conjunto de Exercícios 3.1 



1. f\z) = 9i 

3. 

f'(z ) = 3íz 2 — 14z 

5. f'{z) = 1 + \ 

Z z 

7. 

f'(z) = 10z- 10 

9- f'{z) = 4z 3 - 2z 

11. 

f'(z) = (10 — 5i)z 4 + 4iz 3 — 6z 


13. f\z ) = 8z 7 - 7 z 6 + (6 - 30i)z 5 - 2z + 1 

-i r t> ( ~\ — ^z 2 d - (2 + 2 i)z — 2 + 2 i 

10. t ( z) — r 

(32 + 1 - if 

17. f'(z) = 10 (z 4 - 2 iz 2 + z ) 9 ( 4 z 3 - 4iz + l) 

23. \i 
25. 8 i 

27. / não é analítica em z = — j 
29. fé analítica para todo z 

Conjunto de Exercícios 3.2 

9. (b) f\z ) = — e _í cosx + i — e~ x sen y 

2 2 2 2 

11. (b) f\z ) = 2e' 7 ~ v (.tcos2 xy — ysen2xy) + i : 2 e x ~ y (xsen2xy — ycos2xy) 

13. (b) f(z) = ~ (a: ~ 1)2 + ^ +i 2( * ~ ^ , 

((x-lf + y 2 ) 2 ({x — l) 2 4- y 2 ) 2 
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15. (b) f'(z) = e 


-iO 


cos 0 ,sen<9\ 

y.2 j.2 J 


17. a = 1, ò = 3 

19. (b) f'(z ) = 2x no eixo x 

21. (b) f'(z) = 3x 1 2 — 1 no eixo x; f'(z) — 3 y~ - 1 no eixo y 

Conjunto de Exercícios 3.3 

1. (c) f(z) = x + i(y + C) 3. (c) f(z) = x 2 -y 2 + i(2xy + C) 

5. (c) f(z ) = log e (x 2 + y 2 ) + i ^2tan“ T ^ + C^j 

7. (c) f(z) = e“ (.x cos y — y sen y) + 'i(e' 7 (# sen?/ + y cos y) + C) 


9- (c) f(z) = 


x 


+ i 


-y 


+ c 


x 2 + y 2 \x 2 + y 2 / 

11. /(jz) = xy + x 4- 2 y — 5 + i (^y 2 — + y — 2.x + l) 


13. (b) /(*) = — X 


x 2 + y 2 x 2 + y^ 


Conjunto de Exercícios 3.4 


(c) f(z) = 


1. X = Cj, y=C 2 

3. Cj-x = :r + ;</, c 2 y = x 2 + y 2 ; as curvas de nível u(x, y) = 0 e v(x, y) = 0 correspondem ai=0ey = 
0, respectivamente. 

11. (a) 4>{x) — -50x d- 50 (b) Í1{z) = -50.x + 50 - 50yí 


120 

13. (a) = 9 


7T 


x n , , 120 120 

(b) S2(z) — 9 log fi r 


7T 


7T 


Questionário de Revisão do Capítulo 3 


1. falso 

5. verdadeiro 

9. verdadeiro 

2,z + 5?’ 


13. 


(z 2 + 5 iz - 4)“ 

(y - l) 2 - (x- l) 2 


3. verdadeiro 
7. verdadeiro 
11. verdadeiro 
15. 2 -H 

17 f'^1 - ^ ^ i 2(x ~ 1)(j/ ~ 1} 

■ /u í(x - iy + (y - l) 2 ] 2 [(* - 1) 2 + (» - l) a ]- 

19. constante 

21. v(x, y) = e~ x (xcosy -f yseny) 

Capítulo 4 

Conjunto de Exercícios 4.1 


1. z 2 e z+i + 2ze z+i 

2 2 

5. e x ~ x ~ y 

9. e y cos x — ie v senx 

13. /não é difcrenciável ern qualquer ponto 

17. e < \w\ < e 2 

21. log e 5 + (2n + \)wi 


3. ie iz +ie~ iz 

7. 2x + 2r?.7T, n — 0, ±1, ±2, . . . 

11. e x ~ y cos (2xy) + ie x -J/ sen (2xy) 
15. arg(ix) = —2 

19. 1 < \w\ < 2, — 7t/4 < arg(w) < tt/2 
23. f log e 2 + i(8n + 3 )ttí 
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25. 

29. 

33. 


37. 

39. 


| log e 2+| (6 n + 1)7 ri 
2,5650 + 2.7468?: 

2 log c 2+1 (4n + 1 ) 7 r? 


27. ^ log e 72 — Í7T? 
31. 5 log e 2 — |tt? 
35. 4 + | (4n — 1 )7u 


diferenciável no domínio \z\ > 0, — ir < arg(z) < 7r, f'{z) = 6z — 2 ie 2iz + - 

z 

diferenciável quando 2 não está 110 raio que emana de \i e que contém 

„z 2 + l 


-1 + \i\z/-i, e z/i,f'(z) = 


2z — i 


— 22Ln(22 — i ) 


(z 2 + 1 ) : 


41. V = 4 7T 
ò 

45. log e 3 < U < logp 5, — 7T < V < 7T 


43. u = 2 log e 2, — 7T < v < ir 


Conjunto de Exercícios 4.2 


1. 

e -3(2n+l)7T } n = 0j ±lj ±2, ... 


3. 

^ e ( 8 n + l W 4+i[(8n + lW4-(log e 2)/2] 

7? = 0, ±1, ±2, ... 

5. 

e (-4n+l)7r/2 } n = 0? ±1> ±2 , ... 

7. e _37r 

9. 

e i4 log e 2 

2X. e _7r + í31 °Se 2 

15. 

1 v^e 7 ”/ 8 

17. v /2e“ 7r / 3 + í K 7r / 4 )+ 1 ° s e 2 ) 


Conjunto de Exercícios 4.3 

1. ?senh 4 se 27, 2899? 

3. cos 2 cosh 4 + i sen 2 senh 4 se —11.3642 + 24.8147? 

5. ? tanh 2 « 0.9640? 7. -i csch 1 rí -0.8509? 

9. z = 2mv-i log e (y/2 - l) ou 2 = (2 n + 1)tt - ? log e (y/2 + l) , n = 0, ±1, ±2, . . . 

11* z ~ \ (4n + 1 )tt , ?? = 0, ±1, ±2, . . . 

17. 2zcos(z 2 ) 19. tan - - 

21* -1 23. | \/3 cosh 1 + ?| senh 1 se 1,3364 + 0,5876? 

25. 2 = log e (l + \/2) + |(2 n + l)7r? ou? = log e (—1 + \/2) + |(2n — l) 7 r?, n = 0, ±1, ±2, . . 

27. Não há solução. 

33. cos 2 senh z + sen z cosh 2 35. ? sech 2 (iz — 2) 

Conjunto de Exercícios 4.4 

1. |(4n + l)7r - ?'log e (\/2 + l) e i(4n — 1 )tt - ?log fi (>/2 - l), n = 0, 

±1,±2, ... 

3. |(4n + 1 )tt - i log c (y/2 ± l), n = 0, ±1, ±2, . . . 

5. -\(4n- 1)tt, n = 0, ±1, ±2, ... 7. \(4n + 1)tt?, n = 0, ±1, ±2, . . . 

9. ^ log e 2 + |(8n + 3)7 r?, n = 0, ±1, ±2, . . . 

11. (a) -?log e (\ (y/E - 1)) (b) f a/5 

13. (a) \ (7T — arctan 2) + i\ log e 5 (b) J — | i 

15. (a) log e (a/2 + 1) - |tt? (b) \y/2i 
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Conjunto de Exercícios 4.5 

1. <f>(x, y) = -X + 5 3. (j){x, y) = - fy + 10 

33 25 

5. (p(x, y) = 12 + — Arg(sen(z — 7r) + 1) Arg(sen(z — 7r) — 1) 

7 T 7T 

9 17 

7. <^(x, y) = 15 Arg(sen(àz) -f 1) H Arg(sen(?z) - 1) 

7T 7T 


Questionário de Revisão do Capítulo 4 


1. verdadeiro 
5. falso 
9. falso 
13. falso 
17. verdadeiro 
21. e' cos y, e T sen y 
25. 2nir - âog t ,2, ti = 0, ±1, ±2, ... 
29. llog, 2 + 1(8 n + 1)7 rí, n = 0, ±1, 
31. = e 277 

37. sen ,r cosh y, cos ,x senil y 


3. falso 
7. verdadeiro 
11. falso 
15. verdadeiro 
19. verdadeiro 
23. log, 2 + 

27. eixo real não positivo 

± 2 , ... 

35. cosh 4 

39. ±1 


Capítulo 5 

Conjunto de Exercícios 5.1 


1 . 

64 

3 




5. 

4hi9 




9. 

-|in3 


11. 

-12 

13. 

3; 6; 3\/5 


15. 

21 

17. 

30 


19. 

1 

21. 

1 


23. 

460 

25. 

26 

9 


27. 

64 

3 

29. 

8 

3 


31. 

0 

33. 

Em cada 

curva, 

o valor da 

integ 

35. 

Com p = 

kx, m 

= kn. 



3. -I 

7T 


7. 8e _1 — 12e -2 


2U8 
3 1 


125 

2 


Conjunto de Exercícios 5.2 


1. 

-28 + 84 i 

3. 

- 48 + ^ ? 

5. 

(2 + 7 z)i 

7. 

7T2 

9. 

~ 12 "h 12 ? 

11. 

— e — 1 

13. 

3 7 r 

2 ~ 4 

15. 

0 

17. 

5* 

19. 

0 

21. 

3 3 1 

23. 

í _ 

3 3 6 

25. 

5 _„5 

12 7Fe 

27. 

6\/2 


31. (a) -11 + 38?; 


(b) 0 
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Conjunto dc Exercícios 5.3 


9. 2iri 

11. 

27 r? 

13. 0 

15. 

(a) 2ni (b) 4ni 

17. (a) — 87 T? (b) — 6 tt?’ 

19. 

— 7 r(l + ? ) 

21. 0 

23. 

—47 rz 

25. — 67 ri 



Conjunto de Exercícios 5.4 



1. —2 i 

3. 

48 + 24? 

5. 6 + fi 

7. 

0 

áT« 

1 

1 

05 

11. 

1 1 . 

7 r 7T 

13. 2,3504? 

15. 

0 

17. 7 ri 

19. 

è< 

21. 11,4928 + 0,9667? 

23. 

-0.9056 + 1 ,7699* 

25. \/2t 



Conjimto de Exercícios 5.5 



1 . 87 r? 

3. 

—27 r? 

5. — tt(20 + 8?) 

7. 

(a) — 27T (b) 27 r 

9. — 87t 

11. 

— 27re -1 ? 

13. |7 ri 



15. (a) — 57 T? (b) — 57 t? (c) 97 r? 

(d) 0 

17. (a) — 7 t (3 + i) (b) 7 r (3 + i ) 

19. 

^(f + 12?) 

21. 0 

23. 

— 7T? 

25. 6 



27. (a) 16; 4 (b) 25; 9 (c) 7; 3 




Conjunto de Exercícios 5.6 


5. f(z) = cos #o+?‘ sen 6b = e t6ü , g(z ) = f(z ) - cos 9o -isenOo = e t0 ° é constante e, portanto, é analítica em 
todos os pontos. 

7. f(z) = 2z 4- 3 i, g(z ) = f(z) = 2 z- 3 i é uma função polinomial e, portanto, é analítica em todos os 
pontos. 


9. F(.t, y) = (a? ?/ - 2a#)i + {tf -3?- 2xy)j 

11. F(a;, ;y) = (e^cos v/)i + (e^sen y) j 

13. O ( 2 ) = e~ ,0 °z: linhas equipotenciais são a família de retas £ cos 9„ + y sen 0 O — c,; as linhas de fluxo 
são a família de retas x sen 9 (] + y cos 9 (] — c 2 . 


15. 


17. 


Í2 (z) = zr -- 3 iz\ linhas equipotenciais são a família de hipérboles x 2 - íf -f 3 y = c,: as linhas de fluxo 
são a família dc hipérboles 2 xy -3x= c 2 . 

F(x,y)= 2xyi + (y 1 x 2 )j 


21. (a) Para um ponto (x, y) distante da origem, o campo de velocidade é dado por F(x, y) « Ai. ou seja, 0 fluxo 
é aproximadamente uniforme. 
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23. (a) As linhas de fluxo são Arg(z x x ) = c l5 que são raios com extremidade em 2 = x 
25. Circulação é 0; fluxo líquido é 0. 

27. Circulação é 0; fluxo líquido é 2?r. 

29. Circulação é -47 r; fluxo líquido é 127T. 

Questionário de Revisão do Capítulo 5 


1. falso 
5. verdadeiro 
9. verdadeiro 
13. falso 
17. verdadeiro 


3. verdadeiro 
7. verdadeiro 
11. verdadeiro 
15. verdadeiro 
19. verdadeiro 


21. circunferência unitária centrada na origem 

23. z x (t) c z>(i) descrevem circunferências unitárias centradas na origem, mas com orientações opostas. 
25. 0 27. | 

29. 2 cos(2 + i) — 2 cos 3?' 31. 2iri 

33. Ò7r 2 — 7 ri 35 . 27 ri/ (71 — 1)! 

37. 0 para n / - 1 e 27ri para n = — 1. 39. i — 1 


Capítulo 6 

Conjunto de Exercícios 6.1 


1. 

5 i, -5, -5z, 5, 1 

ri 

3. 

5. 

converge 


7. 

9. 

diverge 



11. 

lim Re(z n ) = 2 < 

n — >00 

lim Im(zn) = f 

n— >oo 

e dc 

13. 

A série converge a 

!-!*• 


15. 

divergente 


17. 

19. 

convergente, | — 


21. 

23. 

\z — 1 — i\ = 2, R 

= 2 

25. 

27. 

\z — 4 — 3í | - 25, 

R = 2ò 

29. 

31. 

z = — 2 + i 


33. 


= | e dc modo que L = 2 + 


17. convergente, -1 + § i 


y — j\ — 1 R = I 

33. Efcti z k diverge. 


Conjunto de Exercícios 6.2 


1 . £ (-i) fc+ V, R = 1 

k = 1 

00 ( 1 

5. E K -rR(2z) k ,R = oo 

fc = 0 ^ ! 

9- = 00 


/Si (2fc) ! V 2 


OO 


13. e 3í E — 3i) fc , R = 00 

fc=0 


17. E 


1 


DO 


3. ZhR 1 k{2z) k -\R=i 


k = 1 

OG ^ 


7- Et7 


fc=o (2& + 1)! 


11 . E 




2 2fc + 1 , 7? = OO 


z 4k+ 2 , R = 00 


fc— 0 (2fe + 1)! 

15. E (— l) fc (^ - 1)*, = 1 

fc =0 

1 


Éb (3 - 2i) fc+ 


T (z-2i) fe , U = yi3 19. E « = 2 

fc=l * 
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Respostas a 


01 \/2 %/2 ( TT\ sjz í vy , vz ( iry , 

21 - T * 2T^ í 2 " 4 J - 2T2I l Z - 4 ) + 2T^T 4) +■"’* = 




v/2 


OO 


23. 2 + ^2 3 4- + 


25 * 2* + (2z) 2 ^ + (2z) a2f + (2i) 42 + '" >jR 1 

27. R = 2^ 


7T 


29. R =- 


30 00 / 1 \k 

31. £(-i)+ + i) fc ,R=A E (2 i f + T +-+R = A 


fc=Ü 


fc=0 


33. 



1 — 32 


37. 1,1 + 0,12* 


Conjunto de Exercícios 6.3 


1 _ _2_ 2^ _ £_ 

‘ 2 2! + 4! 6! + 


5. 


2-1 


e(z — 1) e(z — l) 2 
-e+ _ . } + ' „ . + 


2 ! 


3! 


3. 1 - 


1 1 
+ 


1 ! • 2 2 2 ! • 2 4 3 ! • 2 6 

2 


+ 


11 22 

“32 - 32 ~ 33 ~ ã 4 


9. 


11 . 


1 1 z-3 (z - 3) 2 

í) \ no 4 o í » A 


3(2 - 3) 3 2 

1 


3-3 


3 4 


+ 


1 2-4 (2 - 4) 2 

— + 77 7z - ■■ ■ - + 


3(2 -4) 2 3(2-4) 12 3 • 4 2 3-4-3 


.0 1 1 1 2 2^ 

13. - — - — 15. 


17. 


2 2 2 2 3 
2 2(2 + 1) 2(2 + 1) : 


-1 

z^l 


7-1 " ( Z ~ 1) " ( Z ~ l) 2 " 


3(2 + 1) 

3 2 33 

3 4 

1 

1 1 

f 32 3 ; 

9 

z 2: 

32 2 

3-2 3 • 2 2 

1 

2 + 4z 2 + --- 

1 

—f— jL 1 O 

2 

23. 

2 — 


25. 4 — 42 — 42 2 

2 

on 1 2 7 2 3 

29. — I 1 {-•• 

2 6 360 


27. ••• + 


- 3 + 6(2 - 2) - 10(2 - 2) 2 + 


2 2 2 , / ,\ 
+ 7 7777 + - + l + (2-l) 


(2- 1)3 (2- l) 2 2-1 


Conjunto de Exercícios 6.4 

1. Definir /(O) = 2. 

5. -2 + i c um zero de ordem 2. 

9. 2tz7tz, n = 0, ±1, ..., são zeros simples. 
13. ordem 1 


3. Definir /(O) = 0. 

7, 0 c um zero de ordem 2; z c -i são zeros simples. 
11. ordem 5 

15. -1 + 2z e -1 - 2 i são polos simples. 
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17. -2 é um polo simples; —i é um polo de ordem 4. 19. (2 n + 1)7t/2, n = 0, ±1, são polos simples. 
21. 0 é um polo de ordem 2. 23. (2 n + 1)7 ri, n = 0, ±1, são polos simples. 

25. 1 é um polo simples. 27. singularidade essencial 

Conjunto de Exercícios 6.5 


1. 


3. -3 


5. 0 7. Res(/(z), -Ai) = Res(/(z), Ai) 

9. Res(/(z), 1) = Res(/(z), -2) = -±, Res(/(z), 0) = 

11. Res(/(^), — 1) = 6, Res(/(z), — 2) = — 31, Res(/(z), — 3) = 30 
13. Res (/(*), 0) = -3 /tt 4 , Res(/(z), tt) = (tt 2 - 6)/2tt 4 


15. Res (/(*), (2n + l)?r/2) = (-1) 


n+1 , n = 


0 , ± 1 , ± 2 ,... 


17. 0; 2ttz/9; 0 

19. 7TZ; 7TÍ 

21. tt/3 

23. 0 

25. 2tví cosh 1 

27. —Ai 

29. 6i 

31 - ( 3 ^ 

33. 2tt/3 


Conjunto de Exercícios 6.6 


+ - )i 

7 r / 


47T 

' Ti 


5. 


9. 


7T 

71 

7T 


6 

15. 7 r 


19. 

23. 


37T 

~8~ 

7T 

V2 


27. 7re 


-i 


-3 


31. 7re 


35. 

8 V 3 

57. log e 2 


61. 47tí 

-í 


-i 


3. 0 


7 r 


7 - 4 


11 . 

17. 

21 . 

25. 

29. 

33. 


90 


n 

7 T 
16 
7T 
2 

7T 

6 

7re 


_52x/3\ 


12 - 7 y/3 J 


-1 


7re 


-V2 


2y/2 

-1 


— f cos y/2 + sen 
2 V / 


37. 7re 

59. 12t ri 
63. IOttí 

V^TT 2 


71 


16 


Conjunto de Exercícios 6.7 

1 


1. 

s — 5 
5. s > k 


9 -k- 1 5 

12Q t 


, s > 5 


3. 

7. 


s 2 4- 9 
k 


, s > 0 


> 2 — &2 ,<j2 _ 


11. 1 scn2t 
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13. — 7 =senh V3£ 
x/3 

17. | senh t — \ seu t 


15. e 3 ^ 0 !! ( t-a ) - e (t - a) 


19. 


1 

1 — ia 


Questionário de Revisão do Capítulo 6 


1. verdadeiro 

3. 

verdadeiro 

5. verdadeiro 

7. 

verdadeiro 

9. falso 

11. 

falso 

13. verdadeiro 

15. 

verdadeiro 

17. verdadeiro 

19. 

falso 

21. —3 + 6i 

23. 

125 25 • 

26 26 1 

25. |z-2-i| = i 

27. 

1/R 

29. \{z + 1) - p -(2 + l) 2 + -^{z + l) 3 

” * * * 1 

R = 5 

31 - ( Z + i)2 + í + 1 2+ ( 2+1 ) 




33. 1 35. 1 

37. 1, — — , 7 r 

Z — 7T 


39. (a) 7T d - 7TÍ 

(b) 0. para n = 0; 0, para n = 1; 2tt'/( 1/ 1 !) , para n = 2; 0. para n = 3; 27rz(-l/3!), para n = 4; 0, para 
n = 5; 2?n(l/5!), para n — 6; e assim por diante. 


Capítulo 7 

Conjunto de Exercícios 7.1 


1. / não é conforme em z — ± 1. 

3. / não é conforme em z — (2 n + 1)7 ri, n — ü, ±1, ±2, ... 
5. / não c conforme em 2 = B(2n + l)7r, n = 0. ±1, ±2, ... 


7V Z 

11. w — cos da Entrada H-4 do Apêndice III. 


13. w = 
15. w = 


l + z 
1-2 


d / 1 


e*/ z + e -7r 


. das Entradas H-5 e E-4 do Apêndice III. 
AX 1 / 2 


, das Entradas H-6 e E-4 do Apêndice III. 


\ p^/ z — er'*! z , 

Conjunto de Exercícios 7.2 

1. T(0) = oo, T(l) = i, T(i) = 1, T(oo) = 0 
3. T(0) = -1, T{ 1) = i, T{i ) = oo, T( oo) = 1 

5. |m| > 1 e u > 1 7. u < 0 e \w — 1| > 2 

9. u > 0 c \w — \ | > \ 11. v > 0 e u < 1 

13. A imagem consiste em um conjunto de todos os pontos w = u + iv tais que |w + 

15. A imagem consiste em um conjunto de todos os pontos w = u + iv tais que | w + ^| > ^ e v > 


17. (a) S 1 (z) = 
19. (a) S~ i (z) = 


2 + 1 
z — i 

2-2 

2-1 


(b) S~ 1 (T(z)) = 


(1 + i)z - 1 


(b) S~\T(z)) = l 

A* 


‘2z + i 
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21. T(z) 
25. TO) 


2 z -(- 2 
— z T 2 

32-32 

(1 -t- 42)2 — (4 + 2 ) 


23. T(z) = 


2 2 

2+2 


Conjunto de Exercícios 7.3 
1. primeiro quadrante w > 0, v > 0 

3. região limitada por: raio u = 0, 0 < v < 00 , segmento de reta v = 0, 0 < u < 
v < 0, e que contém o ponto 1 + i 

5. região limitada por: raio v = 1, -00 < u < 1, segmento de reta u = 0, 0 < v < 
v — 0, 0 < u < 1, e raio arg(z - 1) = tt/4, c que contém o ponto 1 + i. 

7. f'{z) = A(z + l)~ 1/2 2" 1/2 (2 - 1)~ 1/2 9. f'(z) = A(z+l)- 1/3 z- 1/3 


Conjunto de Exercícios 7.4 

1. (f> O, y) = — [Arg (2 + 1) - 2ArgO) + Arg (2 - 1)] 


3. (f>(x, y) = 5 + - [ArgO + 2) - 2Arg (2 + 1) + Arg( 2 ) - 5Arg(2 - 1)] 

7T 


5. <f>{x, y ) = 


2x - 1 


7 r 


! / x \ t fx -2 
tan — — tan I 


V 


7. *(*, y) = í + ^ 

7T 7T 


tan 


-1 


x — 1 

. y 


y 

tan 


+ " log e 

7T 


(x - 2) 2 + y 

X 2 + 2/" 


.2 1 


-1 /a; 



y/J 


xy , 

+ — log e 

7 r 


O — i ) 2 + y 2 


X 2 + Xf 


9. (b) 0(x, y) = e v cosx 


Conjunto de Exercícios 7.5 

1. (a) u> = 2 2 (b) <j!>(x, 2 /) = — [— Arg [z 2 + l) — Arg ( 2 2 ) + 2Arg (z 2 — l)] 


7T 


3. (a) xv = 


1 + 2 
1 -2 


1 


(b) <j>(x, y) = 1 + - \ 2Arg 

7T 


1 + 2 ' 
1-2 


+ 1 


-Arg 


1+2 

1-2 


-2 Arg 


l_+2 

1 - 2 


5. (a) tü=sen^ 2 j 

(b) <f>(x, y) = 1 + i{-3Arg sen ^ 2 ^ + 1 +3Arg -Arg sen ^ 2 ) 


7. (a) xv — - 


9. (a) w = 


— 2x 

(b) 0(x, 2 /) = — + 2 


x 2 + y 2 


22 - 1 - y/3 


(b) <f>(x,y) = 


(4 + 2 O 3 ) 2 + 1 + \/3 
10 


log e (7 - 4>/3) 


log t 


22 - 1 - Vã 


11. (a) iy=sen X 2 
13. 0 ( 2 ) = 2 4 


^4 + 2\/3) 2 + 1 + \/3 


(b) 0(x, y) = 5 + —Re [sen 1 2 ] 

7T 


15. í7(2)=cosh2 


17. (a) 2 = 7T2 — i[Ln(tü + 1)+ Ln(m — 1)] 


, e raio u — 1, -oc 
j 1, segmento de reta 



} 


(b) z(t) = 7 ri — ^ [Ln(t + 1 + 702 )+ Ln(í 1 + íc' 2 )] 
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19. 


21 . 


(a) 2 = — ( w 2 — l) 1/2 + cosh 1 w 

7T L ' 


(b) z(t) = \ | [(£ + íc 2 ) 2 - l] 1/2 + cosh 1 (í + ic 2 )| 
£l(z) = Ln( 2 4 + 4) — Ln(z 4 — 16) 


Questionário de Revisão do Capítulo 7 


1 . 

falso 

3. 

falso 

5. 

verdadeiro 

7. 

verdadeiro 

9. 

falso 

11. 

verdadeiro 

13. 

verdadeiro 

15. 

verdadeiro 

17. 

sentido 

19. 

triplica 

21. 

circunferência 

23. 

Z — Z\ 22 — 23 

2 - 2 3 2 2 - 2i 

25. 

7t/2, 37t/4 

27. 

7t/5 

29. 

/ 1 + t + ÍC2 \ 2 

V 1 — t — ÍC2 ) 




